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Sitzungsberichte 

der 

EOnigl.  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 


Mathematisch-pbysikaliBche  Klasse. 

Siining  TOm  18.  Januar  1907. 

1.  Herr  Vtsomm  Lihdbka]iii  legt  eine  Arbeit:  »Über  die 
Bewegung  der  Elektronen,  I.  Teil*  Tor  und  bespricbt 
die  Resultate  derselben.   Die  Arbeit  ist  fUr  die  Denkschriften 

bestimmt. 

Die  Beobaehtungen  an  den  Katbodenstrahlen  haben  be* 
kanntlieh  dazu  gefObrt,  eine  atomistische  Theorie  der  Elektrizität 
zu  entwickeln;  jene  Strahlen  sind  nichts  anderes  als  ein  Strom 
kleinster  elektrischer  Teilchen  oder  Elektronen.  Da  die  Aus- 
breitung der  elektrischen  Kraft  Zeit  erfordert,  so  stellt  ein 
bewegtes  Elektron  in  einer  späteren  Zeit  noch  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Kräfte,  die  von  ihm  selbst  zu  einer  früheren  Zeit 
ausgegangen  sind.  Dieser  Einiiuü  verleiht  dem  bewegten  Elek- 
tron eine  Eigenschaft,  die  der  Trägheit  der  materiellen  Massen 
entspricht,  indem  eine  Änderung  der  Geschwindigkeit  des  Elek- 
trons nur  infolge  der  Wirkung  einer  äußeren  Kraft  eintreten 
kann,  die  Bewegung  mit  konstanter  Geschwindigkeit  also 
kräftefrei  erfolgt,  wenigstens  bei  Unterliclitgesclnvlndigkeit. 
(jtstützt  auf  solche  Erwägungen  ist  man  neuerdings  dazu  über- 
gegangen, die  Träglieit  der  materiellen  Massen  auf  diese  schein- 
bare Trägheit  der  bewegten  Elektronen  zurückzuführen,  um  so 
die  ganze  Mechanik  der  Massen  elektrodynamisch  zu  begründen 
nnd  schließlich  eine  elektromagnetische  Theorie  des  Weltgebäudes 
zn  ent?nickeln.   Bei  der  hohen  Bedeutung  derartiger  kühner 

1$07.  SHuaitbi.  d.  wuXk^^fkja.  Kl  1 
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Spekulationen  für  die  Klärung  der  mechanischen  Grundbegriffe 
erscheint  es  vor  allem  nötig,  die  Grundlagen  der  Betrachtung 
genaa  su  prüfen  und  die  aus  den  Differentialgleichungen  der 
Elektroneniheorie  zu  ziehenden  mathematischen  Folgerungen 
mdglichafe  in  alle  Einzelheiten  zu  Terfolgen.  Dabei  ergibt  sich 
das  Resultat,  dafi  die  erwShnte  Anschauung,  nach  welcher  die 
Bewegung  des  Elektrons  mit  konstanter  Geschwindigkeit  sich 
von  selbst,  d.  i.  ohne  Hinzufttguiig  äußerer  Kräfte,  aufrecht 
erhält,  nicht  mit  jenen  Grundgleichungen  verträglich  ist. 
Sowohl  bei  konstanter  Unter-  als  bei  konstanter  Überlicht- 
Geschwindigkeit  erzeugt  das  bewegte  Elektron  yerzögemde 
Kräfte  auf  sich  selbst,  die  durch  Hinzufttgung  einer  ftußeren 
Kraft  au%ehoben  werden  müssen.  Der  Übergang  von  Unter- 
zu  Überlicht-Gleschwindigkeit  und  umgekehrt  gestaltet  sich 
einfacher,  als  nach  den  bisherigen  Theorien,  die  zu  dem  Zwecke 
unendlich  groüe  Kräfte  in  Anspruch  nehmen.  Hiernach  er- 
scheint es  zweifelhaft,  ob  die  elektromagnetische  Erklärung 
der  materiellen  Mechanik  sich  ohne  Einführung  neuer  Hypo- 
thesen wird  durchführen  lassen.  Auch  die  Analogie  eines 
konstanten  elektrischen  Stromes  mit  einem  Strome  von  Elek- 
tronen, die  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  bewegen,  ist 
nicht  so  Tollständig,  wie  man  hhäker  voraussetzte,  indem  ersterer 
keine  Selbstinduktion  zeigt,  der  KonTektionsstrom  bewegter 
Elektronen  aber  auch  bei  konstanter  Geschwindigkeit  auf  sich 
selbst  induzierend  wirkt. 

2.  Herr  Alfred  Prinüsheim  logt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Professor  Geobo  Landsberg  in  Kiel:  ,Zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Modulfunktionen''  vor. 

Der  Verfasser  untersucht  nach  dem  Vorgange  von  Cayley 
den  aritlinietischcn  (/liarakter  »ier  un<'inlliclien  Produkte,  durch 
welche  die  Moiluit'unktionen  dargestellt  werden,  und  legt  eine 
Methode  dar,  nach  der  die  Wertänderungen  bestinmit  werden 
können,  welche  die  auftretenden  Doppelsummen  bei  Vertau- 
schung der  Summationsfolgen  erfahren. 
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Zur  Theorie  der  eUiptisehen  Hodalfonktioneii. 

Von  <)^eorg  LandBberg  in  Kiel. 

Cayley  bat  sich  in  seinen  letzten  Lebensjahren  mit  dem 
arithmetischen  Charakter  der  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Modulfnnktionen  auftretenden  Produktentwicklungen  beschäftigt 
und  sich  bemUht  das  Verhalten  der  durch  sie  dargestellten  Funk- 
tionen bei  linearer  Transformation  der  unabliüngigen  Variabelen 
durch  Umformung  in  Dopj)el[)rodukte  zu  frevvinnen.M  Bei 
dieser  Untersuchung  ist  er  indes  auf  Schwierigkeiten  gestüssen, 
die  er  nicht  Uberwunden  hat  und  die,  kurz  gesagt,  darin  be- 
stehen, dafä  die  erhaltenen  Doppelsummen,  resp.  Doppelprodukte 
bedingt  konrergent  sind  und  darum  eine  Vertauschung  der 
Summationsordnung  nicht  gestatten.  Diesen  Schwierigkeiten  ist 
Herr  Weber')  durch  Heranziehung  der  Eroneokerschen  Grenz- 
formeP)  gerecht  geworden,  aus  welcher  sich  die  gewünschten 
Resultate,  allerdings  nur  unter  einschränkenden  Annahmen  für 
den  Bereich  der  Variabelen,  durcli  geeignete  Grenzübergänge 
gewinnen  lassen.  Aber  in  dem  Briefwechsel  der  beiden  Ge- 
lehrten tritt  mehrfach  der  Gedanke  hervor,  daü  es  einen  direkten 
Weg  geben  mOsse,  um  die  Wertänderuog  der  betrachteten 


M  Sur  la  fonction  inoduluirc  /('»).  Coniptes  Rendas  12.  Jun.  1893. 
Vier  Hrit'fo  ül>er  elliptische  ^Mudultunktionen.  Math.  Ann.,  Bd.  47,  S.  1 — 5. 

^)  Bemerkungen  zu  den  vorstehenden  Briefen.  Math.  Ann.,  Bd.  47, 
8.  6—19. 

Eronecker,  Berliner  Sitrangsberichte  1868,  86,  86,  89. 
Weber»  ElliptiMhe  Funktionen  and  algebmiicfae  Zahlen,  |  118. 
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analytischen  Gebilde  als  Folge  der  Summationsänderung  erkennen 
zu  lassen.  Im  folgenden  glaube  ich  eine  Methode  angeben  zu 
können,  welche  jener  Forderung  genügt.  Es  ergibt  sich,  dali  die 
beiden  Terschiedenen  Doppelsununen,  die  zu  yerschiedenen  Anord- 
nungen der  Summenbildung  gehören,  direkt  miteinander  ver- 
gleichbar sind  und  dafi  ihre  Differenz  ein  bestimmtes  Integral 
ist,  welches  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht  ausgewertet  werden 
kann.  Der  Kürze  der  Darstellung  halber  führe  ich  die  Methode  nur 
an  dem  Beis[»iele  der  Diskriminante  i;  (//>)  durch;  sie  bleil)t  alter 
auch  tur  die  übrigen  in  jenem  Briefwechsel  betrachteten  Modul- 
funktionen anwendbar,  und  sie  bedarf  nur  unwesentlicher  Modi- 
fikationen, wenn  andere  als  die  hier  untersuchten  Änderungen 
der  Summationsordnung  in  ihren  Wirkungen  diskutiert  werden 
sollen. 


In  der  Theorie  der  elliptischen  Modulfiinktionen  werden 
aus  den  beiden  unabhängigen  Variabelen  cu,,  oi,  die  Summen: 


(1)  =  x; 


gebildet,  welche  Uber  alle  gauzzahlige  Wertepaare  (m,,  ui^)  mit 
Ausschluü  des  Paares  Wj  =  m,  =  0  erstreckt  sind;  dieselben 
konvergieren  aber  nur  dann  absolut  und  unbedingt,  wenn  »  >  1 
ist.  Für  n  SB  1  hingegen  ist  der  Wert  der  Summe  von  der 
Anordnung  der  Glieder  abhängig;  je  nachdem  man  erst  Uber 
m^  und  dann  über  oder  in  umgekehrter  Reihenfolge  summiert, 
erhält  man  die  beiden  (Summen: 

=  ü  2  ^  und 

Hi  —  ^   -  

Ö>1       «H  «4  (»1  »1  +  «»t)** 

wobei  i;,  und  rj^  die  beiden  Perioden  des  Intesrrales  zweiter 
Gattung,  aufgefaüt  ab  Funktionen  der  entsprechenden  Perioden 
<Oj  und  CO,  des  Integrales  der  ersten  Gattung,  bedeuten.  Die 
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beiden  Suminen  auf  der  rechten  Seite  der  ol>igen  Gleichungen 
sind  aber  niemals  emauder  gleich ;  denn  es  besteht  die  aLegendre" 
sehe  Relation*: 

(8)  <»,i7t  — «»t'?!  — ±2^», 

in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem 
das  PeriodenTerhältnis: 

(4)  «-^ 

eine  poeitiTe  oder  eine  negatire  imaginäre  Koordinate  hat.  Wir 

stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  diese  Relation  direkt  aus  der 

obigen  Dehnition  der  GrüLien  t]^  und  durch  Vergleirhung 
der  beiden  verschiedenen  Anordnungen  der  Summe  /S^  abzuleiten. 


Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  beiden  GrOfien 


CO. 


and  ^  als  Grenzwerte  der  beiden  mit  endlichem  X  gebildeten 


Summen: 


(5) 


üi 


1 


und 


1 
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von  denen  die  erste  über  sämtliche  (iitt»  rj)unkte  des  zu  den 
Perioden  (o^  und  ci>^  gehörigen  parallelogra in ma tischen  NeUes 
erstreckt  ist,  die  im  Inneren  oder  auf  dem  Rande  des  von  den 
beiden  Parallelen  91,  jD,  und  9,  (S,  begrenzten  Streifens  gelegen 
sind,  w&hrend  die  zweite  in  derselben  Beziehung  zu  dem  Parallel- 
sireifen  91, 9,  Ct,  steht.  Beide  Summen  yergleichen  wir 
zunächst  mit  einer  dritten,  endlichen  Summe: 


1 


deren  zu^eliru  ige  (iittorpunkte  im  Inneren  oder  auf  dem  Hände 
des  Parallelogrammes  A  B  C  JJ  gelegen  ist,  das  den  beiden 
Parulielstreifen  gemein  ist  Demzufolge  finden  wir  für  die 
Dififerenz: 

wobei  sich  von  den  beiden  Teilsummen  auf  der  recliten  Seite 
der  Gleichung  die  erstr  auf  den  Streifen  "D,  7)  ^'(5,,  die  zweite 
auf  den  Streifen  ^  bezieht.  In  derselben  Weise  ergibt 
sich  für  die  Differenz: 


(8) 


«,=-»  mtml+i  («M,  O),  +  m,  tu,)' 

iWjS  —  OD  1 

+  32     S  ^ 


wobei  die  erste  Teilsumme  zu  dem  Streifen  ^^-^^^tt  die 
zweite  zu  dem  Streil'en  tifADT>^  gehört. 

Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  A  »  oo  über,  so  ist: 

un<l  der  Grenzwert  von  P;  ist  im  Bereiche  der  gleichniüijig*'n 
Konvergenz  der  Reihe  eine  eindeutige  i^'unktion  von  cü|,  (o^ 
weiche  mit: 
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P  (o>i»  (o^  =»  lim  Pi 

bezeichnet  sein  möge.  Von  dea  vier  Summen  der  Qleichuugeu 
(7)  und  (8)  ist  aber  die  erste: 


für  A  s  00  nichts  anderes  als  das  Integral: 

wobei  das  letzte  Linienintegral  in  geradliniger  Bichtung  Yon 
dem  Punkte  a>|  —  oder  A  nach  a>|  +  o>g  oder  P  su  führen 
ist.   Ebenso  ergibt  sich  für  die  übrigen  drei  Integrale: 

lim  ""'l  '  "'e  *  1  V  ~c       dx^  dx, 

l^a,  «H=-A->  K      +       **>t)*      -I  -  •  («1  <»l  +  «1  <»1^ 

  1      o  dz 

a>^  cü,  fii  JS 

is«  «is-i  «,=-1+1       +   ö>,)"  ii  r  {x^   -f  X,  fu^» 

1       n  dz 
(D|  O^j  ß 

liin     S       S   -  ~T  T   _ 

1  rdiv 


f 


Man  erhält  hiernach  durch  den  Grenzfibergang  die  beiden 
Gleichungen: 

Vi     n/       \        c  dß       i  da         2    ,     «>j  +  cö, 
- P(»..«J-     f +  /  -^^^  ^    log      +  «'A 
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wobei  die  Logarithmen  aU  iluuptwerte  zu  uelimen  sind  und 


somit  eindeutige  Funktionen  des  Periodenyerliältnisses  a>  »  —  - 


werden.    Subtrahiert  man  schlielaiich  die  erste  der  obigen 
Gleichungen  von  der  zweiten,  so  vereinigen  sieh  die  vier  In- 
tegrale zu  dem  um  das  Parallelogramm  AB  TA  erstreckten 
1  Cdz 

Integral  — —  I  —  und  man  erhält  die  zu  beweisende  Eelation: 


in  welcher  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem 
die  Umkreisung  des  Nullpunktes  im  positiven  oder  im  negativen 
Sinne  erfolgt,  d.  h.  je  nachdem  das  PeriodenverhSltnis  to  eine 

positive  oder  negative  imaginäre  Koordinate  besitzt. 

Mit  Hilfe  der  TiHgendreschen  Relation  folgt  nunmehr  leicht 
das  Verhalten  der  Funktionen  1J^  und  z;.^  bei  beliebiger  lin<  arer 
Transformation  der  Perioden  co,  und  cu,;  da  sich  jede  solche 
Transformation: 

aus  elementaren  zusammensetzen  läßt,  fOr  die  sich  die  Ver- 
änderung von  1J^  und  t/,  unmittelbar  Übersehen  läfit,  so  ergibt 
sich: 


II. 

Wir  betrachten  jetzt  die  von  zwei  Periodenverhältnissen 

^  und  ~  abhängige  Summe: 

^    ^    ^Kio^üJ  ^(m,<ü,-i-w,cü,)(m,i->,-i-m,i^,)' 

welche  ebenfalls  Uber  alle  ganzzahligen  Wertepaare  (m, ,  m^) 

mit  AiisM-hlulj  von  m,  =  m^—  0  erstreckt  uml  deren  Wert 
ebenfalls  von  der  Anordnung  der  Glieder  abhängig  ist.  Die^e 
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Reihe  konverj^iert  bei  jeder  (iliederaiiordnung,  bei  weklicr  die 
Reihe      in  (1)  konyergiert  und  die  Funktion  des  Quotienten 

die  sie  bei  uiiier  beätimiuten  Ueihenfolge  der  Summution 

darstelli,  steht  in  innigem  Zusammenhange  mit  den  Funktionen 
und  T]^.  Denn  differenziiert  man  gliedweise  naeh  et)]  und  o>,, 

so  erhält  man,  falls  man  in  (10)  erst  über  ui^  und  dann  über  w, 
summiert  und  cd  auf  die  positive  Ualbebeue  beschräiikt: 


(H) 


a ö>i       «t  m,  {ff ix  (»i  +  <üg)' 


dtp        ^.y,        ä>,        —   «»i^  _   ,  2ai 

und  hieraus  folgt  zunächst  die  Konvergenz  der  Eteihe,  weil  die 
gliedweise  Integration  einer  gleichmäßig  konvergenten  Reihe 
gestattet  ist.  Weiter  aber  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (11): 

(12)  <?y  =  i;,da>,  —  vi^dfo^ — 2;iidIogü>,. 

Es  bleibt  also  das  Differential  der  Funktion: 

9>     2 ;zi  log  cu^ 

bei  linearer  Transformation  der  Perioden  ungeändert,  denn  es 

ist  infolge  der  Formeln  (9): 

Bilden  wir  daher  die  Funktion: 

(13)  ?'  +  2«il<>g^^-LL.  ^  ^'"'••'^'-/^V'- 

fl,     «,     (»»,  «>,  +  m,  ü>,)  (TO,  Ii,  +  wi,  ii,) 


+  2»ilog^, 


so  ändert  sich  diese  bei  jeder  linearen  Transformation  entweder 
der  Perioden  roj.  ro^  oder  d^  r  Perioden  Ii,.  nur  um  eine 
additive  Konstante,  und  wenn  man  beide  Periodt  n})aare  der- 
selben linearen  Transformation  unterwirft,  so  ist  die  Konstante 
gleich  Null,  weil  die  Funktion  rersehwindet,  falls  die  beiden 
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Periodeiipaare  koinzidieren.  Die  Funktion  ist  also  in  Beziehung 
auf  beide  eine  Moduiibrm  erster  Ötuie  bei  kongruenter  Ver- 
änderung der  Argumente. 

Man  kann  die  Funktion  in  mannigfacher  Weise  als  Differenz 
zweier  anderer  darstellen,  welche  nur  Ton  je  einem  der  beiden 
Periodenpaare  abhängen  und  im  wesentlichen  nichts  anderes 
als  die  in  der  Theorie  der  Modulfiinktionen  auftretende  Dis- 
kriminante  J  {(^)^,  o)^)  (in  der  Bezeichnung  von  Herrn  Klein) 
oder  t]  (o))  (in  der  Bezeichnung  von  Herrn  Weber)  sind. 

Sind  nämlich  und  zwei  ganze  oder  gebrocliene  Zahlen, 
welche  zu  jedem  Zahlenpaare  (m„  m,)  so  hinzubestimmt  werden, 
daü: 

Ä|  fll|  —  fl|  Uli  ^  1 

ist,  so  ist: 

mt  «.,(»,<»,  +«tÖ>t)(«»iÖl—»»«^t) 

  2  ^         ^'^  "i'  "2  '''^2        ^'1  "1 

wobei  in  jedem  Gliede  der  Summe  der  Minuend  bloß  von 

CO  O 
(o  =  — ,  der  Subtrahend  bloü  von  fJ  —       abhängt.  Setzt 

man  also:  ^  r, 

SO  ergibt  die  AusfÜhiimg  der  Summation  über  m^: 

ys  — (ä) — i?)+29r£     (ctg^mi?  —  ctg;rmo>) 

(U)  =-;(«,_r^)+4»i_|i(j^-j^) 

=     (a>  ~ X2)  -  4^ri      log  j-^r^i^i. 
Setzt  man  also  mit  Herrn  Weber: 

==25     (1  — ff«-), 

so  ist: 

(15)  V- 4»  »log  Jg. 


Digitized  by  Google 


G.  Landsberg:  Theorie  der  eUiptiechen  ModuUiinktioneii.  H 


In  der  Bezeichnung  Ton  Herrn  Klein  wird: 

4(0.,.«»,)-  p^^)  "•;(«>)" 

gesetzt;  es  ist  alsdann: 

Im  Gegensatz  zu  diesen  liergebrachten  Darstellungen  der 
Diskriminante  J  (<o,,  a>,)  läßt  die  Doppelsumme  (10),  von  der 
wir  hier  ausgegangen  sind,  die  (h'enzstellen  der  Funktion  in 
Evidenz  treten  und  ergibt  das  Verhalten  der  Funktion  bei 
linearer  Transformation  als  Eonsequenz  einer  Änderung  der 
Summationsordnung.  Die  EinfQhmng  zweier  Argamentenpaare 
o)^,  (1)^  und  Zip  statt  eines  eiiizii^en  erweist  sich  liierbei  als 
zweckmäüig  zu  übersichtlicher  Behandlung  der  betrachteten 
analytischen  Gebilde;  man  kann  nachträglich  natürlich  zu  Funk- 
tionen nur  eines  Argumentenpaares  übergehen,  indem  man  z.  B. 

s  i  00,  also      0  setzt. 

m. 

Das  Verhalten  der  Funktionen  t)  (a>),  resp.  A  (cOj,  a>,)  bei 
linearer  Transformation  wurde  im  yorigen  Abschnitte  aus  dem 
Verhalten  der  Funktionen  i;,  und  ri^  durch  Integration  er- 
schlossen. Man  kann  aber  das  gleiche  Verfahren,  welches  im 
ersten  Abschnitte  auf  die  Untersuchung  der  WertSnderung  der 
Summe  bei  Vertauschung  der  Summationsordnung  ange- 
wendet wurde,  auch  in  ganz  analoger  Weise  auf  die  Summe 
<f  {(i),Ü)  des  vorigen  Abschnittes  übertragen  und  auf  diesem 
zweiten  Wege  die  letzten  Resultate  in  direkter  Weise  erlangen. 

Zu  diesem  Zwecke  Tergleichen  wir  die  Summen: 

ri7^    wi"^^  -'^'^=VV  CU,     -  CO,  Ü,  

^    ^W^J     Sit;(m,«>,  +  iiHö>,)(m,ö,  +  m,Ö,) 
und: 
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initoinandtT,  <lie  duicli  Vertauschung  der  Suniniationsordnung 
auseinander  hervorgehen,  ßrzeichncn  wir  das  allj^t'nieine  Glied 
mit  ö„, ,  .so  erscheinen  die  ursprüngliche  und  die  transformierte 
Funktion  als  Grenzwerte  der  Summen: 

und: 

für  A  =  00.  Wir  setzen  alsdann  beide  miteinander  in  Bezieliiing, 

indem  wir  sie  mit  einer  dritten  Summe: 

vergleichen.  Ganz  analog  wie  im  ersten  Absclinitte  ergibt  sich 
alsdann: 

M|B— A  MjsA+l  iNias— A  Miss— A— 1 

Gfehen  wir  nun  zur  Grenze  für  /  =  oo  über,  so  konver- 
giert die  erste  der  vier  zuletzt  aui'tretenden  Teilsummen  gegen 
das  Doppelintegral: 

welches  sich  durch  Ausführung  der  Integration  über  als  das 
einfache  Integral: 

t  ^  flog  ^i^t.t^  _  w?ii^L+ 

darstellen  läßt;  hierbei  sind  die  Tjogarithmen  in  der  auftreten- 
den Klamraergröße  so  zu  wählen,  da&  ihre  Differenz  ver- 
schwindet, falls  das  Periodenverhältnis  mit  Q^-p~ 
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zusammenfällt.  Ffihrt  man  die  gleiche  llechming  für  die  übrigen 
Doppelintegrale  ans,  so  ergibt  sich  schlieftUch: 


—  a>2  0^ 


(18)  -H  +  »»l^l) 

«4  «,         -j-  m,  cü,)  (iwj    +  »ig  r^,) 
worin    (<o)  die  Summe  der  vier  Integrale: 

-i;¥'»«('-:)+lf'^('+:) 

und  e7       dieselbe  Funktion  von  Q  bedeutet;  die  Logarithmen 

können  und  »ollen  hierbei  so  bestimmt  sein,  duü  sie  für  x  =  0 
Tersch  winden. 

Die  noch  übrigbleibende  Aufgabe  der  Ermittelung  der 
Funktion  J  (co)  erledigt  sich  am  einfachsten  durch  Differentiation 
nach  a>.    Man  findet  so: 

y    dx   Y     dx        V  dx 

Das  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Aggregat 
ist  aber  nichts  weiter  als  die  Summe  der  vier  auf  geradlinigem 
Wege  erstreckten  Integrale: 

also  wie  ein  Hlick  aut die  obige  Figur  zeigt,  das  um  das  Parallelo- 
gramm Aß  TA  in  positivem  Sinne  herumgeleitete  integral: 

2ni 


1  Cdz  ^ 


Folglich  ist: 

J  (a>)  S8  2  ff  i  log  a>  -h  const, 
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wobei  die  Integrationskonstante  zwar  für  unsere  Zwecke  be- 
langlos, aber  durch  die  Anaahme  o)  ss  X  leicht  bestimmbar, 
nämlich  gleich  ist. 

Es  ergibt  sich  also  die  Relation: 

und  dics(^  Gleichung  steht  in  genauer  Übereinstimmung  mit 
der  Gleichung  (13)  des  vorigen  Abschnittes,  welche  aussagte, 
daß  die  Funktion: 

bei  kongruenter  linearer  Transformation  der  beiden  Perioden- 
paare ungeändert  bleibt. 
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Sitzung  der  maih.-phjs.  Klaaae  vom  9.  Februar  1907. 

1.  Herr  Karl  v.  Linde  berichtet  über  Versuche,  welche 
im  Laboratorium  für  technische  Physik  (in.sl)e.sondere  von  Herrn 
Pbbwanqxb)  zur  Feststellung  des  Wärmedurchganges 
▼on  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren  Wasserstrome 
durch  eine  Metallwand  ausgeführt  worden  sbd. 

Hiebei  hat  sich  für  konstante  Wiussergesch windigkeit  neben 
der  bekannten  proportionalen  Zunahme  der  Wärmemenge  mit 
der  Temperaturdifferenz  zwischen  den  beiden  Strßmen  eine 
Abhängigkeit  dieser  Wärmemenge  von  der  mittleren  Temperatur 
ergeben,  welche  bei  kleineren  Temperaturdifferenzen  als  eine 
lineart'  sich  darstellt,  bei  grüüeren  Difl'erenzen  ein  laugsameres 
Anwachsen  zeigt. 

Die  Abhängigkeit  des  Wärmedurchganges  von  der  Ge- 
schwindigkeit des  strömenden  Wassers  wird  in  hohem  Maiie 
bestimmt  einerseits  dayon,  ob  die  Geschwindigkeit  kleiner  oder 
grOier  ist,  als  die  .kritische*  und  andererseits  durch  die  Be- 
schaffenheit der  Wandflächen.  Bei  Geschwindigkeiten  über  der 
»kritischen*  und  bei  rauhen  Wandflächen  erscheint  die  durch- 
gehende Wärme  iür  konstante  Teniperaturdift'erenzen  als  eine 
quadratisclie  P^unktion  ih-v  Geschwindigkeit,  während  bei  glatten 
Wandtlächeu  für  Geschwindigkeiten  über  1,5  m.  p.  s.  diese 
Funktion  eine  fast  genau  lineare  ist,  nach  unten  hin  aber 
Abweichungen  zeigt,  welche  mit  dem  Übergange  zur  kritischen 
Geschwindigkeit  zusammenhängen  dfirften. 
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2.  Herr  Ludwig  Bürmester  hält  einen  Vortrag:  »Über 
kinetographische  Verwandtschaft  ebener  Systeme.* 

Bei  einer  gesetzmfißigen  Bewegun^ir  eines  ebenen  Systems 

in  einem  als  ruhend  angenommenen  anderen  ebenen  System 
beschreibt  jeder  Punkt  des  bewegten  Systems  eine  Hahnkurve 
in  dem  ruhenden  System,  und  ferner  beschreibt  jeder  Punkt 
des  ruhenden  Systems  eine  Bahnkurve  in  dem  bewegten  System. 
Werden  nun  den  Punkten  einer  Kurve  in  dem  einen  System 
die  Punkte  einer  Kurve  in  dem  anderen  eindeutig  zugeordnet, 
dann  beschreiben  je  zwei  zugeordnete  Punkte  entsprechende 
Bahnkurven  in  den  beiden  Systemen;  und  in  jedem  Bewegungs- 
moment sind  die  Punkte  auf  den  entsprechenden  Bahnkurven 
entsprechende  Punkte  der  beiden  Systeme.  Die  hierdurcli  de- 
finierte geometrische  Beziehung  dieser  Systeme  wird  eine  kiueto- 
graphische  Verwandtschaft  derselben  genannt. 

9.  Herr  Eewim  Von*  spricht:  »Über  den  leitliolien  Ab- 
lauf der  Eiweißresorption.* 

Derselbe  berichtet  über  Versuche,  welche  Herr  Kuolbb 
unter  seiner  Leitung  Uber  den  zeitlichen  Ablauf  der  Eiweiß- 
resorption bei  Tieren  angestellt  hat. 

Diese  lehren,  daß  der  Resorptionsverlauf  von  der  zu  Be- 
ginn des  Versuches  im  Verdau ungstraktus  vorhandenen  EiweiU- 
menge  abhängt.  Somit  umü  sich  die  Resorptionskurve  für 
geringere  Eiweiluneiigen  aus  der  bei  größerer  Zufuhr  gewon- 
nenen Kurve  ableiten  lassen.  Die  Form  der  Kurve  wird  durch 
die  Änderungen  im  Fttllungszustande  des  Dünndarmes  bestimmt. 
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Kinetographische  Verwandtschaft  ebener  Systeme, 

und  rftnmlicher  Systema 

Von  Lndwig  Bnrmester. 


Alleemeine  Darlegungen. 

Die  Gesamtheit  aller  in  einer  Ebene  befindlichen  Punkte, 
derea  gegenseitige  Ln;^e  sich  nicht  ändert,  wird  ein  starres 
ebenes  System  oder  kurz  ein  ebenes  System  genannt;  und 
analog  wird  die  Gesamtheit  aller  in  einem  Raum  befindlichen 
Ponkte,  deren  gegenseitige  Lage  sich  nicht  ändert,  ein  starres 
rSnmliches  System  oder  kurz  ein  rSumliehes  System 
genannt. 

Bei  einer  gesetzmäßigen  Bewegung  eines  ebenen  Systems  S 
in  einem  anderen  ebenen  System  Z.  welclies  wir  als  ruhend 
annehmen,  beschreibt  ein  angenommener  Punkt  ^4,  des  beweg- 
ten Systems  S  eine  Bahnkurve  oc  in  dem  ruhenden  System  21, 
und  femer  beschreibt  ein  angenommener  Punkt  Ag  des  rahenden 
Systems  £  eine  Bafankonre  a  in  dem  bewegten  System  S, 

Wenn  wir  in  dem  System  8  auf  einer  gegebenen  Kurve 
die  Punkte  Äg,  B^,      •  •  System  £  auf  einer 

gegebenen  Kurve  zunächst  der  Einfachheit  wegen  eindeutig 
zugeordnete  Punkte  Ar^.  Bö-  ^r,  annehmen,  dann  besc  hreilx'n  die 
Punkte  A^,  B^,  C^...  des  bewegten  Systems  S  die  Balinkurven 
oc,  ^,  y . .  in  dem  ruhenden  System  Z  und  die  Punkte  A(j,  B^,  •  • 
des  ruhenden  System  E  die  Bahnkurven  a,  5,  f .  .  in  dem  be- 
wegten System  8,  In  jedem  Bewegungsmoment  beetimmen  die 

IM?.  SHmpk.d.Mih^pplkn'Kl.  2 
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beschreibenden  Punkte  A^,  B^^  .  .  des  Systems  S  auf  den 
zugehörigen  Bahnkurven  cc,  ß,  y  . .  Punkte  A,  F  .  .  in  dem 
System  und  ebenso  bestimmen  die  beschreibenden  Punkte 
A(j»  Btft  Fß  •  •  ^es  Systems  £  auf  den  zugehörigen  Bahnkurven 
a,  6,  c . .  Punkte  B,  C .  *  in  dem  System  S,  Die  so  in  jedem 
Bewegungsmoment  bestimmton  Punkte  A,  B,  F  •  >  und  A^B,C., 
nennen  wir  entsprechende  Punkte,  die  beschriebenen  Bahn- 
kunren  9i,  ß,  y nnd  a,  6,  ü . .  entsprechende  Kurven  in  den 

ebenen  Systemen  S. 

Die  liierduich  definierte  Beziehung  der  Systeme  ^ 
nennen  wir  eine  kinetographische  Verwandtschaft  zweier 
ebener  Systeme.  Dieselbe  ist  demnach  bestimmt  durch  eine 
gegebene  gesetzmäßige  Bewegung  des  Systems  S  in  dem  Sy- 
stem £  und  durch  die  eindeutige  Zuordnung  der  Punkte  auf 
den  in  den  Systemen      £  gegebenen  Kurven  ib^,  x^. 


V 


Pig.l. 


Um  die  Bewegungsvorgänge  des  einen  der  Systeme  8^  £ 
in  bezug  auf  das  and^HB*  in*  Fig.  1  «u  veranschaulichen,  sind 

in  den»  l)ewe<rten  System  N  auf  d»'r  Kurve  die  I*unktt'  A^^ 
•^«1  C^**  und  in  düm  ruheuduu  bysteu  ^  auf  der  Kurve 
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die  eindeutig  zugeordneten  Punkte  Aß,  Bc,  .  .  angeiiomnien. 
Die  Kurve  sowie  die  Punkte  A,,  jÖ^,  .  .  des  iSysteras  6' 
beündeu  sich  im  Anfang  der  Bewegung  in  Deckung  mit  der 
Kurve  und  den  Punkten  Ao«  Boi  To . .  des  Systems  £;  und 
femer  befinden  sich  die  Kurve  sowie  die  Punkte  A^j,  Btf,  P^. . 
des  Systems  E  in  Deckung  mit  der  Kurve  und  den  Punkten 
Aq,  Bf^,  .  .  des  Systems  8.  Die  Punkte  A^,  B^,  .  .  be- 
schreiben  die  Bahnkurven  oc.  ß,  y  .  .  in  dem  rulienden  System  X 
und  die  Punkte  Aß,  B^,  To  .  .  besclireiben  die  entsprechenden 
Bahnkurven  a,h,  c  .  .  in  dem  bewegten  System  *S'.  Durch  rlie 
Bewegung  des  Systems  tS  gelangt  die  Kurve  mit  den  Punkten 
. .  ÄU8  der  Anfangslage  x^  (Aot  Bo«  . .)  in  ver- 
schiedene Lagen  x,  (A,,  Bn  P,  .  .)f  *i  (A,,  Bti  T, . .)  •  -i  di« 
man  gleichsam  als  Abdrücke  von  {A^,  B^,  .  .)  auf  das 
ruhenden  System  T,  betrachten  kann.  Femer  ge hingt  die  in 
dem  ruhenden  System  Z  Hegende  Kurve  mit  den  l'uukten 
Aß,  B(j,  Fq.-,  von  der  anlanghchen  DeckuuLj  mit  (A^,  B^,  ^o--X 
ausgehend  in  denselben  Momenten  zur  Deckung  mit  deu  Lagen 
(.4,,  i^,,  C\..),  {A^,  B^,  t\ ..)..,  die  auch  gleichsam  die  Ab- 
drücke von  (Aö,  Böt  Tö  . .)  auf  das  bewegte  System  8  sind 
wenn  ee  sich  in  der  zeichneten  Anfangslage  befindet.  Wfthrend  der 
Bewegung  von  8  beschreiben  die  Punkte  A^i  Og . .  die  Bahn- 
kurven Ol,  ß,  y  . .  in  Z»  und  die  mhenden  Punkte  Aß»  Bg,  . . 
beschreiben  die  Bahnkurven  a,  ft,  <r . .  in  S,  die  also  über  diese 
Punkte  gleiten.  Wenn  ferner  die  Kurve  d»'s  bewegten  Sy- 
stems S  in  die  Lagen  x^,y..^..  gelangt,  dann  treten  die  in  S 
liegenden  Kurven  k^,  k^  ..  nach  einander  in  Deckung  mit  der 
Kurve  des  ruhenden  Systems  Z.  Demnach  entspricht  der 
Schar  der  unter  sich  kongraenten  Kurven  ibo,  A;, . .  in  8  die 
Schar  der  unter  sich  kongraenten  Kurven  x^,  x,,  x, . .  in  Z; 
und  diese  Kurven  wollen  wir  die  Lagen  kurven  nennen.  Da 
auch  die  Schar  der  Bahnkurven  a,  h,  c  . .  in  8  der  Schar  der 
Bahnkurven  oc.  ß.  y  .  .  in  E  entsj)ri{'ht,  so  ergeben  sich  in  den 
Systemen  *S',  Z  fh^  ents])re('liendt  n  Netze  der  Kurven  n,  h,  c, .  ., 
^1 «  ^2  •  •  und  y  , Xq,  X,,  . .  mit  deu  entsprechenden 
Netzpankten 
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lilfi  ^1       . . 

-Bfl  A     •  • 

^0  ^1  ^'2  •  • 


Ao  A,  Af  • . 
Bq  Bf  Bf  •  • 

r2  •  • 


Die  Kurven  a,  ft,  c . . ,  ^0 1  ^'1  >  *  •  sowie  die  Kurven  et,  . . , 
^ot  ^1*  -  •  ^  können  als  Farameterlinien  oder  als  krumm- 
linige Koordinaten  betrachtet  werden.  Einer  Karre  in  5,  die 
z.  B.  durch  die  Punkte  A^,  B^,       gt  lit,  entspricht  in  dem 

System  Z  eine  durch  die  Punkte  Ao'  öi»        gtlicnde  Kurve. 

Die  Bahnkurven  a,  h,  c .  .  und  cx,  /?,>'..  .sind  durch  die 
gesctzniiiüige  Bewegung  des  System  bestimmt  und  ihre  Ver- 
teilung ist  durch  die  Zuordnung  der  Punkte  der  angenommenen 
Kurven  A*^,  bedingt;  und  mit  diesen  Kurven  sind  die  Lagen- 
kurven ftg,  Ä;,,  . .  und  x^,  X|,  x, . .  gegeben,  deren  Lagerung 
durch  die  angenommenen  Bewegungsmomente  bestimmt  sind. 

Wenn  wir  insbesondere  kongruente  Kurven  Ic^,  an- 
nehmen, die  in  ihren  AnfenjOfslagen  x^,  A'„  zusammenliegen,  und 
die  sich  denkenden  Punkte  (li(s<'r  Kurvm  als  zufreordnete 
Punkte  betracliten,  dann  erhalten  wir  eine  spezielle  Zuordnung» 
die  wir  eine  identische  Zuordnung  nennen.  Die  speziellste 
identische  Zuordnung  ergibt  sieb,  wenn  anstatt  der  Kurven 
Gerade  angenommen  werden. 

Die  Bewegung  des  Systems  S  in  dem  System  £  ist  be- 
stimmt, wenn  z.  B.  zwei  Kurven  oc,  ß  als  Bahnkurven  der  Punkte 

Bg  gegeben  sind.  Um  die  so  bestimmte  Bewegung  zu  ver- 
wirklichen und  die  Zeichnung  in  Fig.  1  uuszulühren.  wird  die 
Kurve  mit  den  Punkten  .1^,  7>^.  .  .  auf  ein  durchsichtiges 
Papierblatt,  welches  das  System  S  vertritt,  gezeichnet.  Dann 
führen  wir  «lif  Punkte  A^,  auf  den  Kurven  «,  markieren 
auf  dem  durchsichtigen  Papierblatt  in  verschiedenen  Lagen  des- 
selben die  Punkte,  die  sich  mit  den  Punkten  A(Si  Bo«  . .  der 
ruhenden  Kurve  decken.  Durch  diese  markierten  Punkte 
ergeben  sich  in  8  die  Bahnkurven  o,h,c..,  die  wfihrend  der 
Bewegung  über  die  ruhenden  Punkte  Aßt  Bö»  To  •  •  gleiten. 
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Zugleich  markieren  wir  in  den  Terschiedenen  Lagen  yermittolat 
Stiche  durch  den  Punkt  die  Punkte,  welche  die  Kurye  y 
in  Z  hestimmen. 

TJm  die  Definition  der  kinetographischen  Verwandtschaft 

zu  verallgemeinern,  nehmen  wir  auch  eine  mehrdeutige  Zu- 
ordnung der  Punkte  ;uit"  den  Kurven  h^,  an;  iniil  es  kann 
jedoch  auch  bei  Annahme  einer  eindeutigen  Zuordnung  durch 
den  Bewpgiingsvorgang  eine  mehrdeutige  Zuordnung  eintreten. 
Wenn  z.  B.  die  Kurve  A;^  mit  den  Punkten  Ä^^  B^,  Cg . .  eine 
Gerade  ist,  die  von  ihrer  anfanglichen  Lage  aus  geht  und 
durch  die  Bewegung  wieder  in  diese  Lage  gelangt,  aher  so, 
dafi  die  auf  der  Geraden  Xq  liegenden  Punkte  Aq,  Bot  To  • 
die  sich  anfänglich  mit  den  Punkten  A^,  B^,  6\. .  .  der  Geraden 
decken,  nun  wie<ler  mit  anderen  Punkten  Ä^.,  B'^.  T/' .  .  des- 
selben zur  Deckung  gelangen;  dann  ergibt  sich,  daü  aul  der  Ge- 
raden die  Punkte  A'^,  B'^,  ^  .s  •  •  ebenso  wie  die  Punkte  A^^ 
Bg,  . .  den  Punkten  As,  Bö»  Fß  . .  der  Kurve  zugeordnet 
sind.  Demnach  erscheint  bei  diesem  Bewegungsvorgang  eine 
zweideutige  Zuordnung  und  bei  Wiederholung  desselben  eine 
mehrdeutige.  Das  Gleiche  gilt  unter  denselben  Bedingungen, 
wenn  die  Kurve      ein  Kreis  ist. 

Wird  in  jedem  der  Systeme  Z  ein  zweckmäßiges  Ko- 
ordinatensystem angenommen,  sind  ferner  die  Gleichungen  der 
in  dem  ruhenden  System  Z  betindlichen  Bahnkurven  zweier 
Punkte  des  bewegten  Systems,  deren  Abstand  bekannt  ist, 
gegeben^  und  ist  die  Zuordnung  der  Punkte  auf  den  Kurven 
hg,  durch  Gleichungen  bestimmt,  so  kann  man  unter  gllnsti- 
gen  TJmst&nden  die  allgemeinen  Gleichungen  ableiten,  welche 
die  bestimmenden  Beziehungen  enthalten.  Die  Eliminationen 
zur  Erlangung  der  vier  reduzierten  Gleichungen  der  kineto- 
graphischen  Verwandtschaft  sind  jedoch  nur  in  geeigneten 
Fällen  ausführbar. 

Zu  einer  kiuetographischen  Verwandtschaft  zweier  ebener 
Systeme  S,  Z*  in  denen  sich  Punkte  entsprechen,  ergibt  sich 
durch  Dualität  eine  kinetographische  Verwandtschaft  zweier 
ebener  Systeme  S,  £,  in  denen  sich  Gerade  entsprechen,  wenn 
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wir  Hostatt  der  sugeordueteii  Punkte  der  Karren  kg^  zu- 
geordnete Tangenten  dieser  Kurven  annehmen. 

Die  Definition  der  kinetographischen  Yerwandtselialt  ebener 
Systeme  gilt  Terallgemeinert  auch  für  die  kinetographische 

Verwandtscbuft  räumlicher  Systeme.  Bei  einer  gesetzmäßigen 
Bewe<j^im^  eines  räumlichen  Systems  S  in  einem  anderen  räum- 
lichen System  Z,  welches  wir  als  ruhend  annelimeii,  beschreiht 
ein  angenommener  Punkt  des  bewegten  räumlichen  Sy- 
stems 8  eine  Kurve  oc  in  dem  ruhenden  räumlichen  System 
und  femer  beschreibt  ein  angenommener  Punkt  A(f  ruhen- 
den räumlichen  Systems  Z  eine  Knrre  a  in  dem  bewegten 
räumlichen  System  8.  Wenn  wir  nun  den  Punkten  Ag,  B^, , 
einer  in  dem  bewegten  System  S  gegebene  Fläche  eindeutig 
die  Punkte  Ar,^  •  .  einer  in  dem  ruhenden  System  Z  ^^e- 
^ebenen  Fläche  y-c^  zuordnen,  so  ist  dadurch  die  kinetographische 
Verwandtschaft  der  räumlichen  Systeme  Z  in  analoger  Weise 
wie  bei  den  ebenen  Systemen  definiert.  Und  durch  eine  An- 
nahme einer  mehrdeutigen  Zuordnung  der  Punkte  auf  den 
Flächen  2;^,  wird  diese  Verwandtschaft  Yerallgemeinert. 
Werden  anstatt  der  Punkte  auf  den  Flächen  k^,  die  Be- 
rUhrungsebenen  an  denselben  zugeordnet,  dann  ergibt  sich  eine 
kinetograpliisclj«-  \  t  rwandtschatt  zweier  räumlicher  Systeme  Sy  Z, 
in  denen  sich  Ebenen  entsprechen. 

Durch  die  kinetographischen  Verwandtschaften  wird  ein 
Gebiet  neuer  geometrischer  Verwandtschaften  eröffnet;  denn 
mit  jeder  gesetzmäßigen  Bewegung  eines  Systems  in  einem 
anderen  System  nebst  einer  geeetsmäßigen  Zuordnung  ist  eine 
kinetographische  Verwandtschaft  gegeben,  die  zwar  im  allge- 
meinen sehr  kompliziert  sein  wird;  aber  in  besonderen  Fällen 
auch  zu  manchen  interessanten  Ergebnissen  führen  kann. 

Im  Folgenden  wollen  wir  noch  auf  einige  Beispiele  spe- 
zieller Bewegungen  und  spezieller  Zuordnungen  hinweisen,  aus 
denen  mannigfaltige  kinetographische  Verwandtschaften  her- 
vorgehen. 
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Beispiele  der  Bewegungen  und  der  Zuordmingen. 

In  Fig.  2  wird  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  S  in 
einem  anderen  ebenen  System  £  dadurcb  erzeugt,  dai  sich 
zwei  Punkte  Cg,  Dg  einer  Oeraden     des  Systems  8  auf  den 

senkrechten  Geraden     d  in  dem  ruhenden  System  E  bewegen ; 
und  ferner  ist  eine  identische  Zuordnunt'  der  Punkte 
6\,  I)^  .  .  der  Geraden  Ä*^  und  der  Punkte  Aß,  B^,  Fö,  A(j  •  . 
der  Geraden  x^,  wobei  die  zugehörigen  Anfangslagen  x^, 
sich  in  der  Geraden  6  befinden,  angenommen.  Für  verschiedene 
Bewegungsmomente  sind  die  Lagen      (A«,  Bot  To,      •  .). 

(Alt  Bi>  Fit  A| ..)t  (Äff  Btf  Tu  A,. .)  der  Geraden  hg  und 
die  entsprechenden  Lagen  (A^,  Bq,  C^,  .  .)»  (^,,  B^, 
C|,  Z), . *t  (^«'  -^t'  A  •  •)  der  Geraden  in  der  oben 
angegebenen  Weise  gezeichnet. 


Fig.  2. 


Die  Punkte  A^,  B^,  6'^,  Dg  .  .  beschreiben  in  dem  ruhen- 
den System  Z  die  Bahnen  cx,  ß,  Yj  ^  *  .i  die  koaxiale  Ellipsen 
sind,  deren  Achsen  in  den  Geraden  d  liegen 0.  Für  die 
Punkte  Cgt  Dg  degenerieren  die  Ellipsen  zu  Strecken  auf  den 
Geraden     d.   Die  Punkte  A^t  B({i  f^*  ^6  •  *  beschreiben  in 

>)  L.  Barnester,  Lehrbuch  der  Kinematik.  1888,  8.  87.  41. 
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dem  Itewcgten  System  b  Bahnen  n,  f>,  c,  d  .      die  allgemeine 
Kardiüiden  (l*uscal.sche  Kurven)  sind  und  für  die  der  Punkt 
ein  gemeinsamer  Doppelpunkt  ist    Für  den  Punkt  Fr^ 
generiert  die  Kardioide  e  zu  einem  Kreis  und  für  den  Punkt 
ist  die  Bahn  eine  gespitzte  Kardioide  ä.  Die  Geraden  x^,  x,,  ic, 
sind  Tangenten  einer  vierspitzigen  Hjpotrodioide^),  die  auch 
Astroide  genannt  wird ;  und  die  Oeraden  Jcq,  h^,     sind  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels,  dessen  Mittelpunkt  Dq  ist.  Hieraus 
ergibt  sich  eine  zwei-vierdeutige  kinetographische  Verwandt- 
schaft der  Ebenen  Sy.stem  Z.        d.  h.   einem  Punkt   in  S 
entsprechen  zwei  Punkte  in  £  und  einem  Punkt  in  Ji  ent- 
sprechen vier  Punkte  in  S. 

Bei  dieser  Bewegung  rollt  der  über  Cg  Dg  als  Durchmesser 
beschriebene  Kreis  des  Systems  8^  der  mit  dem  Kreis  e 
identisch  ist,  innerhalb  eines  doppelt  so  grollen  Kreises  9(5^). 
Wir  können  auch  für  jene  Kurven  h^,  y.f,  die  Kreise  Pg,  tt^^ 
annehmen,  und  kTmiien  die  l'unktc  des  rollenden  Kreises 
und  die  Punkte  des  ruhenden  Kreises  tt-,  die  in  Berülirung 
konimen  als  zugeordnete  Punkte  betrachten ;  dann  sind  jedem 
Punkt  des  rollenden  Kreises  Pg  zwei  Punkte  des  ruhenden 
Kreises  zugeordnet,  weil  jeder  Punkt  des  Kreises  p^  bei 
einer  ganzen  Umrollung  an  den  Kreis  jc^  zweimal  mit  den- 
selben in  Berührung  tritt. 

Bei  dieser  Bewegung  sind  in  dem  System  Z  die  Bahnen 
der  Punkte  des  rollenden  Kreises  Durchmesser  des  Kreises  jr^,, 
und  ferner  sind  in  dem  bewegten  System  iS  di(^  Bahnen  der 
Punkte  des  ruhenden  Kreises  .i^  gespitzte  Kardioiden. 

VVeuii  ein  Kreis  p^  innerhalb  oder  außerhalb  an  einem 
Kreis  ji^  rollt,  deren  Radien  in  einem  rationalen  Verhältnis 
stehen,  und  eine  identische  Zuordnung  der  Punkte  auf  einer 
zentralen  Geraden  angenommen  wird,  dann  erhalten  wir  eine 
kinetographische  Verwandtschaft,  bei  der  in  beiden  Systemen 
die  Bahnkurven  geschlossene  Trochoiden  und  die  Lagen  der 
Geraden.  Tangenten  au  gespitzten  Trochoiden  sind^).  Ferner 

A.  a.  0.  IS.  Id5.   2)  A.  a.  0.  S.  37.   ^)  A.  a.  0.  S.  157. 
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können  wir  auch  die  Berülirungspunkte  der  Kreise  pg^  ti^  als 
zugeordnete  Punkte  betrachten,  dann  sind  die  Bahnkurven  in 
beiden  Systemen  gespitzte  geschlosBene  Trochoideo. 

Wenn  insbesondere  ein  Kreis  auf  einem  gleich  großen 
anderen  Kreis  roUt,  so  ist  die  Zuordnung  der  Berfibrungspunkte 
eindeutig,  und  alleBabnen  sind  kongruente  gespitzte  Kardioiden. 

Die  durch  die  Kolhmg  eines  Kreises  auf  einen  anderen 
und  durch  die  Zuordnung  der  Berührungspunkte  bestimmte, 
kinetographisch  verwandten  Systemen  sind  von  je  zwei  kon- 
zentrischen Kreisen  begrenzt  und  demnach  ringförmige  Felder. 
Ist  der  eine  Kreis  z.  B.  der  ruhende  unendlich  gro&;  rollt  also 
ein  Kreis  auf  einer  Geraden,  dann  ist  das  Feld  des  ruhenden 
Systems  zwischen  dieser  Geraden  und  der  zu  ihr  parallelen 
Tangente  dieses  Kreises  eingeschlossen,  aber  das  Feld  des  be- 
wegten Systems  erstreckt  sich  ins  Unendliche  und  wird  einer- 
seits nur  von  dem  roUeuden  Kreis  begrenzt.  In  diesem  Fall 
sind  die  Buhneu  in  dem  ruhenden  System  kongruente  gespitzte 
Zykloiden  und  in  dem  bewegten  System  kongruente  gespitzte 
Kretsevolventen. 

Durch  Terschiedene  Zuordnungen  können  bei  einer  Bewegung 
eines  Systems  mannigfaltige  kinetographische  Verwandtschaften 
entstehen.  So  z.  B.  in  dem  einÜMshen  Fall,  wenn  sich  das  bewegte 
System  um  einen  Punkt  dreht,  und  auf  einer  durch  ihn  gehen- 
den Geraden  eine  identische  Zuordnung  angenommen  wird; 
dann  sind  die  kinetographisch  verwandten  Systeme  symmetrisch 
kongruente  Systeme,  werden  aber  die  entsprechenden  Punkte 
zweier  kongruenter,  zweier  ähnlicher  oder  zweier  projektiver 
Punktreihen  als  zugeordnete  Punkte  angenommen,  so  ergeben 
sich  komplizierte  kinetographisch  verwandte  Systeme. 

Wir  wollen  femer  auf  einige  Beispiele  der  Bewegungen 
eines  ebenen  Systems  bei  einfachen  Getrieben  und  auch  auf 
einfache  Zuordnungen  hinweisen. 

Bei  einem  Kurbelgetriebe  in  Fig.  3  bewegen  sich  die 
Koppelpunkte  F^,       auf  den  Kreisen  9^  /.  deren  Mittelpunkte 

Ad  sind ;  und  werden  je  zwei  entsprechende  Punkte  der 
ibnlichen Punktreihen Fg^L^,,,  und  (t>^,  A5 . .  als zujgeordnete 
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Punkte  angenommen,  dann  sind  die  Bahnen  in  beiden  Systemen 
symmetrische  Kurven  sechster  Ordnung  resp.  in  bezug  auf  F^^L^ 
und  als  Symnietralgeraden. 


Fig.  3.  Fig.  4. 


Wenn  inshesonih^rs,  wie  in  Fig.  4  bei  einem  Zwillings- 
kurbelgetriebe  =  (J)^         (J)^       =  A,-,       ist,  und  die 

entsprechenden  Punkte  der  kongruenten  Punktreihen  F^^L^,, 
und  (t>^,  A(;  • .  zugeordnete  Punkte  sind,  dann  sind  die  Balinen 
symmetrische  Kurven  vierter  Ordnung  resp.  in  bezug  auf  L^, 
<!>({  A5  als  Symmetralgeraden.  Diese  Kurven  sind  Fußpunkten- 
kurven  einer  Ellipse  oder  einer  Hyperbel,  je  nachdem  die 
Koppel  F^  oder  der  Steg  c|),-  Art  kUnser  oder  länger  als 
die  Kurlx'lai nn-  F^,  Ar,  i*^*^-  l^'^'-'^  ergibt  sich,  weil  bei 
dieser  Bewegung  des  Systems  S  ein  Kegelschnitt,  dessen 
Brennpunkte  F^,  Lg  sind  und  deren  Hauptachse  gleich  der 
Länge  der  Kurbelanne  ist,  auf  einem  kongruenten  Kegelschnitt 
rollt,  dessen  Brennpunkte  <P^t  sind,  so  da&  symmetrische 
Punkte  dieser  Kegelschnitte  in  Berflhrung  kommen  <). 


  .  Fig.  6. 

>)  A.  a.  0.  S.  808.  804. 
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Bei  dem  zentriscbon  Schuhkiuhel^etriebe  in  Pig.  5  be- 
wegt sich  der  Koppelpuokt  auf  einem  Kreis  dessen 
Mittelpunkt  ist«  und  der  Koppelpnnkt  auf  einer  Ge- 
raden Jl,  die  durch  den  Mittelpunkt  0^  geht.  Die  entsprechenden 
Punkte  der  auf  den  Geraden  t\.  und  X  liegenden  kon- 
gruenten Punktreihen  . .  und  (\>f^ . .  betrachten  wir  als  zu- 
geordnete Punkte.  Dann  sind  die  Bahnen  der  auf  F^ 
liegenden  Punkte  symmetrische  Kurven  vierter  Ordnung  in  bezog 
auf  (|)^  X  als  Sjmmetralgerndo  und  die  Bahnen  der  aui'  (|)^  X 
liegende  Punkte  symmetrische  Kurven  sechster  Ordnung  (Kreis- 
konchoiden)  in  bezug  auf  F^  JD^  ab  Symmetralgerade Femer 
können  wir  auch  die  entsprechenden  Punkte  der  auf  F^ 
und  X  liegenden  kongruenten  Punktreihen  F^ . .  und  F^ . . 
als  zugeordnete  Punkte  annehmen;  und  wenn  dann  insbeson- 
dere die  Koppel  gleich  dem  Kurl)elarni.  also  h\  =  (f),-^ 
ist,  so  ergibt  sich  in  diesem  speziellen  Fall  die  S.  24  genannte 
zwei-vierdeutige  kinetographische  Verwandtschaft. 

Jede  gesetzmäEäige  Bewegung  eines  ebenen  Systems  S  in 
einem  anderen  System  £  kann  auch  durch  RoUung  einer 
Knrre  des  Systems  S  auf  einer  Eunre  des  Systems  £ 
erzeugt  werden*).  Diese  Kurren,  die  Rollkurren  oder  Pol- 
bahnen heifien,  sind  aber  oft  sehr  komplizierte  Kurven,  z.  6. 
bei  dem  Kurbelgetriebe  von  achter  Ordnung,  und  kommen 
hauptsächlich  dann  in  Betracht,  wenn  sie  als  Kreise  auftreten. 

Zu  den  angeführten  Beispielen  ergeben  sich  Analogien 
für  die  Bewegungen  eines  räumlichen  Systems  S""  in  einem 
anderen  räumlichen  System  Betrachten  wir  die  ebenen 
Systeme  8^  £  resp.  als  zu  den  räumlichen  Systemen  8^^  TP 
gehörend,  und  die  Rollkurven  Pg,  als  Leitkurven  zweier 
Zylinderfläehen  p^^,  n'j,  die  auf  der  Ebene  der  Systeme  5,  £ 

senkrecht  stehen,  so  kann  eine  Bewegung  des  räunilicht'ii  Sy- 
stems S'  in  dem  ruhenden  System  Z''  durch  die  Eollung  der 
Zylinderfläche       auf  der  Zylinderfläche  jig  erzeugt  werden. 

Eine  solche  Bewegung  des  raumlichen  System  8^  in  dem 
A.  a.  0.  8.  827.  8291    <)  A.  a.  0.  8.  82. 
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aiidt^ren  räuinliclien  System  wird  eine  zy  liiitlrische  Hol- 
lung  genannt^).  Bei  derselben  bewegeo  sich  die  Punkte  des 
einen  Systems  in  parallelen  Ebenen  des  anderen  Systems,  und 
die  Punkte  in  einer  auf  diesen  £benen  senkrechten  Geraden  des 
einen  Systems  beschreiben  kongruente  Kurven  in  dem  anderen 
System. 

Als  Beispiel  einer  zylindrischen  Rollung  nehmen  wir  das 

Ansilogon  zu  <k'r  in  Fi^'.  2  betrachteten  Bewegung.  Demnach 
rollt  eine  Kreiszyliiuleitiäche       innerliaib  an  einer  doppelt  so 

großen  Ereiszylinderiläche  ji^,  dann  sind  die  Bahnen  der  Punkte 

des  bewegten  raumlichen  Systems  8^  in  dem  ruhenden  räum- 
lichen System       Ellipsen,  deren  Mittelpunkte  in  der  Achse 

Kreiszylinderfläche  -r?  liegen.    Für  die  Punkte  der  rollenden 

Kreiszylinderfläche  p''  degenerieren  die  Ellipsen  zu  Durch- 
messem  der  Kreiszylinderfläche  ^r^.    Femer  sind  die  Bahnen 

der  Punkte  des  ruhenden  räumlichen  Systems  T9  in  bezng 

auf  das  bewegte  räurnliehe  System  allgemeine  Kardioiden, 
die  für  die  Punkte  der  KreiszylinderÜäche  jt^  in  gespitzte 

Kardioiden  übergehen.  Bei  gleichförmigem  Rollen  der  Kreis- 
zylinderfläche    heißt  die  Heilung  eine  harmonische  Kollung. 

■  Wird  nun  eine  identische  Zuordnung  der  Punkte  auf  einer 

durch  die  Achsen  der  Ijeiden  KreiszvlinderHächen  »'',  7t^  irehen- 

den  Ebene  angenommen,  so  ergibt  sich  ebenso  wie  S.  24  bei  den 
ebenen  Systemen  E.  S  in  Fig.  2  eine  zwei-vierdeutige  kineto- 
graphische  Verwandtschaft  der  räumlichen  Systeme  iS**« 
Denn  bei  jeder  zylindrischen  Rollung  mit  einer  Zuordnung  der 
Punkte  auf  Zylinderflächen  oder  Ebenen,  die  parallel  sind  zu 
den  Rollzylinderflächen,  ist  durch  die  kinetographische  Ver- 
wandtschaft der  ebenen  Systeme  Z.  auch  die  kinetographische 
Verwaudtsciiaft  der  räumlichen  Systeme  51^,  gegeben. 

Werden  den  Punkten  der  rollenden  Kreiszylinderfläche 

die  Punktpaare  der  ruhenden  Kreiszylinderfläche  zugeordnet, 

')  h.  Bnrmester.  Kinematische  Flii*  htnierzeufifung  vermittelst  zyhn- 
dri»iher  UoUung.   ZeiUchr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  1868,  S.  337. 
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mit  denen  sie  in  Herülining  kommen,  dann  erhalten  wir  eine 
kiiietographiscbe  V'erwandtschatt  der  räumlichen  Systeme  E'^,  S^^ 
bei  der  das  Kaumgebiet  in  £^  von  der  Kreiszylinderiläche 

nrngrenzt  wird,  und  das  Baiiingebiei  in  S'^  swisehen  der  Kreis* 
zylinderflSolie       und  der  koaxialen  Kreiszjlinderfl&clie  mit 

dreimal  größeren  Durchmesser  eingeschlossen  ist. 

Nehmen  wir  an,  dafi  die  Kreiszjlindertläcbe  während 

ihrer  harmonischen  Rollung  eine  harmonische  Schwingung 
längs  den  Mantellinien  der  Kreiszylinderfläche  ^  vollzieht,  so 

dali  die  Schwingun<x>^zeit  zu  der  Umrollungszeit  in  einem  be- 
stimmten rationalen  \  erhältnis  n  sti  iit,  dann  ergibt  sich  eine 
Bewegung  die  harmonische  zylindrische  Schrotung 
heiüt.  Je  nachdem  wir  das  Verhältnis  n  und  die  Fhasendifferenx 
zwischen  der  harmonischen  ßoUung  und  der  harmonischen 
Schwingung  wählen,  gehen  bei  einer  angenommenen  Zuordnung 
mannigfaltige  kinetographische  Verwandtschaften  der  rfium* 
liehen  Systeme  jS'*,  TF  aus  der  harmonischen  zylindrischen 
Schrotung  hervor.    Bei  derselben  sind  die  Bahnen  aller  Punkte 

der   schrotenden  Kreiszylindertiäche  p'   Lissajoussche  Kurven 

s 

in  Ebenen,  die  durch  die  Achse  der  ruhenden  Kreiszylinder- 
fläche ^  gehen. 

Wenn  insbesondere  n  «  1  ist,  dann  sind  die  Bahnen 

der  Punkte  des  Systems  S''  in  bezug  auf  das  System  T,^ 
Ellipsen,  deren  Mittelj>unkte  in  der  Achse  der  Kreiszylinder- 
tiäche 71^  liegen.     Dieser  spezieller  Fall  der  harmonischen 

zylindrischen  Schrotung,  der  bezüglich  der  BewegungSYorgftnge 
und  der  Bahnkurven  untersucht  wurde  führt  zu  einer  inte- 
ressanten kinetographischen  Verwandtschaft  der  räumlichen 
Systeme  Zl^,  S'',  wenn  eine  identische  Zuordnung  der  Punkte 

in  der  durch  die  Achsen  der  beiden  Kreiszylinderflächen  gehen- 

M  Yf(\,  L.  Bturmester,  Zeitsebrift  für  Mathematik  und  Physik,  1888, 
B.  83,  S.  347.  —  A.  Mannheim,  Journal  de  Tl^le  polytechnique,  1890, 
tiO.  cahier,  p.  75.  —  6.  Darboux,  Note  III,  in  G.  Koenigs,  Lefons  do 
Cin^matique,  1807,  p.  352.  -  A.  Grflawald,  ZeitMhrift  fOr  Mathematik 
nad  Pl^jnk,  1907,  a  Hr  S.  IM. 
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den  Ebene  angenommen  wird.  Diese  kinetographische  Ver- 
wandtschaft kann  gleichsam  als  aus  zwei  kinetographischen 
Verwandtschaften  zusammengesetzt  betrachtet  werden.  Die  zu 
den  Mantellinien  der  Kreiszylinderflftcben  parallelen  Geraden, 
die  sich  in  deo  kinetographisoh  Tenrandten  rSamlichen  Sy- 
stemen Z^t  S'^  entsprechen,  schneiden  eine  zu  diesen  Mantel- 
linien senkrechte  Ebene  in  entsprechenden  Punkten  der  S.  24 
genannten  zwei-vierdeutigen  kinetogia])hischen  Verwandtschaft 
der  ebenen  Systeme  und  auf  den  entsprechenden  Geraden 

werden  die  entspicclu  nde  Punkte  durch  die  kiiietographische 
Verwandtschaft  bestimmt,  welche  ohne  Kollung  aus  der  har^ 
monischen  Schwingung  bei  zugehöriger  Zuordnung  herrorgeht. 

Aus  dieser  harmonischen  zylindrischen  Schrotung  ergeben 
sich  ferner  noch  besondere  kinetographische  Verwandtschaften 
der  rftumlichen  Systeme,  wenn  den  Punkten  der  schrotenden 
Kreiszylinderfläche  p^^  die  Punktpaare  der  ruhenden  Kreis- 

zyliuderÜäche  zugeordnet  werden,  mit  denen  sie  in  Be- 
rührung kommen,  und  wenn  eine  identische  Zuordnung  der 
Punkte  in  einer  zu  diesen  Ereiszylinderflächen  senkrechten 
Ebene  angenommen  wird. 

Aus  der  Schraubung  eines  räumlichen  Systems  und  deren 

iM'idcn  Spezialfällen,  der  Drehung  sowie  der  geradlinigen  V  er- 
scliiehung  ergt'lx  n  .sich  bri  identischen  Zuordnungiui  involu- 
torische  kinetograpliische  Verwandtschaften  zweier  räumlicher 
Systeme  jS',  in  denen  sich  also  die  Punkte  wechselweise  ent- 
sprechen. 

Bei  der  Schraubung  sind  die  Bahnen  der  Punkte  in  jedem 
der  Systeme  S^,  koaxiale  Schraubenlinien  mit  gleicher 
Qanghöhe.   Die  entsprechenden  Bahnen  je  zweier  identisch 

zugeordneter  l'unkte  fallen  in  einer  Schraubenlinie  zusammen 
und  auf  der.scÜK'n  entsprochen  sicli  die  Punkte  der  Systeme 
S^i  involutorisch ;  denn  diese  Punkte  befinden  sich  beider- 
seits von  der  gemeinsamen  Anfangslage  der  bt  iden  zugeordneten 
Punkte  in  gleichen  Abständen  auf  der  Schraubenlinie. 

Werden  die  Punkte  einer  beliebig  gegen  die  Schrauben- 
achse geneigten  Zuordnungsebene  als  identisch  zugeordnet  an- 
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genommen,  so  ist  dadurch  eine  involutürische  kinetographische 
VerwandUchalt  der  rfiumlichen  Systeme  S'\  bestimmt.  Die 
Bahnen  je  zwei  zugeordneter  Punkte  auf  einer  in  der  Zuord- 
nimgsebeDe  liegenden  Qerwlen  sind  Schraubenlinien  auf  der 
Ton  dieser  (Geraden  erzeugten  RegelsehraubenflfiiDlie,  die  in  den 
beiden  rSomlielken  Systemen  eme  selbstenteprechende  Fl&che 
ist.  Demnach  bilden  auf  einer  solchen  Kegelschraubenflftche 
die  entsprechenden  Punkte  in  ihrer  Gesamtheit  zwei  invoiu* 
torisch  kinetographisch  verwandte  Flächensysteme. 

In  dem  Spezialfälle,  wenn  die  Ganghöhe  der  Schraubung 
gleich  null  ist,  geht  die  Scbraubung  in  Drehung  Uber,  und 
die  Bahnen  der  Punkte  sind  in  beiden  Systemen  Kreise,  deren 
Mittelpunkte  in  der  Drehachse  liegen.  Aus  der  Drehung  und 
der  angenommen  identischen  Zuordnung  ergibt  sich  dann  eine 
spezielle,  involutorische  kinetographische  Verwandtschaft  der 
räumlichen  Systeme  S"",  YP-  Denn  jene  Kegelschraubenfläche 
deg»  nerirrt  zu  einem  einschaligen  Drehungsliyperboloid,  welches 
ia  eine  Drehungskerrelfiüche  oder  iu  eine  iübeiie  ausartet,  je 
nachdem  die  in  der  Zuordnungsebene  liegende  Gerade  die 
Drehachse  schneidet,  oder  sich  zu  derselben  in  einer  senk- 
rechten Lage  befindet. 

Bei  der  Schraubung  ergeben  sich  femer  spezielle  inYolu- 
torische  kinetograjdüsche  Verwandtschaften,  wenn  die  Zuord- 
nun^sebene  entwecb'r  durch  die  Schraulx  iiachse,  parallel  zu  ihr 
oder  senkrecht  zu  iiir  gelegt  wird;  und  lenier  hei  der  Drehung, 
wenn  die  Zuorduaugsebene  durch  die  Drehachse  gehend  oder 
zu  ihr  parallel  angenommen  wird. 

Die  Schraubung  geht,  wenn  ihre  Ganghöhe  unendlich 
groß  ist,  in  eine  geradlinige  Verschiebung  Ober.  In  diesen 
speziellen  Fall  sind  die  inyolutorisch  kinetographischen  ver- 
wandten Systeme  )S•^  involutoriscb  affine  rftumliche  Systeme, 
bei  denen,  wenn  S'  die  Anfangslage  erhält,  die  Zuüidmm^s- 
ehene  die  Affinitiitsebene  ist.  Wenn  insliesondere  die  Zuord- 
nungsebene senkrecht  zu  der  Kichtung  der  Verschieburjg  steht, 
dann  sind  diese  Systeme  symmetrisch  kongruent  und  die  Zu- 
ordnungsebene ist  die  Symmetralebene  derselben. 
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Werden  anstatt  der  identischen  Zuordnung  der  Punkte  in 
der  Zuurdnuugsebeue  die  allgemeineren  eindeutii^en  Zuordnun- 
gen, Kongruenz,  Ähnlichkeit,  Affinität  oder  Koüineatiou  an- 
genommen, 80  ergeben  sich  aus  den  drei  betrachteten  Be- 
wegungsarten allgemeinere  kmetographieehe  VerwAndteehaften 
der  räumlichen  Systeme  5^  In  dem  einfachen  Fall  der 
geradlinigen  Verschiebung  und  der  kollinearen  Zuordnung  isl 
die  kinetograph  lache  Verwandtschai^k  der  räumlichen  Systeme 
eine  spezielle  Verwandtschaft  zweiten  Grades. 


> 
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Sitzung  der  uiuth.-phja.  Klaase  vom  2.  März  1907. 

1.  Herr  Hibiiahn  Ebibt  legte  vor: 

a)  Eine  Arbeit  des  Herrn  Professor  Max  Thomas  Edelmann 
an  der  technischen  Hochschule  dahier:  ,Über  ein 
neues  Aspirationü-Hygrometer." 

Das  Instrument  ist  als  Bastsinstniment  f&r  Stationen  zur 

Aichung  anderer  Hygro-  und  Psychrometer  bestimmt.  In  ein 
Get;ii.i  wird  eine  Probe  der  auf  ihren  Feuchtigkeitsgehalt  zu 
prüfenden  Luft  eingesogen,  der  Wasserdanipf  wird  (ohne 
Änderung  des  Volumens)  mittels  Schwefelsäure  entfernt. 
Ein  am  Apparate  befestigtes  Manometer  gestattet  dann  uomittel* 
bar  die  Spannkraft  des  Dampfes,  beigegebene  Tabellen  die 
relatiye  Feuehtigkeit  zu  bestimmen. 

b)  Eine  Mitteilung  des  Herrn  Dr.  K.  Lutz:  .Über  ein 
Saitenelektrometer.  * 

Ein  sehr  dünner  Metaiidraht  ist  zwischen  zwei  länglichen 
verstellbaren  Platten  ausgespannt,  welche  durch  eine  kleine 
Akkumulatorenbatterie  geladen  werden  können.  Wird  der 
Draht,  die  .Saite'  mit  einer  Elektrizitätsquelle  verbunden,  so 
zeig^  die  mittels  eines  Mikroskopes  mit  Okularteilung  ge- 
messene Ausbiegung  der  Saite  die  Spannung  derselben  an. 
Durch  eine  Keihe  von  Kurven  wird  der  Meßbereich  und  die 
Empfindlichkeit  bei  verschied eueu  Schaltungen  erläutert. 

1907.  Silnafsb.  d.  iMth.-pk7a.  Kl  S 
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2.  Herr  Amn.  Voss  berichtet  Uber  eine  Arbeit:  .Kon- 
forme Transformation  und  Krümmung.* 

Bei  jeder  Punkttransformation  der  Ebene  findet  eine  nur 
▼on  der  Tangentenrichtung  abhängige  Beziehung  zwischen  den 
Krümmungen  entsprechender  Kurren  statt.  Einen  besonders 
einfachen  Charakter  erh&lt  dieselbe  ftr  die  konformen  Trans- 
formationen, die  in  Bezug  auf  die  vorlit  gende  Frage  für  die 
Ebene  und  für  krumme  Flächen,  schließlich  auch  füi"  den 
Kaum  untersucht  werden. 
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Neues  Absorptions -Hygrometer. 

Von  M.  Th.  Edelmann. 

(Kingtlau/tH  7.  Märt  1907.) 

Im  Jahre  1879')  habe  ich  einen  einfachen  Apparat  ange- 
geben, in  welchem  man  einer  Luftprobe  ohne  Volum  Ver- 
änderung Schwefelsäure  zusetzen  kann.  Die  Säure  absorbiert 
den  Wasserdampf,  worauf  der  Druck  um  jenen  Betrag  sinkt, 
den  vorher  der  Wasserdampf  ausgeübt  hat.  Ein  einfaches 
Quecksilberraanometer,  von  dem  der  eine  Schenkel  mit  der 


Fi>.  1. 


Atmosphäre,  der  andere  mit  dem  die  Luftprobe  enthaltenden 
Gefäße  kommuniziert,  läßt  in  Millimetern  Quecksilber  den 
Dampfdruck  erkennen.  Für  die  Einrichtung  des  Apparates 
war  die  folgende  Form  vorgeschlagen. 

Mit  dem  durch  doppelten  Blechmantel  wärmeisolierten 
Glasgefäß  Ii  (Fig.  1)  kommunizieren  durch  konische  Glasschliffe 

>)  Meteorolog.  Zeitschr.  XIV,  p.  54.  Wiedeinann,  Ann.  1878,  VI,  465. 

3* 
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und  drei  Glashähne  abc  das  Quecksilbermanometer  M,  der 
Eautschukschlauch  K  und  das  Glasgeiaß  S.  Bevor  MKS 
eingesetzt  werden,  füllt  man  das  yor  jedem  Versuche  sorgföltig 
gereinigte  und  getrocknete  Qefftß  R  durch  Einsaugen  mit  Luft 
▼om  Beobachtungsorte,  schliefit  die  Hähne,  setzt  MKS  auf, 
füllt  S  mit  Schwefelsaure  und  setzt  dann  den  Glasstöpsel  über  S, 
Nun  (irtnet  man  alle  Iliiline,  worauf  sich  die  Schwt'tel säure  ins 
Innen?  von  Ji  ergielit  und  zwar  ohne  Voluni Veränderung^, 
weil  die  von  der  Schwefelsäure  verdrängte  Luftmenge  durch  K 
hindurch  in  S  Platz  nimmt.  Wegen  der  groüen  OberHüche, 
die  nun  die  Schwefelsäure  erhält,  absorbiert  dieselbe  fast 
momentan  allen  Wasserdampf;  das  Monometer  stellt  sich  sofort 
auf  den  Dampfdruck  ein.  Das  Thermometer  T  gibt  die  Tem- 
peratur im  Innern  von  R  an. ') 

Dieses  Instrument  (und  seine  Varianten),  welches  antanglich 
behufs  Künstantenbestimmung  anderer  Hygrometer  häutig  an- 
gewendet wurde,  ist  indessen  wegen  der  Umständlichkeit,  die 
mit  der  gewissenhaften  Keinigung  und  Austrocknung  nach 
jedem  einzelnen  Versuche  yerknttpft  ist,  bald  wieder  aufier 
Gebrauch  gekommen.  Vor  kurzer  Zeit  ist  jedoch  eine  Neu- 
konstruktion erzielt  worden,  welche  eine  beliebige  Anzahl  von 
FeuchtigkeitsbestiinniunjL^en  zuläüt,  ohne  diilJt  eine  Keiiiij^un«; 
und  Austrocknun«^  vorgenominen  werden  muli.  Bcifolu'»  ii(le 
Konstruktionsskizze  (Fig.  2)  soll  dazu  dienen,  die  Eiurichtung 
und  Behandlung  des  Instrumentes  darzustellen. 

Ein  weites  Qlasrohr  G  ist  oben  und  unten  durch  zwei 
aufgekittete  Metalldeckel  geschlossen,  wodurch  ein  luftdichtes 


')  Si»äter  habet!  Kildorff  und  8 c h  wa c k h ö fe r  dan  Konstruktions- 
prin/ip,  welchen  im  Austausdi  der  Sehwef"el8iinre  in  GelVilj  N  iFitr.  1)  ^egon 
Luit  durch  den  Schlauch  Ji  lie^^t  und  die  Konstanz  des  Vtdunien.s  heiui 
Kiustrümen  der  Säure  verbürgt,  verwendet  und  die  Form  den  Appanites 
▼erein&cht.  Vgl.  Die  Methoden  und  Instrumente  der  Feuchtigkeits- 
bestimmung  von  Dr.  0.  Steffens  in  der  Zeitschrift  «Der  Mechaniker* 
XIV,  p.  228,  Fi^.  172  und  178.  In  dem  enten  Badorffschen  Apparate 
(Chem.  Nachr.  XIII,  p.  149)  ist  1880  die  Austausch-Pipette  noch  nicht 
verwendet. 
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OefSß  TOD  etwa  einem  Liter  Inhalt  zur  Aufnahme  der  zu 

untersuchenden  Luttprobe  gebildet  wird;  dieses  Gefala  steht 
auf  dem  Dreiiui^  Dl).  In  den  unteren  Metalldeckei  N  ist  ein 


Fig.  2. 


Gashahii  H  mit  einfaeber  Bohrung  und  SehlaucbanaatK  sowie 
ein  Rohrstutsen  R  luftdieht  eingeschraubt.  In  diesem  Rohr- 
stutzen an  seinem  oberen  in  das  Gefäß  G  hineinragenden 
iiande  sorgfältig  ebengeschlüfen,  ist  ein  längliches  Glasruhr  S 
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eingekittet,  welches  die  zur  Austrocknung  der  Luft  dienende 
Schwefelsäure  aufnimmt. 

Auf  dem  oberen  Metalldeckel  M  sitzt  ein  Dreiweghalm 
welcher  nach  Belieben  die  Kommunikjiiion  zwischen  dem  Qe- 
föfie  einem  Schlauchansatz  w,  sowie  dem  Quecksilbermano- 
meter P  besorgt,  welch'  letzteres  (vermittelst  konischen  Schliffes  d 
in  das  HahnstOek  eingesetzt)  an  einer  MiUimeterskala  die 
zwischen  dem  Gefüliinnern  und  der  Atmobphiire  beruhende 
Luftdrucks-Differenz  ablesen  läüt. 

Außerdem  ist  in  dem  oberen  Metalldeckel  ein  Thermo- 
meter T  eingesetzt  und  ein  Konus  m  eingeschliffen,  der  sich 
nach  oben  in  die  Kurbel  JT,  nach  unten  in  die  schnellgängige 
Schraubenspindel  E  fortsetzt.  Dreht  man  an  der  Kurbel,  so 
kann  man  vermittelst  der  Schraube  E  (an  der  Stange  F  ge- 
führt) das  Metallstfick  f  im  Innern  des  Gefaies  Q  hoch  und 
niedrig  einstellen.  Schraubt  man  f  ganz  herunter,  so  legt 
sich  der  auf  seiner  Unterseite  ebengeschlitfene  Deckel  r  aut 
den  gleichfalls  ebengeschliffenen  Kand  des  Kohrstutzens  Ii  luft- 
dicht auf;  die  an  dem  Deckel  r  hängende  Glasspirale  B  taucht 
tief  in  die  Schwefelsäure  S,  Schraubt  man  nunmehr  in  ver- 
kehrter Richtung,  so  bringt  man  schließlich  die  Glasspirale 
welche  mit  Schwefek&ure  benetzt  ist  und  an  welcher  wegen 
ihrer  großen  Oberflache  viel  Schwefelsäure  hängen  bleibt,  ohne 
Voluraveränderung  in  den  Bereich  der  auf  ihren  Dampf- 
gehalt zu  piiitendun  Luft:  die  Feuclitigkeit  wird  selir  schnell 
absorbiert,  ihr  Druck  ani  Manometer  P  und  die  Temperatur 
am  Thermometer  T  abgelesen;  diese  Arbeit  erfordert  etwa  drei 
Minuten. 

Schraubt  man  nun  die  Glasspirale  wieder  herab,  bis  der 
Deckel  r  schließt,  so  ist  der  Raum  G  nach  dem  öffnen  der 
H&hne  zur  Aufnahme  einer  neuen  Luftprobe  durch  Ansaugen 
vermittelst  eines  Gummiball-Saugers  wieder  bereit. 

Sollte  nach  vielen  Bestinunun^^m  die  Schwefelsäure  an 
ihrer  Altsori^tionsialiit^keit  verloren  hui)eii.  dann  wird  das  (le- 
föß  8  nach  untt  n  abgeschraubt  und  vermittelst  einer  Pipette 
die  verbrauchte  Säure  durch  frische  ersetzt 
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Die  Verwendung  des  Apparates  empliehlt  sich  aus  folgenden 
Gründen.  Die  liesultate  sind  bei  allen  Temperaturen  voll- 
kommen zuverlässig  und  mit  Aufwand  von  sehr  wenig  Zeit 
and  Mühe  zu  gewinnen.  Der  Ort  für  die-  Aufstellung  des 
Apparates  ist  unabhängig  Tom  Orte  der  Entnahme  der  Loft- 
probe;  diese  kann  dnreh  eine  Schlanchleitang  dem  Apparate 
zugeführt  werden,  wobei  jedoeh  selbstyerständlioh  die  wegen 
Temperaturdifferenz  beider  Orte  nötige  Korrektion  zu  berück- 
sichtigen ist,  wofür  im  weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung 
eine  Taijelle  angefügt  ist. 

Kücksielitlich  des  Gebrauches  des  Apparates  sind  noch 
folgende  Bemerkungen  anzufügen.  Yim  grot^er  Wichtigkeit 
ist  die  Konstanterhaltung  resp.  genaue  BerQcksichtigung  der 
Temperatur  im  Inneren  desAbtorption^gefÜßeB  G  (Fig.  2)  während 
der  Feuehtigkeitsbestimmung,  da  durch  Tempmturverinde- 
rungen  der  Stand  des  Manometers  stark  beeinflußt  wird;  es 
wii  cl  z.  H.  ht'i  iiiittlereni  Barometerstand  durch  eine  Temperatur- 
änderung  um  1"  (J.  eine  solche  des  Manometers  um  2,79  mm 
hervorgebracht.  Man  hat  also  alle  Veranlassung,  das  Absorptions- 
gefaü  durch  Umhüllung  mit  wSxmeisolierenden  Substanzen  etc. 
vor  äufierlichen  Wärmeeinflüssen  aofgf&UigBt  zu  schQtzen  und 
ferner  im  Inneren  des  Absorptionsgefiißes  ein  genflgend  emp- 
findliches Thermometer  zu  verwenden.  Wenn  man  Feuchttg- 
keitsbestimmungen  mit  der  Genauigkeit  von  1  Prozent  erreichen 
will,  muß  die  Temperatur  ebenfalls  wenigstens  auf  1  Prozent 
genau  beobachtet  werden.  Sollte  sich  vom  Augenblicke  ab, 
in  welchem  durch  Schlietien  der  Hähne  der  Druckausgleich 
zwischen  dem  Inneren  des  Absorptioosgefaiäes  und  der  iiuiieren 
Atmosphäre  au%ehoben  wurde,  eine  Temperaturveränderung 
ergeben,  so  kaim  Hian  bezüglich  der  nötigen  Korrektion  die 
folgende  Tabelle  I  benOtzen : 

Tabelle  I. 

mm    0,06     0,10     0,16     0,20     0,26    0,30^  G. 

740  0,136  0.272  0.407  0.514  0,680  0,816 

750  0,137  0,275  0.U3  0.550  Ü.GÖÖ  0,825 

760  0,140  0,279  O.U'J  0,558  0,098  0,837 

770  0,142  0,288  0,426  0,666  0,706  0,84$ 
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In  dieser  Tabelk^  stehen  in  horizontaler  Flucht  nehen- 
einander  (für  die  Barometerstände  740  bis  770  mm  berechnet 
die  Zahlen,  um  welche  die  Manometerablesungen  zq  ver- 
kleinern  resp.  zu  TergrOfiem  sind,  wenn  die  Temperatur 
um  0,05,  0,10 .. .  Qrade  CSelsius  während  der  Feuchtägkeite- 
bestimmung  im  Absorptionsgefftß  zugenommen  resp.  abge- 
nommen bat.  War  2.  B.  durch  die  Wirkung  der  Schwefel- 
säure eine  Druckdifferenz  am  Manometer  von  6  nmi  hervor- 
gebracht, jecioch  währenddessen  bei  750  mm  Barometerstand 
eine  Temperaturzunahme  von  0,25^  C.  am  Thermometer  T 
(Fig.  2)  beobachtet  worden,  so  würde  als  absolute  Feuchtigkeit 
der  Luft  ein  Dampfdruck  von  6  —  0,688  nmi  Quecksilber  ein- 
zusetasen  sein. 

Übrigens  kann  man  sich  auf  sehr  einfMhe  Weise  gegen 
die  Temperatureinflüsse  auf  das  Messungsresultat  schützen.*) 

Zu  diesem  Zwecke  ist  dem  A[>j)arute  ein  kurzes  Glasrohr  bei- 
gegeben, welches  \  t'rniittelst  konischen  Schlili'es  in  das  oht-rste 
freie  Ende  des  Manometers  P  (Fig.  2)  eingesetzt  werden  kann. 
Vermittelst  dieses  Glasröhrchens  und  eines  an  dasselbe  ge- 
steckten Gummischlauehes  setzt  man  den  sonst  mit  der  freien 
Atmosphäre  kommunizierenden  Schenkel  des  Manometers  nun- 
mehr mit  dem  Inneren  eines  (g^eichialb  dem  Apparat  beige- 
gebenen) Qlasgeftfies  in  Kommunikation,  welches  Gefäß  in 
Form,  Inhalt  und  Umliülliing  dem  Absorptionsgetalä  ungefiihr 
gleichkonmit  und  neben  diesem  aufgestellt  wird.  Es  wirkt 
dann  auf  die  Einstellung  des  Manometers  nicht  mehr  die  Druck- 
differenz zwischen  der  ausgetrockneten  Luftprol)e  und  der  freien 
Atmosphäre,  sondern  lediglich  die  DruckdÜferenz  zwischen 
beiden  GefUßen,  für  welche  gleiche  Temperaturbeeinflussung 
anzunehmen  ist.  In  der  Behandlung  des  solcherweise  ergänzten 
A|)l>arates  ändert  sich  selbstverständlich  gegen  früher  nur,  daß 
man  da.s  erwähnte  Verbind ungsröhrchen  während  der  Feuchtig- 
keitäbestimmung  auf  das  Manometer  zu  stecken  hat. 

Diese  Einrichtung  wurde  meines  Encbtena  suerst  von  Wolpert 
angegeben,  «Der  Mechaniker"  XIV,  p.  224,  und  zwar  zur  Vermeidung 
des  Einflusses  von  Barometerschwankungen. 
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Bei  niedrigen  Temperaturen  wird  die  Ablesung  des  Queck- 
sUbermaDomeien  wegen  der  Kleinheit  der  Druckdifferenzen 
unsicher.  In  diesem  Falle  benfltzt  man  als  FOUflüssigkeit  fttr 
das  Manometer  Glyzerin  oder  Petroleum  von  bekanntem  spezi- 
fisehen  Gewichte.  Am  einfachsten  wird  natürlich  die  Arbeit, 
insbesondere  wegen  Benützung  der  iiin  Scblusse  angefügten 
Tabelle  III,  wenn  man  sich  eine  Tabelle  herstellt,  in  welcher 
die  möglichen  Ablesungen  au  der  Füllflüssigkeit  den  zuge- 
hörigen Quecksilberdrucken  gegenüberstehen. 

Wenn  dem  Absorptions-Hjgrometer  die  Luübprobe  durch 
eine  Schlauchleitung  von  einem  entfernten  Orte  zugeführt  wird, 
und  die  Temperatur  des  HjgrometergefUßes  sich  um  fQ,  ron 
der  Temperatur  des  Ortes  unterscheidet,  dem  die  Luffcprobe 
entnommen  wunle  und  für  welchen  die  Feuchtigkeitsbestimmung 
gelten  soll,  dann  sind  die  am  Hygrometer  abgelesenen  Drucke 
zu  korrigieren;  dies  geschieht  mit  Hilfe  der  Tabelle  II,  in 
welcher  im  Schnittpunkt  für  die  Teraperaturdifferenz  (vertikale 
Beihen)  und  abgelesenen  Drucke  (horizontale  Reihen)  jene  Zahl 
zu  finden  ist,  die  man  vom  abgelesenen  Werte  abzuziehen 
resp.  im  Falle  die  Außentemperatur  die  höhere  ist,  zuzuzählen 
hat,  um  den  gesuchten  Dampfdruck  anzugeben.  Die  Tabelle 
ist  berechnet  bis  zu  Drucken  von  30  mm  und  Temperatur- 
dilferenzen  bis  zu  20° C.  Wäre  z.  B.  im  Inneren  des  Hygro- 
meters 8°(\,  am  Orte  des  Schlauchendes  — 2**C.  beobachtet 
worden  und  hätte  das  Manometer  9  mm  gezeigt,  so  ist  für 
die  Temperaturdifferenz  10°  die  Korrektionsziffer  —  0,33  mm. 

£s  geschieht  sehr  häufig,  dafi  man  den  Dampfgehalt  der 
Luft  in  Prozenten  jener  Wassermenge  angibt,  welche  die 
Atmosphäre  bei  der  beobachteten  Temperatur  ad  mazimum 
enthalten  könnte  (relative  Feuchtigkeit).  Die  Tabelle  III  gibt 
nun  für  Temperaturen  zwischen  —  20**  C.  und  -j-  30**  C,  sowie 
relative  Feuchtigkeit  von  0  bis  100  Prozent  die  zugehörigen 
Dampfdrucke  an,  so  daö  man  umgekehrt  für  eine  gegel>ene 
Temperatur  mit  Hilfe  der  Tabelle  III  un^l  d^m  mit  dem  Ab- 
sor|)tions-Hygrometer  gefundenen  Resultat  sofort  die  relatiTe 
Feuchtigkeit  aufsuchen  kann. 
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TalMlle 


mm 

1 

5 

9 

4 

5 

e 

7 

8 

9 

l 

0.00 

0,01 

O.Ol 

0,02 

0,02 

0.02 

0.03 

0.03 

0,03 

0.04 

2 

0,01 

0,02 

0.02 

0,03 

0,04 

0,04 

0.05 

0.06 

0,07 

0,07 

0  01 

0  03 

0  04 

006 

006 

0  06 

009 

0  09 

0  11 

4 

002 

008 

004 

006 

Ol07 

0.09 

0.10 

0.12 

0.18 

0.16 

6 

OOS 

004 

008 

007 

0.09 

0.11 

0.13 

0.16 

0 17 

0.18 

6 

0.02 

0,04 

0.07 

0,09 

0,11 

0.13 

0,16 

0,18 

0.20 

0,22 

7 

0,03 

0,05 

0,08 

0,10 

0.13 

0,15 

0,18 

0.21 

0.23 

0.26 

8 

0.06 

0  09 

0  12 

0  15 

0  18 

0  21 

0  24 

0.26 

0,29 

9 

0.07 

0  10 

0  13 

0  17 

0  20 

0.23 

0  '6 

0.30 

0,33 

10 

ü  07 

0  11 

0  15 

0  18 

0  22 

0  26 

0  29 

0  33 

0.37 

11 

0,04 

0,08 

0,12 

0,16 

0,20 

0,24 

0,28 

0,82 

0,86 

0,40 

12 

0,04 

0,09 

0,18 

0,18 

0.22 

0,28 

031 

0,86 

0,40 

0^44 

13 

OOft 

010 

0.14 

0  19 

024 

0.29 

038 

038 

0.48 

048 

14 

006 

0  10 

0.16 

021 

026 

OSl 

036 

0  41 

0  48 

0  61 

16 

OOA 

A  11 

0  17 

022 

028 

0  SS 

0  39 

044 

060 

066 

16 

0,06 

0,12 

0,18 

0,23 

0,29 

0,36 

0,41 

0,47 

0,53 

0,59 

17 

0,06 

0.12 

0.19 

0.25 

0.31 

0.37 

0.44 

0,50 

0.56 

0.62 

18 

0  1^? 

0  "'0 

0  33 

0  40 

0  46 

0  l'iO 

O  CtC\ 

19 

0  '^S 

0  T) 

0  l'' 

0  49 

0  63 

f\  Ii) 

*>0 

0 

0  22 

0  29 

0  37 

0  44 

0  51 

A. 

0  5Q 

O  7^^ 

21 

0,07 

0,16 

a28 

0,81 

0,89 

0,48 

0,64 

0,62 

0.69 

0,77 

22 

0,08 

0,16 

0,24 

0,82 

0,40 

0,48 

0,67 

0,66 

0,78 

0,81 

28 

0,08 

0,17 

0,26 

0,84 

0,42 

0,61 

0.59 

0,68 

0.76 

0.84 

24 

0,08 

0.18 

0.26 

0.35 

0.44 

0.53 

0.62 

0.71 

0,79 

0.88 

26 

0,09 

0,18 

0,28 

0,87 

0,46 

0,66 

0^64 

0,78 

0,83 

0,92 

26 

0,09 

0,11) 

0,20 

0,38 

0,48 

0,57 

o.r.7 

0,76 

0.86 

0.95 

27 

0,10 

0,20 

0,30 

0,40 

0,50 

0,60 

0,69 

0,79 

0,89 

0,99 

28 

0,10 

0,21 

0,81 

0,41 

0,61 

0,62 

0,72 

0,82 

0.98 

1,06 

29 

0,10 

0,21 

0,82 

0,48 

0,68 

0,64 

0,76 

0,86 

0,96 

1.06 

80 

0.11 

0,22 

0,88 

0,44 

0,66 

0,66 

0,77 

0b88 

0,99 

1.10 
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IL 


mm 

n 

12 

13 

14 

1.5 

10 

17 

18 

10 

500 

1 

0,04 

0,04 

0,05 

0,05 

0,06 

0,06 

0,06 

0,07 

0.07 

0,07 

2 

0,08 

0.09 

0,10 

0.10 

0,11 

0,12 

0,12 

0,13 

0,14 

0,15 

o 

o 

0,12 

0,13 

0,14 

0,15 

0,1  / 

0,18 

0,19 

0,20 

0,21 

0,22 

4 

0,1b 

0,18 

0,19 

r\  Cht 

0,21 

0,22 

f\  CIO 

0,23 

0,25 

0,26 

0,28 

0,29 

A  Ork 

0,22 

0,24 

A  na 

0,26 

0,2o 

0,29 

A  Q  1 

0,91 

A  QQ 
0,09 

A  QR 

A  OT 

0,37 

6 

OM 

0^26 

0,29 

0.81 

0,88 

0^85 

0,87 

0,40 

0^42 

0,44 

7 

0,28 

031 

038 

0,36 

0^89 

0y41 

0«44 

0,46 

0,49 

0,61 

Q 

0,35 

0,38 

0,41 

0,44 

0,47 

A  CA 

0,60 

A  CO 

0,5d 

A  C^ 

0,56 

0,59 

y 

0,ob 

0,40 

0,43 

0,46 

0,o() 

/\  CO 

0,00 

0,56 

f\  CA 

0,59 

0,63 

0,60 

10 

0,44 

0,46 

0,51 

0,00 

0,59 

A  Affe 

0,62 

0,66 

A  ^ A 

0,70 

0,78 

11 

OM 

0,48 

0,52 

0,56 

0,61 

0,65 

0,69 

0,73 

0,77 

0,81 

12 

0,48 

0,53 

0,57 

0,62 

0,66 

0,70 

0,75 

0,79 

0,84 

0,88 

18 

A  AO 

0,68 

0,67 

A  TO 

0^72 

A  TA 

0,76 

A  AI 

0,81 

A  QU 
0,00 

A  Ot 
0,9l 

A  AK 

0,95 

14 

0,00 

0,62 

0^67 

0^72 

9,17 

0,82 

A  AiV 

037 

A  AA 

1^92 

038 

4  AA 

1,08 

15 

tX  AA 

0,00 

0,66 

A  ff  t 

0,71 

0,77 

033 

0^88 

A  A  J 

0,94 

A  AA 

0^99 

1«06 

4    4  A 

1,10 

16 

0,65 

0,70 

0,76 

0,82 

0,88 

0,94 

1,00 

l.Ofi 

1,11 

1,17 

17 

0,69 

0,75 

0.81 

0.87 

0,94 

1,00 

1,06 

1,12 

1,18 

1.25 

18 

0,  *3 

0,79 

0,86 

0,92 

0,99 

1,06 

1,12 

1    1  A 

1,19 

1  AC 

1,25 

1,32 

19 

0,/7 

0,84 

0,91 

0,98 

l,0o 

1,11 

1,18 

1,25 

1,32 

1,39 

20 

0,81 

0,88 

0,95 

1,03 

1,10 

1,17 

1,25 

1,32 

1    U  A 

1,H9 

1,47 

21 

VyVV 

0.92 

100 

1j06 

1.15 

litt 

1  81 

1  89 

1 46 

1  64 

22 

0,89 

0,97 

1,06 

1,18 

1.21 

1,29 

137 

1,46 

1,68 

1,61 

2S 

0,98 

1,01 

1,10 

1,18 

1,27 

1,86 

1,48 

132 

1,60 

1,69 

24 

0^97 

1,06 

1,M 

1,28 

1,82 

1.41 

1.60 

1.68 

1,67 

1,76 

26 

1,01 

1,10 

1.1« 

138 

138 

1,47 

1,66 

136 

1.74 

13B 

2C 

1.05 

1,14 

1,24 

1,33 

1,43 

1,52 

1,G2 

1,72 

1,81 

1,91 

27 

1,09 

1,19 

1,29 

1,39 

1,49 

1,58 

1,68 

1,78 

1,88 

1,98 

28 

1,13 

1,23 

1,33 

1,44 

1,54 

1,64 

1,74 

l,b5 

1,95 

2,05 

29 

1,17 

1,28 

1,38 

1,49 

1,60 

1,70 

1,81 

1,91 

2,02 

2,13 

80 

1.21 

1,82 

1,48 

1,64 

1,66 

1,76 

1,87 

1,96 

2,09 

2,20 
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0 

1 

3 

4 

5 

6 

7 

a 

9 

0 

0 

0,01 

0,02 

0,08 

0.04 

0,05 

0,06 

0,07 

0,07 

0,08 

10 

0,09 

0,10 

0,11 

0,12 

0,13 

0,14 

0.15 

0,16 

0,17 

0,18 

20 

0.19 

0,20 

0,21 

0,21 

0,22 

0,23 

0,24 

0,25 

0.26 

0,27 

30 

0,28 

0,20 

0,30 

0,31 

0,32 

0.33 

0,34 

0,34 

0,35 

0.3«» 

40 

0,o7 

U,4U 

U,4  l 

U.  *  O 

50 

0,47 

0,47 

0.48 

0,49 

0,50 

0.51 

0,52 

0,53 

0,54 

0,55 

00 

0,011 

A  HT 

0,07 

A  ICQ 

0,59 

0,60 

0,60 

A  AI 
0,01 

A  04 
0,0« 

A  AI 
0,0* 

7A 

A  AK 

0  AA 

0  A7 

0.68 

0.69 

0.70 

0  71 

0  79 

078 

0  73 

ftn 

ATA 

0  7fi 
V,f  v 

07A 

0,77 

0,78 

0,79 

0  81 

0  82 

0  83 

vu 

A  fU 

ARS 

A8A 

0,86 

0,87 

0,88 

090 

091 

092 

IAA 

AdS 

— 19*  (1,008  mm) 

0 

f 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

B 

9 

0 

0 

ti.Ol 

0.02 

0.03 

0.01 

0,05 

0,06 

0,07 

0,08 

0.09 

10 

0,10 

0,11 

0,12 

0,13 

0,14 

0,15 

0,16 

0,17 

0,18 

0,19 

20 

0,20 

0,21 

0,22 

0,23 

0,24 

0,25 

0.26 

0,27 

0,28 

0,29 

SO 

0,80 

0,81 

0,82 

0,33 

0,84 

0.35 

0,36 

0,87 

0,88 

0,89 
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Über  ein  Saitenelektrometer. 

Von  Dr.  C.  W.  Litl. 
(«Mittoi^m  a.  Min,) 

(Mit  Tafel  1.) 

Die  elektrostatischen  Messunf^en  haben  in  neuerer  Zeit 

eine  orhühte  Hedeiituntr  fr<'" oniien :  einmal  durch  die  Ent- 
deckung der  radioaktiven  Suhstanzen  und  die  iiiedurcli  ver- 
aiilaLiten  Messungen,  sodann  durch  den  Autschwung,  den  in 
den  letzten  Jahren  die  luftelektri«che  Forsch ini<^  genommen 
hat.  Za  diesen  Messungen  verwendet  man  hauptsachlich  das 
Quadrantelektroineter  und  das  Blattelektroskop.  Neben  den 
bekannten  Yorzfig^n  dieser  Instrumente  machen  sich  nun  eine 
Beihe  Ton  Nachteilen  bemerkbar,  die  gerade  bei  radioaktiven 
und  luftelektrischen  Messungen  recht  stören  können.  »So  beim 
Quadrantelektrometer  nanienilicl»  die  groüe  Kapazität,  die  Träg- 
heit des  beweglichen  Systenies  und  der  Mangel  der  Transport- 
fahigkeit;  beim  Elektroskope  die  geringe  Empfindlichkeit,  der 
engbegrenste  Meßbereich,  die  verhültnismäüig  groLte  Kapazität, 
sowie  seine  Untauglichkeit  zur  Messung  kleiner  Spannungen 
und  zur  Selbstregistrierung. 

Diese  Mängel  gaben  Veranlassung  zu  zahlreichen  Ver- 
besserungen, die  im  Laufe  der  letzten  Jahre  diese  Instrumente 
erfuhren.  Haben  sicli  auch  manche  dieser  Neukonstruktionen 
bei  speziellen  Messungen  als  vorti'ilhait  erwiesen,  so  wuide 
ein  durchschlagender  Krtulg  doch  nicht  erzielt,  denn  uieiät 
treten,  durch  die  Beln  bung  des  einen  Nachteiles,  die  anderen 
nur  desto  empfindlicher  hervor.  Die  Schuld  hieran  liegt  meines 
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Erachtens  nicht  an  den  Konstrukteuren^  sondern  offenbar  am 

Prinzip  der  erwähnten  Meüinstruniente,  welches  eben  den 
vielerlei  Ans])rüclieii,  die  die  neueren  elektrostatisclien  Mes- 
sungen danin  stellen,  nicht  gewachsen  ist.  Man  ist  daher  ge- 
zwungen,  sich  nach  einer  neuen  Anordnung  umzusehen. 

Nun  hat  sich  bei  Galvanometern  ^  das  Prinzip  der  lose 
gespannten  Saite  wohl  bewährt,  und  unter  den  Vorzügen  des- 
selben sind  gerade  solche,  die  auch  bei  feinen  elektrostatischen 
Messungen  gefordert  werden.  Es  liegt  daher  nahe,  das  Saiten- 
prinzip zur  Konstruktion  eines  Elektrometers  (.Saitenelektro- 
uieter")  zu  verwenden. 

Ich  habe  schon  vor  zwei  Jahren')  ein  Modell  eines  solchen 
Elektrometers  hergestellt  und  mich  davon  überzeugt,  daii  das 
neue  Instrument  in  der  Tat  vielerlei  Vorzüge  vor  den  ge- 
bräuchlichen elektrostatiscben  Meßinstrumenten  Toraus  hat. 
Seiiher  habe  ich  eine  Reihe  Ton  Verbesserungen  daran  ange- 
bracht und  es  nun  in  nachatehend  beschriebener  Form  aus- 
führen lassen.    (Fig.  la  und  Ib  Taf.  1.) 

Innerhalb  eines  parallelepipetischen  Gehäuses  G  (Fig.  la) 
aus  Leichtgulj  (Maj/iiHliuni)  stehen  sich  zwei  zu  einander  par- 
allele Messingplatten  l\  1\  gegenüber.  Diese  beiden  Platten 
sind  bei  i/,  6'j  bzw.  geführt  und  lassen  sich  durch  die 

Mikrometerschrauben  und  mit  Trommelteilung  um 
meßbare  Beträge  einander  nähern,  oder  Toneinander  entfernen. 


0  Ader,  Compt  rend.  124,  1440,  1897;  La  Natare  2,  115,  1897; 
L*]^aiiage  ^ectrique  205,  1897;  Elektrateebn.  ZeiMir.  661,  1897. 

W.  Einthoven.  Ann.  d.  Phja.  (4)  18,  1059.  1903;  14,  182,  1904» 

M.  Edelmann  jun.,  Phyaikal.  Zeitschr.  7,  115,  1906. 

*)  Sp&ter  erfuhr  ich,  daß  auf  ein  Elektrometer,  welches  auf  dem- 
selben Prinsipe  beraht,  von  der  Firma  H.  Th.  Edelmann  &  Sohn  hier- 
selbat  ein  Musterschutz  genommen  ist. 

WiUuonJ  dor  Druckleitung  dieser  Arbeit  erhielt  ich  Kenntnis  davon, 
;nu  b  H<>rr  Professor  Ür.  Max  Cremor  hier  auf  die  Idee  eines  Saiten- 
elekt  ruiiit  tcrs  ^^*  komtnen  ist  und  ein  derartiges,  g^emeinsam  mit  Herrn 
Dr.  M;ix  Kdi'linunn  jun.  konstruiertes  Tnstruniont  mit  Krfulfr  /•«  elektro- 
phy^iolot^M^chfii  Mo«i«äuntrtMi  verwendet  hat.  (Siehe  darüber:  Münchener 
niediziijischti  Wucheuschriit  Nr.  11,  1907.) 
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Durch   geriefte  Uartgummisiopfen       /*,      und  S^,  in 

weichen  die  FiUurungssiifle  gelagert  sind,  werden  die  beiden 
Platten  P,  Tom  Gehfiose  isdierfc.  Die  unteren  Ftthrungs- 
stifke  5,  gehen  isoliert  durch  das  Qehäuse  Q  hindurch  und 
können  mit  den  beiden  Polen  J?,  einer  Batterie,  deren  Mitte 
geerdet  wird,  verbunden  werden,  so  daü  die  eine  Platte  auf  ein  -j-, 
die  andere  auf  ein  ebenso  hohes  —  Potential  aufgeladen  wird. 
•  Die  zum  Instrumente  gehörige  Batterie  B  (Fig.  Ib)  ist  eine 
kleine  Akkumulatorenbatterie  von  50  Zellen,  die  in  ein  JbLolz^ 
kästchen  von  20  cm  Breite,  11  cm  Höhe«  16  cm  Tiefe  einge- 
baut ist,  welches  gleichzeitig  dem  Ulektrometer  als  Fufi  dient. 
Durch  geeignete  Schaltung  der  Batterie  (Steckkontakte  E^E^) 
lassen  sich  die  beiden  Feldplatten  1\  I\  (Fig.  la)  auf  die 
Potentiale  ±  50  Volt  ±  30,  ±  10  und  ±  4  Volt  bringen. 

Genau  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Platten  JP, 
ist  die  Saite  TF,  ein  Wollastondraht  von  yxi^o^  mm  Durch- 
messer und  10  cm  Lfinge  auE^^pannt,  mit  beiden  Enden  an 
kurze  Metallstiftchen  angelötet,  welche  ihrerseits  von  je  einem 
gerieften  Hartgummiisolator  </,  und  gehalten  werden. 
Während  der  untere  Isolator  fest  gelagert  ist,  laßt  sich 
der  obere  J,  mit  Hilfe  der  Mikroineterschraul)e  3/g  (I  Trommel- 
teil =  f  Jf,  mm)  um  nieübare  Beträge  verschieben  und  so  die 
Spannung  der  Saite  beliebig  ändern.  In  die  obere  Lagerung 
der  Saite  läüt  sich  die  Ladesonde  L  einstecken,  die  dann  mit 
der  Saite  in  leitender  Verbindung  stellt.  Bei  Auüergebrauch- 
Setzung  des  Instrumentes  wird  die  Sonde  entfernt  und  der 
Verschlufideckel  D  (Fig.  Ib)  aufgesteckt.  Mit  Hilfe  eines 
kleinen  Ablesemikroskopes  0  mit  Okularmaßstab  von  großem 
Gesichtsfelde  (Fig.  Ib)  (Durchmesser  des  Gesichtsfeldes  8  mm 
Vergrößerung  80facb)^)  werden  die  Durchbiegungen  der  Saite 
in  Teilen  des  Okularmaßstabes  gemessen. 

Die  Tier  in  den  Figuren  la  und  b  deutlich  sichtbaren 
kleinen  GlasgeföOe  dienen  zur  Aufnahme  von  Natrium,  zwecks 


ÄBgeferiigt  vun  der  Firma  C.  A.  Steiulieil  Söhne,  Mfincben. 
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Austrocknung  des  Elektrometers  im  Innern.     Die  Klemm- 
schraube K  dient  zur  £rduDg  des  Elektrometergehäuses. 

Durch  die  Ladung  der  beiden  Platten  P,  auf  entgegen- 
gesetzt gleiches  Potential,  entsteht  zwischen  ihnen  ein  hin- 
reichend homogenes  elektrisches  Feld. 

Wird  nun  ein  zu  niessendes  Potentitd  an  die  Saite  (Lade- 
sonde  L)  aii<^el('<^t,  so  schlügt  sie,  je  nach  den)  V'or/.eiclien 
dieses  Potent iales,  nach  der  -f~  oder  —  1  Matte  hin  aus.  Aus  • 
der  Größe  uud  Richtung  dieses  Ausschlages  kann  das  Potential 
nach  Gröüe  und  Vorzeichen  bestimmt  werden,  wenn  das  Elektro- 
meter geeicht  ist.  Bei  nicht  allzu  großen  Durchbiegungen  der 
Saite  (innerhalb  der  «Elastizitätsgrenze")  sind  die  Ausschläge 
den  angelegten  Potentialen  proportional,  die  EichkurFe  ist  also 
eine  Gerade. 

Hamlhabung  des  Saitenelektrometers. 

Dus  t'beii  br'schriebone  Instruincut  lüLit  sicli,  wie  das 
(^iadranteiekti'omett;r,  iu  vei'scliiüdeueu  Öcbaitungsurteu  ver- 
wenden: 

L  Hit  Hülsladung: 

a)  Die  beiden  Platten  werden  auf  entgegengesetzt  gleiches 
Potential  geladen,  das  unbekannte  Potential  an  die  Saite  an- 
gelegt: .Saitensclia  It  iing*. 

b)  Die  Saite  wird  auf  ein  liolies  lliltspotential  gelatlen. 
eine  Platte  geerdet,  an  die  andere  die  unbekannte  Spannung 
angelegt:  .Piattenschaltung''. 

U.  Ohne  Hil&ladung: 

a)  Die  Saite  wird  durch  einen  außen  um  das  Gehäuse 
herumführenden  MetnllbOgel  mit  einer  Platte  leitend  rerbunden, 

die  andt  re  Platte  geerdet.  Das  unbekannte  INiteiitial  wird  an 
die  Saite  (luid  die  eiiir  l'iatte)  augelegt.  Diese  Schaltung 
ist  im  Prinzipe  die  gleiche,  wie  sie  beim  Hraunscheu  Zeiger- 
elcktronieter  verwendet  ist:  »Doppelschaltung*'. 

b)  Beide  Platten  werden  geerdet,  eine  Platte  wird  mdg- 
liclist  weit  herausgeschraubt.    Das  unbekannte  Potential  wird 
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an  die  Saite  angelegt.  Durch  Influenzwirkung  biegt  sich  die 
Saite  nach  der  naherstehenden  Platte  hindnreh:  «Influens- 
schaltang*. 

la.  Saitenschaltong. 

Die  Empfindlichkeit  des  Instrumentes,  d.  i.  der  Ausschlag 
für  ein  bestimmtes  kleines  Potential,  etwa  0,1  Volt,  ist  hier 
abhängig:  1.  Ton  der  Saitenspannung,  2.  Tora  Plattenabstande, 

3.  von  der  Plattenladung.  Alle  diese  drei  Größen  können  bei 
dem  vorstehend  beschripl)('nen  Instruiuent  verändert  werden. 
Ihr  Einfluii  auf  die  Empändlichkeit  wurde  der  Keüie  nach 
genau  festgestellt. 

1.  Saitenspannung  geändert. 

Die  Größe  der  Durchbiegung  der  Saite,  der  Ausschlag 
derselben,  ist  im  allgemeinen  abhangig  von  ihrer  Spannung. 
Es  gelingt  leicht,  durch  entsprechende  Regulierung  der  Saiten- 
spannung für  ein  gegebenes  Potential  einen  bestimmten  Aus- 
schlag immer  wieder  herzustellen.  Bei  genügender  Spannung 
schnellt  die  Saite  in  ihre  jeweilige  Gleichgewichtslage  ohne 
jegliches  Hin-  und  Mersch wingeu,  die  (Luft-) Dämpfung  ist 
eine  völlig  aperiodische. 

Bei  einer  bestimmten  Plattenladung  und  bestimmter  Platten- 
entfernung läßt  sich  durch  Entspannen  der  Saite  ihr  Ausschlag 
fDr  ein  bekanntes  Potential  mehr  und  mehr  TergrOßem.  Hiebe! 

werden  die  Bewegungen  der  Saite  nach  ihrer  Einstellungs-  bzw. 
Nullage  langsamer  und  langsamer  und  schließlich  geht  sie 
überhaupt  nicht  mehr  auf  0  zurück,  sondern  verharrt  bei 
stärkster  Durchbiegung  in  der  Nähe  einer  Platte.  Die  Näherung 
der  anderen  Platte,  oder  ein  Neigen  des  Instrumentes  bewirkt 
dann,  daß  die  Saite  von  der  einen  extremen  Lage  sogleich  in 
die  entgegengesetzte  fiberspringt,  eine  Einstellung  auf  den 
Nullpunkt  ist  nicht  mehr  zu  erreichen.  In  dieser  «instabilen 
Lage"  der  Saite  laßt  sich  das  Instrument  zu  Messungen  nicht 
mehr  verwenden,  und  damit  ist  auch  der  Entspannung  der 
Saite,  also  auch  (h  r  Empfindlichkeit  für  jede  gegebene  Platten- 

l!K»3.  SiUangab.  d.  iuatb.-ph>ii.  Kl.  5 
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ladung  und  Piattenentfemung  eine  strenge  Grenze  gesetzt. 
Um  eine  möglichst  gro^  fiiupßiullichkeit  zu  erreielien,  wird 
man  zweckmäßig  nahe  an  die  instabile  Lage  herangehen,  die 
Entspannung  aber  nur  so  weit  treiben,  dafi  die  Einstellungen 
der  Saite  noch  rasch  und  sicher  erfolgen.  Die  Saite  ist  ge- 
nflgend  gespannt,  wenn  sie  nach  ihrem  jeweiligen  Einstellungs- 
punkt bin  schnellt. 

2.  Piattenabstand  verändert. 

Die  Empfimllichkeit  des  Instrumentes  wächst  mit  Ver- 
minderung des  Plattcna1)standcs  anfänglich  linear,  nimmt  aber 
dann  rascher  zu,  je  näher  die  Saite  der  instabilen  Lage  kommt. 
Fig.  2  (hiezu  Tabelle  1)  zeigt  diesen  Zusammenhang  zwischen 
Plattenabstand  und  Ausschlag  der  Saite  in  Teilen  des  Okular- 
mafistabes  ftlr  Potentiale  von  0,24  Volt  (Fig.  2  a)  und  0,38  Volt 
(Fig.  2  b),  einer  Plattenladung  von  ±  50  Volt  und  einer  kon- 
stanten Saitons})annung  (Teilstrich  2^>,\)  der  Troninieltcilung  J/^). 
Bt'i  dieser  Saitenspannung  befindet  sich  die  Saite  bei  dem  Ab- 
stand von  4,5  mm  gerade  an  der  Grenze  der  instabilen  Lage. 

Tabelle  1. 

Plattenabstand  in  mm         4,5      60  i    -^,o  ,  10,0 


.  ^  ..  .. 

Ansschla^       Uei  0,86  Volt  I  2,1      0.66  {  0,5 

<l»  r  Saite  in  l 

Okularteilen  I  bei  0,24  Volt  i  1,3     0,i    j  0,3 

X  I  I 


0,8 
0.15 


Eine  weitere  Annäherung  der  Platten  aneinander  führt 
die  instabile  Lage  der  Saite  herbei,  ist  aber  auch  noch  aus 
einem  anderen  Grunde  nicht  zu  empfehlen.    Es  ist  nämlich, 

ohne  besundere  Hiltsniiitt  l.  nicht  nir»!^f]i(  l],  bei  AiiLu  rgcbrauch- 
sct/i'H  des  Instruiiit'ntes  bcid»'  Ft'ltijdatten  im  genau  gleichen 
Zeitmonient  zu  entladen.  Die  Folge  davon  ist.  daü  die  Saite 
im  Augenblick  der  Entladunpr  mit  Heftigkeit  nach  der  später 
zur  Ableitung  gelangenden  Platte  hingerissen  wird,  was  unter 
Umstanden  ein  Ankleben  des  dünnen  Drahtes  an  dieser  Platte 
und  ein  Abreißen  desselben  zur  Folge  haben  kann. 
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£iiie  allzu  große  Annäherung  der  beiden  Platten  anein- 
ander ist  aber  auch,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  gar 
niclit  notwendig,  weil  hiedurch  eine  Vergrdfierung  der  Emp- 
findlichkeit doch  nicht  erzielt  wird.  Je  naher  sich  nämlich 
die  beiden  Feldplatten  gegenfiberstehen,  desto  stärker  ist  auch 
die  Saite  anzuspannen,  um  sie  aui&erhalb  der  instabilen  Lage 
zu  erhalten.  Was  also  einerseits  durch  die  stärkere  Annäherung 
der  beiden  Platten  aneinander  an  Empfindlichkeit  gewonnen 
wird,  geht  andererseits  durch  die  damit  notwendig  werdende 
straffere  Anziehung  der  Saite  wieder  verloren.  Dies  ist  deut- 
lich aus  Fig.  3  a  und  b  (hiezu  Tabelle  2)  endehtlich,  wo  die 
£ichkuryen  f&r  Plattenentfernungen  von  4,5  mm  (Fig.  3  a)  und 
10  mm  (Fig.  3  b)  dargestellt  sind,  wobei  die  Saite  jedesmal  bis 
nahe  an  die  instabile  Lage  hin  entspannt  wurde. 


Tabelle  2. 


in  Volt 

.0,01 

0,02 

0,03 

0,07 

0,14 

0,24 

0,38 

0,72 

0,73 

1,05 

1,40 

MteaaiMeUag  bei 

4,5  mm  Flatten- 

abstand 

jO,08 

0,15 

0,25 

0,Ü0 

1.10 

1«95 

3,00 

5,16 

8,20 

Saitena  Uschlag  bei 

1 

10  mm  Plattenab- 

,0,U5 

0.1 

0.17 

0.« 

0,95 

1.70 

2.55 

4,85 

,4,96 

G,70 

8,65 

Bei  einer  I 

^lattenladung 

von 

>0  V 

olt  1 

m 

sich 

also 

ein 

Potential  von  0,01  Volt  noch  gut  messen*  Die  Saitenaus- 
schlage  biefÜr  sind,  wenn  auch  bei  der  geringen  Yergrölierung 
des  Mikrodcopes  klein,  so  doch  deutlich  wahrnehmbar. 

Aus  den  in  Fig.  3  gezeichneten  Eichkurren  ergibt  sich 
noch  eine  weitere  Eigenschaft  der  Saite,  die  alle  spfiteren 
Messungen  immer  wieder  bestätigt  haben.  NSmlicH  Propor- 
tionalität zwischen  angelegtem  Potential  und  Ausschlag  der 
bait»'  besteht,  bei  gegebener  Plattenladung  und  Plattenent- 
femung  nur  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  (Gültigkeits- 
bereich des  Hookschen  Gesetzes).    Im  vorliegenden  Fn\i  nur 

Ar  Potentiale  bis  ca.  0,4  Volt  (Fig.  3  a)  baw.  0,9  Volt  (Fig.  3  b). 

6* 
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Bei  höheren  Potentialen  vermag  die  Saite  nicht  mehr  genügend 
weit  auszuschlagen. 

Femer  zeigt  Fig.  8:  je  stärker  die  Saite  angespannt  ist, 
desto  kleiner  wird  auch  der  Bereich  der  Ph>portianalitSt  zwischen 
Ausschlag  und  Potential.  Auch  deshalb  empfiehlt  es  nch,  den 
Plattenal>stand  jBfroli  zu  wählen.  Aus  diesen  (iründen  habe 
ich  bei  allen  späteren  Messungen  (b  n  i'lattenubstand  konstant 
auf  10  mni  belassen,  wobei  eine  Be.scbädigung  der  Öaite  durch 
Anspringen  an  eine  Platte  ausgeschlossen  ist. 

3.  Plattenladung  geändert. 

Durch  Änderung  der  Plattenladung  ftndert  sich  auch  die 
Empfindlichkeit  des  Instrumentes  (bei  konstanter  Saitenspannung 
und  Plattenentfemung)  und  zwar  ist  der  Zusammenhang  zwischen 

beiden  anfUnglich  linear  (Fig.  4  und  Tubeile  i^j. 


riultenlailung  in  Volt  , 

10  { 

20 

30 

1  40 

50 

äaiteiiauäüthlag  für  0,24  Volt  j 

Ii 

0,09  . 
1 

0,17 

0,3 

0,76 

2,1 

Um  den  Öesamtmeßbereich  des  Instrumentes  bei  Verwen- 
dung der  mir  zur  Verfügung  stehenden  Hilfsludung  von 
lÜO  V  olt  fest/.ustt'llen,  wurde  dasselbe  für  verschiedene  Platten- 
ladungen geeicht  und  zwar  für  :r  50  ±  .30  ±  10  und  x  4  Volt 
bei  10  mm  Plattenabstand  und  konstanter  Saitenspaanung 
(Teilstrich  28,9  der  Trommelteiiung).  Die  Saitenspaanung  wurde 
so  hoch  genommen,  dafi  sich  die  Saite  auch  bei  der  höchsten 
Plattenladung  (±  50  Volt)  gut  außerhalb  der  instabilen  Lage 
befand.  Geht  man  mit  der  Plattenladung  bei  10  mm  Abstand 
unter  i  4  Volt  herab,  so  erhält  man  kein  hinreichend  homo- 
genes elektrisches  Feld  mebr  zwischen  beiden  Platten.  Die 
Eichkurve  ist  dann  auch  in  ihn  in  unteren  Teile  keine  Gerade 
mehr.  Will  man  bei  dieser  Schaltung  den  Meübereich  des 
Instrumentes  erweitem  (innerhalb  der  Proportionalitätsgrenze), 
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so  onipHt'lilt  sich  zur  Messung  hcihercr  Potentiale  als  75  Volt 
(Fi<4.  <>!))  «lif  \'<  rwf'n<liirig  einer  dickeren  Saite  und  zur  Messung 
kleinerer  Spannuugeu  als  0,Ü1  Volt  (Fig.  5&)  die  Vergrölierung 
der  l*l;ittenladung. 

Fig.  5  a  und  b  zeigt  die  Eicbkurvea  für  eine  Plattenladimg 
Ton  ±  50  Volt  und  ±  30  Volt  bei  10  mm  Plattenabstand  und 
beideemal  derselben  Saitenspannung  (Teilstrich  28,9  der  Trommel- 
teilung) (hiezu  Tabelle  4).  In  Fig.  6  a  und  b  sind  die  Eicb- 
kurven  für  ±10  Volt  und  ±  i  Volt  Plattenladimg  und  dem- 
selben Plattenal»stand  von  III  mm  und  derselben  Saitenspan- 
uung  (28,9)  gezeichnet  (hiezu  Tabelle  5). 

Wie  aus  den  Fig.  5  und  <>  (und  den  Tabellen  4  und  5) 
ersichtlich  ist,  lassen  sich  unter  Verwendung  der  verschiedenen 
Plattenladungen  Spannungen  von  0,01  Volt  bis  ca.  75  Volt 
messen,  wobei  Proportionalität  zwischen  Saitenausschlag  und 
angelegtem  Potential  besteht.  Der  ProportionalitStsbereich  ist 
für  die  einzelnen  Plattenladungen  in  Tabelle  6  zusanimeu- 
gestelit. 

Tabelle  «. 

Plationladunir  Herrich  il^r  l'iuiHn-tiamilitiif 

®      zwischen  rotential  und  Öaitcnauöschlug 


±60  Volt  I  Von  o  ol  Volt  bis  ca.  0,8  Volt 
±  30    ,  ,    0.02    ,      ,     ,   3,4  , 

±10    ,  I  ,    0.2      ,      ,     ,   20  , 

±  4    .  •    0,6      ...   76  , 


Für  diesen  Meläbereich  ist  die  Eichung  des  Instrumentes 
eine  höchst  einfache.  Es  genügt,  einen  einzigen  Punkt  der 
Eichkurve  (gerade  Linie)  durch  Anlegen  eines  bekannten  Po- 
tentialcs  festzulegen.  Hiezu  verwendet  man  bei  großer  Emp* 
findlichkeit  ein  Normalelement  (offen),  bei  den  kleineren  Emp- 
findlichkeiten aber  eine  entsprechende  Aii/ahl  von  Zellen  der 
zum  Inst inini-nte  gt'li(>rigen  Akkumulatoreiibatterie,  den-n  Span- 
nung jederzeit  durch  das  iöaiteuelt'ktrometcr  selbst  (ohne  Hilis- 
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ladung)  in  einer  der  nachstehend  beschriebenen  Schaltungen 
geprüft  werden  kann. 

Will  man  in  der  Scbaitimg  I  Potentiale  messen,  die  aufier- 
haib  der  ProportionalitftiegreiUBe  liegen  (>  76  Volt)»  so  ist  eine 
ToUstSndige  Dureheiehung  des  Instrumentes  ndtig  (Fig.  6  b). 
Hiebet  hat  man  immer  noch  den  Vorteil,  die  unbekannten 
Spannungen  aneb  ibrem  Vorzeichen  nach  bestimmen  zu  können 
und  durch  Kommutiereii  der  Platteidadiing  (und  damit  des 
Saitenausschlages)  eine  grotie  Genauigkeit  der  Messung  zu  er- 
reichen. Auf  diese  Weise  lassen  sicli  bei  einer  IMattenladung 
von  ±  4  Volt  Potentiale  von  ca.  1  Volt  bis  250  Volt  gut  messen 
(Fig.  6b). 

Hat  man  es  aber  stets  mit  hdberen  Potentialen  zu  tun, 
z.  B.  bei  Messung  des  atmospbSrisehen  Potentialgefalles,  oder 

will  man  das  Instrument  als  Hochspannungselektrometer  l)e- 
nützen,  so  emptielilt  sich  die  Verwendung  einer  dickeren  Saite, 
vielleicht  auch  eine  der  unter  2  a  und  b  angegebeneu  Schal- 
tungen ohne  Hilfsladung. 

Bei  niederen  Plattenladungen  (±  10  Volt  und  ±  4  Volt) 
läßt  sich  die  Plattenladung  kommutieren,  um  Ausschlfige  der 
Saite  nach  beiden  Seiten  hin  zu  erhalten,  aus  denen  dann  der 

Mittelwert  gebildet  wird.  Bei  grr»|."iHren  Plattenladungen  ändert 
sich  l>eim  Kommutieren  deiselbcn  die  Nullstellung  der  Saite, 
wohl  wegen  der  Ungleichheit  der  Spannungen  beider  Batterie- 
hälften. Die  kleinen  hiedurch  entstehenden  Verschiebungen 
der  NuUage  der  Saite  (ca.  0,5  bis  1  Okularteil)  stören  bei  der 
Messung  niederer  Potentiale. 

Es  gelingt  leicht  (bei  jeder  Plattenladung),  die  Ausschläge 
der  Saite  nach  ))eiden  Hiclitungen  gleicli  groL^  zu  maciirn.  Zu 
diesem  Zwecke  braucht  man  nur  die  beiden  Feldplatten,  ulme 
dabei  ihren  gegenseitigen  Abstand  zu  verändern,  entsprechend 
zu  Terschieben. 

Um  auch  bei  höheren  Plattenladungen  Ausschläge  nach 
beiden  Seiten  bin  zu  erhalten,  kommutiert  man  das  angelegte 
PüteiiLiul,  oder,  wo  dies  nicht  möglich  ist,  verwendet  mau  die 


Digitized  by  Google 


72 


Sitzung  der  muth.-ph>'8.  Klasse  vom  2.  März  11H)7. 


Ib.  Plattentehaltoiig. 

Bei  dieser  Schaltung  wird,  je  nach  der  verlangten  Emp- 
iindlichkeitf  eine  entsprechende  Anzahl  von  Zellen  der  Akku- 
mulatorenbatterie hintereinander  geschaltet,  der  eine  Battoriepol 
geerdet  und  der  andere  mit  der  Saite  verbunden.  Eine  Feld- 
platte wird  geerdet,  die  andere  an  das  zu  messende  Potential 
angelegt.  Beim  Kommutieren  des  Hilfspotentiales  bleibt  jetzt 
die  Saite  ruhig  in  ihrer  Nullage  stehen.  Auch  bei  dieser 
Schaltung  hestf^lit  Proportionalität  zwischen  angelegtem  Potential 
und  Ausschlag  der  Saite  innerhalb  eines  bestimmton  Bereiches 
(wie  bei  la). 

IIa.  Doppelschaltnng. 

Bei  meinen  Messungen  betrug  in  dieser  Schaltung  (siehe 
S.  64  untor  IIa)  der  Abstand  der  mit  der  Saito  leitond  ver- 
bundenen Feldplatto  von  ihr  »  5  mm.  Die  Saitonspannung 
betrug  einmal  28,9  Trommelteile,  was  der  bereits  oben  be- 

nütztt'n  ^>uit('llspanMUllg  entspricht  (Fig.  7a)  und  wurde  bei 
einer  zweiten  Eicliung  so  groli  als  nir»glich  genommen  (Fig.  7  b). 
Durch  grüüere  Annälierung  der  Platte  an  die  Öaite  läßt  sich 


iabelle  7. 


Saitenspann un;^  2s,<i 


Potential 
in  Voti 


Saiten-  Potential 
ansaehlag '  in  Volt 


4,0 
6,0 

10,0 
20,4 
30,4 
40.H 
50.8 
(il,2 
71,2 
81,4 
91,6 
101,Ü 
111,6 
121,8 
131,6 


0,1 
0,3 

1.0 
4,3 
9,5 

15.J 
->o.l 

27,7 

30,0 
3J,0 
ü3,5 
84,9 
36,0 
37,0 


141,4 
151,4 

i<;i.4 

171,2 


Saiten- 
auiacUag 


38,0 

■V.KV 
40,1 


Saitonspannung  25,0 


Potential 
in  Volt 


10,2 

20.1 
30.1 
4o,U 
50,8 
61,0 
71,2 
81,2 
91,2 
101,1 
111.1 
121.1 
181.2 

111.0 

151,0 


Saiten-  i{  Potential '  Saiten- 
anaaehlag     in  Volt  i  anaichhg 


0,1 

0.  1» 

1.  ;> 

3,1 
4,9 

0,8 
«,8 
10,7 
12,4 
14,0 
ir>.«j 

17.0 
18,1 

l'.',4 
20,5 


161,0 

170,8 
180,8 
U»0,8 
200.8 

2io.(; 

220.1 
230,1 
240.4 
250.2 
2<i2,0 
272,0 
281,6 
292,0 
801,6 


21,6 

22,ß 
23,5 
24.1 
25,2 
20, 1 
27,0 
27,8 
28,4 
29,1 
30,2 
30,9 
31,6 
32.1 
32,8 
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die  Eiiiptiudiichkeit  des  Instrumentes  steigern.  Wie  die  Eicli- 
kurren  (Fig.  7a  und  b,  hiezu  Tabelle  7)  zeigen,  ist  das  In- 
strument auch  in  dieser  Schaltung  dam  Blättchenelektroskope 
flberlegen,  dessen  Meßbereich  von  50  bis  ca.  250  Volt  geht, 
während  man  es  beim  forliegenden  Instrumente  durch  ent- 
sprechende Wahl  der  Saitenspannung  in  der  Hand  hat,  ent- 
weder niederere  oder  höhere  Spannungen  in  weitem  Bereich 
genau  zu  messen.  Bei  Verwendung  dickerer  Saiten  gibt  das 
Instrument  in  dieser  Schaltung  ein  sehr  eintaches  Uochspiui- 
nuugseiektrometer. 

Diese  Schaltung  weist  noch  einen  weiteren  Vorteil  auf, 
der  namentlich  luftelektrischen  Messungen  zustatten  kommen 
wird.  Das  Instrument  läßt  sich  nämlich  bei  den  mittleren 
und  höheren  Ausschlägen  der  Saite  um  ganz  erhebliche  Be- 
träge neigen,  ohne  daß  dadurch  eine  zu  berücksichtigende 
Änderung  der  Saiteneinstellung  auftritt.  So  wurde  z.  B.  das 
Elektrometer  bei  stärkster  Saitenspannung  und  lUO  Volt  an- 
gelegtem Potential  bis  ca.  40"  geneigt,  ohne  dati  eine  Ände- 
rung des  Saitenausschlages  (ca.  14  Okularteile)  eintrat.  Nur 
bei  den  kleineren  Potentialen  und  schwach  gespannter  Saite 
▼emrsaeht  eine  Neigtmg  des  Instrumentes  eine  geringfügige 
Änderung  der  Saiteneinstellung  (einige  ^  Okularteile  bei  stär^ 
kerer  Neigung).  Daher  besitet  das  Instrument  überall  dort, 
wo  man  nicht  auf  eine  stabile  Aufstellung  rechnen  kann,  eine 
groüe  Verwendbarkeit,  also  namentlich  für  Beobachtungen  im 
Ballon  und  aut  Schüfen. 

IIb.  Influenzschaltung. 

Der  Abstand  der  einen  Platte  Yon  der  Saite  betrug  5  mm, 
die  Saitenspannung  war  wieder  28,9  Trommelteile  die  andere 
Platte  wurde  soweit  als  möglich  yon  der  Saite  zurückgeschraubt 
(ca.  7  ram).  Die  Eichung  ergab  die  in  Fig.  7  c  (hiezu  Tabelle  8) 
gezeichnete  Kurve.  Hier  gilt  im  wesentlichen  dasselbe,  was 
schon  unter  IIa  S.  72  angeführt  wurde,  nur  ist  das  Instrument 
in  dieser  Schaltung  gegen  Neigungen  etwas  empändücher. 


4Digitized  by  Google 


74  Sitzung  der  math.-phyH.  KlaMe  vom  2.  Män  1907. 


Inflaenzschaltung 


Influenzschaltimfi^ 


Poieniml  iu  Volt  ^  Öaitenausscblag 


Potential  iu  Volt  i  •Saiteuausäcbk^ 


20.4 
30,4 
40,6 
50,8 
60,8 
71,0 
81.2 
01.2 
101.4 
111,4 
121,4 
181.1 
141,0 
IGl.O 
161.0 


0,2 
0,6 
1,2 
2.1 
8,1 
M 
6,0 
8,0 
10,1 
12,2 
14.«) 

n;.9 


171,0 
181,0 
191,0 

201,0 
210,6 
220,8 
230.6 
210,6 
260,4 
262,4 
272.4 
2H1.6 
2*J1,G 
301.6 


27,5 
28,4 
29,2 
30,1 
31,0 
31,5 
32,2 
32,!  > 
33,2 
33,8 
84,2 


24,0 
25,2 
26,4 


10,'J 
20.8 
32,4 


Kapazitfit  de«  Saitenelektrometers  bei  den  verschiedenen 


Die  Kapazität  wiinl«'  nach  der  llauiischen  Methode^)  be- 
stimmt. Wie  vorauszusehen,  war  die  Kapazität  des  Elektro- 
meters bei  Saitenschaltung  sehr  klein.  Um  sie  mit  wUnschens* 
werter  Genauigkeit  (ca.  P/o)  nach  dieser  Methode  zu  bestimmen, 
dürfte  der  Uarmsche  Kondensator  für  diesen  Zweck  eine  kleinere 
Eigenkapazität  haben. 

In  Saitenschaltnng  betrug  die  KapazitSt  des  Elektro- 
meters bei  i  4  Volt  Plattenladung  (kommutiert),  10  mm  Platten- 
abstand und  28,9  Trommelteilen  Saitenspanminir  =  5  eni.  Sie 
ist  also  ca.  H  mal  so  klein,  als  die  eines  Elektroskopes  und 
ca.  10  mal  so  kloin  als  die  eines  Qaadrantelektrometers  in  ge- 
bräuchlicher Ausflihrang. 

In  Doppelschaltnng,  bei  5  mm  Abstand  zwischen  Saite 
und  Platte  und  28,9  Trommelteilen  Saitenspannung  betrug  die 
Kapazität  17,7  cm. 

^}  F.  üarma,  Physika!.  Zeitacbr.  5,  47.  liH>4. 


Sohaltungsarten. 


« 
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In  Intluen/schaltun<]f,  bei  5  mm  Abstand  der  Platte  von 
der  Saite  und  derselben  ::5aitenspanniing  VOQ  28,9  Trommelteilen 
erwies  sich  die  Kapazität  stark  abhängig  von  der  Grö^e  des 
Saitenausschlages,  also  Ton  der  jeweiligen  Entfernung  der  Saite 
Yon  der  influenzierten  Platte.  Die  Messung  ergab  Werte  zwischen 
5  und  8  cm  (bei  dem  gegebenen  Gesichtsfelde  des  Ablesemikro- 
skopes). 

Überblicken  wir  die  Ergebnisse  der  vorstebend  angfliihi  ten 
Messungen,  so  lassen  sieb  folgende  Eigenscbaften  des  Saitt  ii- 
elektronieters  anführen,  durch  welche  es  in  mancher  Hinsicht 
den  anderen  elektrostatischen  Meüinstrumenten  überlegen  ist. 

Für  alle  Sclialtungsarten  gilt:  Aiiüerst  einfache  Hand- 
habung, leichte  Transportfahigkeit ,  Weg&ll  jeglicher  Arre- 
tierung, ein&ehe  und  genaue  Ablesung,  außerordentliche  Be- 
weglichkeit und  geringe  Trägheit  der  Saite,  daher  momentane 
Einstellung  und  aperiodisehe  Dämplung,  ferner  TerSnderlicher 
Meübereich,  vor/.ÜLjliche  Isolation  und  endlich  Verwendbarkeit 
zum  Projizieren  und  Selbstregistrieren.  Bei  Verwendung  einer 
Uilfsladung  gilt  noch  besonders:  Groüe  Empfindlichkeit,  Pro- 
portionalität zwiscli«  n  angelegtem  Potential  und  Ausschlag  der 
Saite  innerhalb  ziemlich  weiter  Grenzen,  Möglichkeit,  den  Saiten- 
ausschlag zu  kommutieren  und  damit  erhöhte  Genauigkeit  der 
Messung,  Meßbarkeit  auch  des  Vorzeichens  eines  unbekannten 
Potentiales,  kleine  Kapazität,  einfache  Eichung. 

Für  die  Schaltungen  ohne  Hilfsladung  gilt:  Weiter  Meß- 
bereich (durch  Veränderung  der  Saitensj)annung  unil  Verwen- 
dung verschieden  dicker  Saiten).  Unabhängigkeit  Angaben 
des  Instrumentes  von  der  j^eigung  desselben  (bei  niittkren  und 
höheren  Potentialen  und  speziell  der  Doppelschaltung). 

Infolge  dieser  Eigenschaften  dUrfte  das  Saitenelektrometer 
zu  Tiden  Messungen  in  der  Physik,  Geophysik,  Chemie  und 
Physiologie  verwendbar  sein;  es  wird  dort  besondere  Vorteile 
bieten,  wo  es  sich  um  die  Messung  oder  Registrierung  kleiner, 
auch  rasch  veränderlicher  Spannungen  und  Elektrizitfitsmengen 
handelt,  sich  aber  auch  als  Hochspaunungselektrometer  unter 
Benützung  dickerer  Suiten  eignen. 
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Zum  Schlüsse  drängt  t's  mich  Herrn,  Prot".  Dr.  H.  Ebert 
für  die  Freundlichkeit,  mit  welcher  er  mir  die  zu  diesen  Mes- 
sun<;en  notigen  Apparate  zur  VerfUgung  stellte,  auch  an  dieser 
Stelle  meinen  besten  Dank  auszusprechen. 
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Über  Krümmung  und  konforme  Transformation. 

Ton  A.  Tom. 

{KtmfdoHfm  19.  Man,) 


§1- 

Allgemeine  Punkttransformation  der  Ebene. 

Rs  seien  f  {JC,  y)^  ff  i •('.!/)  z^^^'i  reelle,  eindeutige  und,  soweit 
es  in  Betracht  kommt,  differeotiierbare  Funktionen  der  beiden 
unabhängigen  Variabein  dP,  y.  Dann  wird  yermOge  der  Glei- 
chungen: 

jedem  Punkte  p  eines  den  angegebenen  Voraussetzun«;en  ent- 
sprechenden Bereiches  der  Ebene  x^y  ein  Punkt  P  mit  den 
Koordinaten  X,  Y  einer  zweiten  Ebene  zugeordnet  sein')  und 
umgekehrt,  wenn  die  Funktionaldeterminante  7on  <p  nicht  ver- 
schwindet. 

Die  Gleichung: 


1) 


X.  +  X,t)'  1-y'tgo' 


in  der  die  Indices  2%  y  pai  tit  llo  Ditterentiationen  nach  den 

betreifenden  Yariabeln,  Y\y'  aber  die  Differentialquotienten 
d¥  dy 

ä~X*  di  ^^^^^^  ^^^t  ^^1^                 y  ausgehenden 


0  Die  recbtwinkeliiten  Koordinatenachsen  beider  Ebenen  magen 
ptrallel  saeinander  angenommen  werden. 
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Kiclitun^  y'  in  der  ersten  Ebene  die  Iiiclituiig  in  der 
zweiten  Klx  iic  zuf^oordnet  ist,  welche  mit  der  ersten  den 
Wiakel  a  bildet.  Die  Gleichung  1)  wird  im  allgemeinen,  falls 
tga  einen  gegebenen  Wert  für  die  Stelle  y  hat,  nur  für 
zwei  Richtungen  bestehen.  Sie  findet  aber  daselbst  für  alle 
statt,  wenn: 

Yg  «  Xx  tg  a, 
i"       tg  a  =  —  r,  tg  a  4" 

—         tg  et  ssa  Xy 

ist.  Durch  Addition  der  ersten  und  letzten  dieser  Gleichungen 
und  Vergleichung  mit  der  zweiten  folgt: 

Da  nur  reelle  Werte  in  Betracht  kommen,  so  ist: 


2) 


und 

3)  Y^  tg  a  4-  Xy  =  0. 

Sind  also  die  Gleichungen  2)  für  den  Punkt  p  erftlUt,  so 
entspricht  der  Gleichung  3)  ein  Wert  von  tg  a  derart,  daß  die 

Tangentenrichtungen  korrespondierender  Kurven,  die 
von  iK  P  ausgehen,  beständig  diesen  Winkel  a  mit- 
einander bilden;  diese  Tangenten  lulden  also  zwei  kungniente 
Büschel,  und  man  könnte  auch  unigekehrt  aus  der  Betrachtung 
solcher  Hüschel  die  Gleichungen  2),  3)  erhalten. 

Die  Gleichungen  2)  können,  anstatt  nur  für  einzelne  Stellen, 
auch  für  Kurven  oder  auch  fOr  ein  zweidimensionales  Gebiet 
erfüllt  sein.  Versteht  man  unter  2,  F  die  reellen  und  imagi- 
nären Bestandteile  einer  analytischen  Funktion  /  (4:)  der  kom- 
plexen Variabein  s  und  .setzt: 

X+ Fi -/(#), 

SO  sind  die  Gleichungen  2)  für  jeden  Punkt  eines  zusammen» 
hängenden  Gebietes  der  Ebene  erfüllt.   Setzt  man  dann: 
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wo  «^2,  so  hat  man  an  Sti  lle  von  A)  ein  Entsprechen 
der  beiden  £beaen  x,y;  X^f  1\,  bei  dein,  i'uUs  tg  a  aus  der 
Gleichung: 

4)  iiga^yt 

entnommen  wird,  die  Qleicbungen  2)  f&r  jeden  Punkt  der  Kurve: 

bestehen.  Das  heifit,  die  Gleichungen  B)  vermitteln  ein  Ent- 
sprechen der  beiden  Ebenen  derart,  daß  in  jedem  Punkte  der 
Kurve  }  X  —  A'x  if>  =  0  entsprechende  Fortschreitungsrichtungen 
kongruente  Büschel  l)ilden. 

Noch  allgemeiner  kann  man  endlich  setzen: 

X,  =  X  H-  /-(x  y)  Ih  { Ix  -  X,  v'*r* 

wo  ntk,  rik  >  2;  Ä:  =  1,2.  .  .  num  hat  dann  ein  System 
▼on  p  Kurven  der  angegebenen  Eigenschaft. 

Wählt  man  insbesondere  für  die  v'*  ebenso  viele  ver- 
schiedene Konstanten,  so  ist  die  Winkeldifferenz  zwischen  den 
Fortschreitungsrichtungen  Ifings  der  Kurven  Cui 

und  ihrer  entsprecheuden  j*  w*Hig  konstant. 

Diese  Kurven  und  ihre  entsprechenden  6*  haben  be- 
merkenswerte Eigenschaften. 

Es  seien  p'  zwei  konsekutive  Punkte  von  Ck,  P,  F*  die 
entsprechenden  Punkte  von  CV;  ferner  q*  ein  zu  p*  benach- 
barter Punkt  auf  der  Tangente  j)j>',  so  dal.i  /' J'' q'  in  gerader 
Linie  liegen.  Dann  müssen  sieh  auch  die  Punkte  1\  V\  Q'  in 
gerader  Linie  betinden.  Also: 

Jeder  Kurve,  die  im  Punkte  p  die  Tangente  von  Ck 
znr  Wendetangente  hat,  entspricht  eine  Kurve,  die 
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im  l'uiikte  F  die  Taugente  von  6»  zur  Wendetan- 
geute hat. 

Möge  andererseits  eine  Kurve  e  die  Kurve  Ck  im  Punkte  p 
bertthren,  d.  h.  p  und  p*  mit  ihr  gemein  haben,  und  sei  eio 
benachbarter  Punkt  von  c.  Dann  entspricht  der  Knrre  e  eine 
Kurve  C  der  zweiten  Ebene,  welche  mit  Ck  die  Punkte  P,  P* 
gemein  hat,  wahrend  die  Richtung  Q*  mit  PJP*  denselben 
Winkel  bildet  wie  p' (j'  mit  pj^'-  Oder: 

Jeder  Kurve,  welche  r'jt  in  einem  Punkte  berührt, 
entspricht  eine  Kurve,  die  Ck  in  P  so  berührt,  dalA 
c  und  in  den  Punkten  jp,  P  gleiche  Kontingenz- 
Winkel  haben. ^) 

^)  Der  A\KH(lruok  .Kurven  von  gleichem  Kontingenzwinkel  in  ent- 
sprechenden Punkten*  ist  nicht  so  zu  verstehen,  als  ob  damit  der  einen 
Kurve  in  Bezug  auf  die  andere  eine  eharakteriftische  Kijrensclialt  an 
und  fVir  si<}i  zutr^sohrieben  werden  solle.  In  dor  Tut  lirandit  man  nur 
zwei  lielitliij^c  Kurven,  eventuell  d;ulur<'h.  dali  man  ilie  eine  um  einen 
«jL't'iLTneten  Winkel  in  ihrer  ^'l»ene  dreht,  so  aufoiimnder  zu  beziehen, 
daü  sie  in  korrespondierenden  pLinkten  jiurallele  Tangenten  haben.  Dies 
ist  ,im  allgemeinen"  iiumer  möglich,  falls  nicht  die  eine  Kurve  eine 
gerade  Linie  ist.  Genauer  erkennt  man  diee  durch  folgende  Betrachtung. 

Zur  Beatimmong  aller  Kurven  9,  die  mit  einer  gegebenen  x,  y  in 
Punkten  desselben  Parameters  t  gleiche  Kontingenswinkel  haben,  setieman: 


wo  c  eine  willkiirlirhe  K'üi-t  inte.  /  ' 1  ' )  die  Ableitung  einer  willkürlichen 
Funktion  von  .r  l.edeutt  i.  Fiir  c  =  ti?  n  kojumt.  wenn  man  f{x)  durch 
vo6af  (x)  ersetzt  und  die  Jnte^rrationskonstanten  fortlülit: 


oder: 


d.  h.: 


V  ^  J/'  i-^)  iäy-\-cdx)-\-  const 
^  r=:jf'  {x)  {dx  ^cdy)-\-  const, 
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Insbesondere  entspricht  der  Kurve  Ck  die  Ck  so,  daß  beide 
in  korrefipondierendeii  Punkten  gleiche  Kontingenzwinkel  haben. 
Jedem  geradlinigen  Bestandteil  von  Ck  entspricht  wieder  ein 
geradliniger  Bestandteil  von  6». 

§2. 

Koulorme  Transformation  der  Ebene. 

In  aUgemeinerer  Weise  ergeben  sich  die  vorigen  Betrach- 
tungen durch  die  folgende  analytische  üntersucbung.  Sind 
wieder  X,  Y  reelle  eindeutige  Funktionen  von  x,y^  deren 
Funktiouuldetermiiiunte  J  nicht  verschwindet,  so  ist: 

während: 


Führt  uiaii  in  der  f ,  17  Ebene  ein  um  den  Winkel  a  gedrehtes 
Koordinatensystem  f ',     ein,  so  ist: 

siso: 

dy  dri* 

Hin!  auf  diesen  Fall  des  Purallelinmua  liiüt  sich  daher  die  Hetrarlituiif,' 
ziiiiickluhrcti.  ist  nun  ff  —  «/' (.r)  und  »/'  —  ■''*(>'),  so  handelt  es  sich  um 
die  Bestimmung  von  f{j:)  aus  den  Gleichungen  1).   Dies  gibt: 

oder: 

ip' {^)  ^  r  {/ ix)). 

Ist  anii  ^  die  reäpioke  Fanktion  von  F*,  also  ^(Fiu))  «  so 

viid: 

womit  f{x}  80  bestimmt  ist,  daA  9'  =  F{^)  witd,  nnd  sogleich  wird: 
oder: 

y  SS  9  (x)  -f-  oonst» 
tiei.  Bttsssgrtb «.  tuXk.'^ya.  KL  6 
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ist.    Auf  dieselbe  Weise  folgt: 

!  dXdY  I      , ;  rf«d|f 


2)  '  , 


wo  U  eine  Differentialform  dritten  Grades: 

a{dxy'\-b{dxydy  -j-  cdx{dyf  d{dyY 

und: 

6  —  2  (-X«  I'jtf  —  Ym  Xpg)     Xj^  Ygg  —  Yff  Xgf 

d  — -  Xy  -^yy  —  1  ^ 

gesetzt  ist.    Führt  mnn  nun  in  2)  die  Krümmungshalbmesser 

der  entsprechenden  Kurven: 

1      dxd^y  —  dyd^x 
7  d^ 

1  _  dXi!*Y-  ilY^d^^ 
R  ~  dS^ 

ein,  so  folgt: 

3)  -ß-=-^--+t^. 

Bei  jeder  Abbildung  ist  also  die  durch  ilx"^  dividierte 
Diüerenz  der  beiden  die  Krümmungsradien  entlialtenden  Glieder 
nur  von  der  Richtung  y'  abhängig,  daher  ftir  alle  entspre- 
chenden Kurren  mit  derselben  Tangente  dieselbe.  0  Und  es 
gibt  stets  mindestens  eine  reelle  Tangentenrichtung,  für  die 
f *  s  0  ist,  so  daß  sich  die  Gleichung  3)  auf: 

dS"  ^ds^ 


I)  Vgl.  die  Anmerkung  «1^4  pag.  92. 
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reduziert.  Eb  ist  Ton  IntereiM,  die  Korveii  zu  bestimmen, 
fOr  die  bei  gegebener  Abbildung  CT »  0  wird.  Dabei 
werden  sieb  sebr  mannigfaltige  VerhSltnisse  ergeben;  ich  be» 
sebranke  mich  daher  auf  den  Fall,  wo  die  Gleichungen  2)  des 
§  1  oder; 

zunächst  für  die  Stelle  £,     erfüllt  sind.    Dann  wird: 
fidls: 

gesetzt  wird.    Der  Differentialausdruck  U  nimmt  die  Form: 

U^ds'iAdx  +  Bdy) 
an,  wenn  die  beiden  Gleichungen : 

X0  Ymm —  YgX^g  —  2  (Xy  JlTya —  YjfX^g)  —  {X^  Ygif  —  Ym  Xgg)  =  0 
^Jf  Yww —  YyX^if  —  2(2^7]ry  ~  Yl»Xir|,)—  (XyT]t«  —  Tj,X[»«)«0 

bestehen.  Führt  man  in  dieselben  die  Gleichungen  4)  ein,  so 
erhält  man: 

wo: 

P  «  Ym»  4"  2  Xy,  1 
=  X^j,  -|"  2  Ysm  —  Xxa 

gesetzt  ist.  Da  nun  A  nicht  Null  ist,  mOssen  also  P  und  Q 
beMe  Null  sein,  d.  h.  es  müssen  die  beiden  Gleichungen: 

an  der  betreffenden  Stelle  erfDllt  sein.  Damit  aber  verwandelt 
sicli  die  Gleichung  3)  in: 

6» 


5) 


^(r.  +  x,) 
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6)  'S  =  T  +  T  ' 

wo: 

ist.  Unter  den  VoraoaBetKungen  4),  5)  g^bt  es  also  für  ehie 
solche  Stelle  nur  eine  einzige  reelle  durch: 

Adx-i-  Bdy^O 

bestimmte  Fortschreituiij^sriclitung  derart,  daß  zwischen  den 
Kontingenzwinkeln  kor respo ndierender  Jiur?eü,  deren 
Tangente  in  diese  Richtung  fallt: 

r  B 

die  Beziehung  stattfindet: 

dE^dB. 

Bei  der  konformen  Abbildung  sind  die  Gleichungen  4) 
und  mit  ihnen  die  5)  identisch  für  alle  Punkte  des  Gebietes 
erfüllt.   Zugleich  wird  aber  jetzt: 

wie  sich  unmittelbar  aus  6)  ergibt.  Die  Gieichuug  ü)  geht 
damit  über  in: 

oder: 

Diese  Gleichungen  bestätigen  den  Satz,  daß  die  Kontingenz- 
winkel der  Kurven  e: 
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und  ihrer  ODisprechenden  C  f&r  enteprecbende  Stellen  gleich 
sind,  allgemeiner,  dafi  fClr  jede  diese  Kurven  berührende  Kurve 
und  ihre  entsprechende  im  BerOhrungspunkte: 

1  1 


ist.  Die  Kurven  c  gehen  ersichtlich  durch  alle  Punkte,  wo: 
ist,  falls  die  konforme  Transformation  durch: 

z = m 

ausgedrückt  ist,  d.  h.  durch  diejenigen  Punkte  der  ersten  Ebene, 
denen  die  WinduDg82)unkte  der  zweiten  bei  der  Abbildung 
entsprechen. 

Integriert  man  die  Gleichung  7*),  so  folgt: 


Beaseichnet  man  also  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten 
im  Anfangs-  und  Endpunkte  eines  stetig  gekrümmten  Bogen- 
stückes  mit  [pp'\  um\  analog  mit  [PP']  für  den  vermöge 
der  konformen  Abbildung  eutsprecbenden  Bogen  Pi^,  so  ist: 


arctgl^' 


Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  das  Bogenstück  durch  keinen 
Punkt  geführt  ist,  fttr  den  f  ijs)  =b  0  ist  Die  Werte  der  Arous- 
tangenten  sind  dabei  der  stetigen  Fortsetzung  dieser  Funktionen 

geuiälj  zu  wählen. 

Betrachtet  mau  nun  die  Funktion: 

log  {f*e)  =  log      —  >  X,) 

«ilogT-iarctg  Q/j 
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80  sind  die  Kurven  T  =  const^    die  orthogonalen  Trajek- 

torien  der  Kurven: 

Bringt  man  die  iJitl'erentiaHorm: 

Ädx  +  Bdy 

in  die  Gestalt: 

so  folgt  aus  6): 

Ä^iir"'2c;  |(di)  +  (ay)  }  ' 

wo: 

ist,  und  dies  ist  die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Krüm- 
roungshalbmessern  der  Eniren  T  ^  und  ihren  entsprechen- 
den (allgemeiner  für  jede  diese  Kurven  berührende  Kurve  und 
ihre  entsprechende  im  Berührungspunkte)  stattfindet. 

Zu  einer  anderen  Eigenschaft  des  Orthogonulsyütenib  der 
Kurven  r  und  T  fiihrt  die  fol^piidr  lietraelitung. 

Es  sei  irgend  ein  Polygon  gegeben,  dessen  Seiten  sich 
nicht  untereinander  durchschneiden  und  von  stetig  gekrümmten 
Kurven  gebildet  sind,  welches  also  einen  einfach  zusammen- 
hangenden Teil  der  Ebene  begrenzt.  Befindet  sich  im  Innern 
desselben  kein  Punkt,  wo  f*{js)  «  0  ist  (Stellen,  wo  /'  (ir)  »  oo, 
sind  schon  durch  die  früheren  Voraussetzungen  ausgeschlossen), 
so  wird  diesem  Polygon  vermöge  der  konformen  Abbildung 
ein  zweites  v(M1  deni^elheii  ('h;irakter  entsprechen.  Zui^leich 
\&i  aber  das  Uber  die  Begrenzung  des  ersten  erstreckte  lutegral: 

Je/ log /  '(^^J  =  Ü 

oder: 

Jldlogr-ijc^arctgf}^^')  =0. 


Digitized  by  Google 


A.  Voss:  Konforme  Tnmalbrmation  und  Krümmung. 


Da  nun  der  erste  Teil  gleich  Null  ist,  so  liefert  der  «weite, 

falls  die  Ecken  des  ersten  Polygons  mit  2^^.  .  .  ^^'S 
zweiteu  mit  P,,  P,,  .  .  .,  P„  bezeichnet  werden: 

[P,PJ  +  [P,PJ  +  . .  .  [P«PJ 

ialls  die  einzelnen  Winkelgröiäen  mit  ihren  Vorzeichen  be- 
rücksichtigt werden.  Dieser  Satz  kann  Qbrigens  auch  aus  dem 
allgemeinen  Gaufi-Bonnetschen  Satze  aber  die  Gurratura 
integra  geschlossen  werden  (vgl.  §  4),  wie  denn  beide  Sätze, 
der  eben  genannte  und  das  Cauehysdie  Theorem  zur  gemein- 
samen (Quelle  die  Green  sehe  Betrachtung  haben.  —  Eine  be- 
sonders einfache  Form  erhält  derselbe  durch  Anwendung  auf 
ein  Viereck,  von  dem  zwei  gegenüberliegende  Seiten  P^Pr  P%Pa 
durch  Kurven  c  gebildet  werden,  es  folgt  dauu  [PtPsJ -L'^iPtJ 

8  3. 

Die  KurTensysteme  e  «  const  bei  konformer  Trans* 

formation  der  Ebene. 

Nach  §  2  bat  bei  der  konformen  Abbildung  der  Ebene 
das  Kurvensystem  ^  —  cX,  =  0  ')  die  Eigenschaft,  daü  zwischen 
dem  Krümmungsradius  r  einer  Kurve  der  ersten  Ebene,  welche 
eine  Kunre  des  Systems  berührt,  und  der  entsprechenden  Kurve 
vom  ErOmmungsradius  R  die  Beziehung: 

Vt  1 

R 

für  den  Berülirungspunkt  besteht.  Die  linke  Seite  der  Gleichung: 

genügt  selbst  der  partiellen  Differentialgleichung  ==  0.  Man 
kann  nun  umgekehrt  niich  denjenigen  konformen  Al)l»ildungen 
fragen,  bei  denen  das  System  dieser  Kurven  ein  ge- 
gebenes ist. 

Sie  sind  auch  weitu'Uin  sAn  Kurven  c  bezeichnet. 
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Es  sei  also  yf(xy)  neonat  ein  System  toü  Knnren  dieser 

Art,  dann  mUssen  die  Gleichungen: 

bestehen,  wo  q>  eine  Funktion  Ton  ^  allein  ist,  und  X  eine 
unbekannte  Funktion  von  x^y  sein  wird.   Man  erhfilt  ans  1) 

vermöge  der  Integrabilitfttsbedingung  fttr  X  und  der  Bedingung 

JjX  =  0  die  Gleichungen: 

Xgip  ■\-  X(p'  V'*  +     =  0, 
wo  7>'  SS       gesetzt  ist.   Setzt  man: 

A«-logi,") 

SO  ist: 

und  die  Integrabilitätsbedingung  für  3)  wird  nun: 

4)     (v-  -  f  !^^!)  ivl  +  rj)  +  f'  (v„  +  '!■„)  =  0. 

Du,  7  nur  von      abhängig  ist,  nmü  die  Gleichung: 

bestehen,  wobei  f  (tp)  die  Ableitung  einer  willkürlichen  Funktion  /* 
von  V'  bedeutet.  Gleichung  5)  ist  zunSchst  erfüllt,  wenn  v  —  0 
ist.   Alsdann  ergibt  sich  aus  4): 

y  —  i  -jT^»' 


M  Untor  lop;  wird  i\vr  n.itiirli<'lu*  L<><,'iirlthmu«  verstanden,  da  die 
Schreibart  /  leicht  zu  Miüverständuistieu  führt. 
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oder: 

WO  Ci  und  reelle  willkürliche  Konstanten  und,  und 
weiter: 

A  s=  c~  "  cos  (c,    -f  c^, 

wenn  w  =  c^^{\psdy —  »/^^  (ixj  gesetzt  ist.  Hieraus  ergibt  sich 
uacli  1)  X  und  schließlich: 

als  die  rerbmgte  Abbildungsfunktion.  Da  nun  \p  der  reelle 
Teil  einer  willkürlichen  Funktion  der  komplexen  Yariabeln  ex 

ist,  so  erhält  man  w^c^fp^  oder: 

6)  Z^-^%^'^S^*tfi»)dg, 

wo  die  Konstante  vor  dem  Integral  auch  wegge]as.%n  werden 
kann,  weil  sie  nur  eine  Drehung  des  Koordinatensystems  be- 
deutet. 

Aber  auch  die  Gleichung  5)  Ifißt  sich  ToUständig  lOsen. 
Seist  man: 

80  geht  5)  Uber  in: 

Ein  erstes  Integral  ist: 

Jog'^=/(v)  +  logF', 

WO  V  eine  willkürliche  Funktion  Ton  97,  V*  ihre  Ableitung  be- 
deutet.   Setzt  mau  noch  /'(y.')  =  log  so  erhält  man: 
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oder: 


wo  ß  eine  willkürliche  Funktion  ihres  Argumentes  bedeutet; 

^  entsteht,  müssen  (I  und  V 

r  \  f/'  i 

komplex  konju^ncrtt'  Funktionen  der  Argumente  x-\-yi^x — yi 
bedeuten.   In  dur  Tat  wird  dann  auch: 

so  (lalj  die  reclite  Seite  eine  Funktion  von  y  allein  wird. 
Hieraus  ergibt  sich,  was  ülnigens  zu  erwarten  war,  daü  für 
die  Kurven  =  eonst  jede  reelle  Funktion  des  reellen  Teils 
einer  Funktion  der  komplexen  Yariabeln  js  gleich  einer  Kon- 
stanten zu  setzen  ist. 

Einige  einfache  Beispide  mögen  dies  veranschaulichen. 

Sollen  die  Kurven  e  ein  System  von  Parallelen  bilden,  so 
ist  tp  =s  ax  ßy  zu  setzen.  Dies  ist  der  reelle  Teil  der 
Funktion: 

denmacb  ist: 

die  gesuchte  Abbildungsfunktion. 

Das  System  gleichseitiger  Hyperbeln: 

y  =  X-  —     -1-  2  cxy  -j-2ax     2p y  ^  coust 

ist  das  einzige  System  von  eigentlichen  Kegelschnitten,  welches 
der  Gleichung      >;>  =  0  genügt;  dem  entspricht  die  Funktion: 

und  hieraus  folgt; 
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Um  auch  ein  Beispiel  f&r  den  Fall  der  Gleichting  5)  an- 

zuiülireUf  betze  mau: 

und  wähle: 


Dann  wird: 


Afp     1  -J-  V* 


oder: 

Bestimmt  man  jetzt  aus  3)  den  Wert  von  A,  so  erhält 
man  als  Abbildungsfunktion: 

Ist  insbesondere  /"C^)  =  ~  -^"1  so  wird  liir  2  —  q (cos 7^  -f  *  si u  7O : 

V^  =  — tg(»  -  1)9?; 

die  Knrren  v'asconst  bilden  hier  ein  BOscbel  von  durch  den 

Nullpunkt  der  Koordinaten  gehenden  Geraden,  denen  nach  §  1 
ein  .solo In  s  Hü.scliel  in  der  zweiten  Ebene  entspricht. 
Setzt  man  dagegen: 

wobei  X  wieder  in  der  eben  angegebenen  Weise  su  fi£)  gehört, 
80  ist: 

und  man  erhfilt: 

Setzt  man  z.  B.  f{ß)  =    jer",  so  werden  die  Kurven  v  const 

konzentrische  Kreise,  denen  dann  in  der  zweiten  Ebene  log- 
arithmische »Spiralen  entsprechen. 
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§4. 

Kooiorme  Trausloriuatiou  eioer  Fläche  iu  eine  andere. 

Sind  zwei  Fl&chen  irgendwie  durch  gleiche  Werte  der 
unabhängigen  Parameter  u,v  aufeinander  abgebildet,  und  die 
Quadrate  ihrer  Längeneleniente: 

d^  ^  Cidu'*  -\-  2fidudv        d v' ; 
setzt  man  femer: 

so  ist  bekanntlich: 

Hjdudf^-^dvdu^)  P 

ds*  '      ds^'  ^ 

wo  P  eine  Differentialform  dritten  Grades  in  du,  dv,  die  geo- 
dätische Krümmung  irgend  einer  auf  der  ersten  Fläche  ge- 
zogenen Kurve.   Hieraus  folgt: 

n  d^        d^^_P  R 

<1.  Ii.  die  Differenz  linker  Hand  ist  nur  von  den  orston  DilVeren- 
tialen  abhängig.  ^)  Nimmt  man  nun  an,  dali  die  Flächen  kon- 
form aufeinander  abgebildet  sind,  und  ist  etwa: 

1)  P  hat  den  Wert: 

1    edu-^fdv    2advß  +  ia'dudv  +  2a**dv* 

wo: 

zu  setzen  ist. 

^)  Diese  Hemerkung,  die  für  alle  in  dieser  Arboit  »'iithiiltonen  He- 
trachtungen  wesentlich  ist,  htMiut/t,  wif  i<'h  seht',  auch  s(  hon  Herr 
Mehrakf*.  allerdings  in  ganz  anderei-  Richtung,  in  seiner  Note  ,t)ber 
die  geodätisiche  Krümmung  der  auf  einer  Flüche  gesiogeuen  Kurven  und 
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diit^Xe{du*  +  df^, 
so  ergibt  sich  aus  2): 

^  y       1      e     \du,  Xu(du^  —  dv^)i'2X^dudv 

oder : 

 y    I      1     (/«dt;  —  Xfdu) 

3)  V"!     2rKA  äs 

y,  rfs,  —  y     =  2^  (A«  t/i;  —    d  m). 

Für  die  Kunrenachar  c,  welche  der  Difi'erentialgleichang : 

Xndv  —  Xfdu  =  0 

genügt,  und  die  ihr  entsprechende  «,  gelten  gans  Ähnliche 
Eigenschaften  wie  in  §  1.  Diese  Kuryen  haben  in  entspre- 
chenden Punkten  gleiche  geodätische  Kontingenzwinkel,  und 
jede  Kurve  der  ersten  Flüche,  weicht'  eine  c  Ijerührt,  geht  in 
eine  die  Kurve  c,  der  zweiten  Fläclie  dergestalt  berührende 
über»  daiä  für  den  Berührungspunkt  die  geodätischen  Kontin- 
genzwinkel erhalten  bleiben,  u.  s.  w. 

Die  Kurven  e  lassen  sich  im  allgemeinen  nicht  durch 
Quadratur  bestimmen;*)  dagegen  sind  ihre  orthogonalen  Tra- 

ihre  Änderung  bei  beliebi^^er  Transformation*  (auch  Herühningstrana- 
formation).  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  87,  p.  188,  1698. 
Man  verj^leicho  auch  die  anderweitigen  Arbeiten  dieses  Autors: 

,Cber  zwei  die  Krümmung  von  Kurven  und  das  Gaufasehe  Krüm- 
mungsmafi  von  Flächen  betretiende  c  hanikteriHtisehe  Eigenschaften  der 
linearen  Punkttran.sformation*,  ebenda.  Hd.  Mj.  p.  20G,  181)1; 

»Untersuchungen  über  die  auf  die  iviummung  von  Kurven  und 
Flachen  bezüglichen  Eigenschaften  der  Berührungstransformationen*, 
ebenda,  Bd.  88,  p.  7,  181*3,  sowie  mdne  Arbeit  .Zur  Theorie  der  Krflm- 
mong  der  Flftehen*.  Math.  Annalen,  Bd.  89,  p.  179,  1891. 

^)  Einfache  auf  guadraturen  führende  Fftlle  sind  s.  B.: 

U—  V 

X  —  UV,  X  =  tr-f r,  x  =  jj_^y «•  w*. 

wo  6',  V  Funktionen  von  u,  v  allein  sind. 
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jektorien  unmittelbar  gegeben  durch  ?.  =  const,  und  in  ent- 
sprechenden Punkten  dieser  Trajektorien  auf  den  beiden  Flächen 
findet  für  sie  berührende  ents{)rechende  Kurven  zwischen  den 
geodätischen  Krammungen  die  Beziehung: 

statt 

Der  Ausdruck: 

Xudv  —  ^  du 
X 

wird  ein  vollständiges  Diüerential,  wenn: 

4)  1,logi-0 

ist,  wo  J|  der  zweite  Differentialpanmeter: 

au« 

ist    Tritt  an  Stelle  des  speziellen  LangenelemeiitaB  2): 

^  edu*  -\-  2fäudv  -t  gdv*, 

80  eriri*  bt  sich  fQr  die  Differenz  der  geodätischen  Kontingenz- 
winkei: 

de^yds,  de^^y^da^, 

und  hier  ist,  wie  ül)rigens  aus  4)  schon  zu  ersehen,  die  rechte 
Seite  ein  Toliständiges  Differential,  wenn: 

B)  log  Ä  »  0 

ist,  wobei  jetzt  den  zweiten  Beltramischen  Differential- 
parameter in  Bezug  auf  das  allgetneine  L&ngenelemeDt  be- 
deutet. Aus  der  bekannten  Formel  für  das  Krfimmungs- 
mafi  k: 


Oigitized  by  Googl 


A.  Voss:  Konforme  Transformation  und  Kxümmong.  95 


2  fr*  =      (e(2  f.  -  e.)  -  fe.)  -      {eg„  -  /V.) 

erhält  man,  wenn  man  c,  f,  (j,  (lurch  Ar,  A/,  Ar/  ersetzt,  die  Be- 
ziehung zwischtiu  dea  Krümmuugämaüen  k  und  k^i  ■ 

7)  lh^  —  km^  —  \A^\ogL 

Der  Ausdruck  d£| — de  ist  daher  nur  dann  ein  voll- 
stindiges  Diflbrential,  wenn  zwischen  den  Krttminungsniaßen 
in  korrespondierenden  Punkten  die  Gleichung: 

8)  ifc  =  o') 

besieht. 

Genilj^also  der  Modul  /  der  Bedinf^ung  f)).  so  ist  für  je  zwei 
entsprechende  Kurvenstücke  mit  den  Bogeneiementeu  da^  ds^i 

de,  —  dB^dO 

9)  \k^d6^^\kd8 

wo  dcü,  do)^  korrespondierende  Fiächenelemente  sind;  d.h.  ent- 
sprechende Flftchenstücke  haben  gleiche  OurTatnra 
integra.  Diese  letzteren  Sätze  bilden  eine  wesentliche  Er- 
weiterung der  entsprechenden  ffir  die  Ebene,  welch  letztere 

aus  denselben  für    =  k^  =  0,  d.  h.  wo  beide  Flächen  develop- 

jialjel  sind,  hervorgehen.  Niemals  hussen  sich  dagegen  z.  B. 
zwei  Flächen  konstanter  Krümmung  derart  aufeinander  be- 
ziehen, dai^  de^  —  de  ein  totales  DiHerential  wird,  den  einzigen 

*)  /.■  und  h'x  niü^-^en  dali-T  .«tots  von  frleichcn  Speichen  s<Mn. 

Bring^t  man  Fnmit'l  5)  für  eine  geschlossono  Kurve  der  ersten  Flüche 
zur  Anwendung,  die  »'in  ^Klenientarfliichen^tück"  tif'grcn/.t  und  entspricht 
ihr  wieder  eine  ßoloht-  Kurve  der  zweiten  P'liiehe,  so  ergibt  sich  durch 
Anwendung  des  Green  sehen  Satzes  für  die  Summe  aller  Kontiugenz- 
Winkel: 

dieser  Ssts  aber  geht  aas  dem  G&nfi-Bonnetschen  Sutse  hervor,  sowie 
niMi  die  Form^  7)  benutzt. 
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Fall  ausgenommen,  wo  a  selbst  eine  Konstante  ist,  womit  die 
Beziehung  auf  die  Ähnlichkeit  resp.  Kongruenz  hinauskommt. 

Um  ein  Beispiel  fttr  den  unter  8),  9)  betrachteten  Fall 
zn  geben,  eetse  man: 

wo  f  die  komplex  konjugierte  Funktion  zu  q>  ist^  und  nehme 
an,  daß  diese  Formeln  sich  eindeutig  so  umkehren  lassen,  daß: 

wird.   Das  Quadrat  des  Lftugenelementes: 

geht  jetzt  durch  die  Transformation  10)  über  in: 

dsi^e  («,»)  (du'  -I-  dt;")  tp'  ^' 
und  die  beiden  Flüchen  mit  den  Quadraten  der  Längeueleniente: 

d^^v'v'eidu^-^dv') 

sti'hen  jetzt  in  konformer  Beziehung,  so  daß  X  =sif'  <fi'  ist. 
Dabei  ergibt  sich: 

2      (»OK  9''!')  =      arctg  (JJj 

also: 

de,       e  ».  (2  arctg  (J^'^, 
wie  nach  §  (2)  zu  erwarten  war. 
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Zur  Aaffindung  der  Kurren  e  im  allgemeinen  Falle,  zu 
dem  wir  znrüekkehien,  genügt  es  übrigens,  einen  integrierenden 
Faktor  /i  des  Differentialausdruckes  auf  der  rechten  Seite  Ton  5) 
zu  bestimmen.   Dieser  muß  den  Oleiehungen: 

'^Y   du      '   dv  J  9v 

^\     dv        '    du  J  du 

genügen.   Dies  gibt  die  Gleichung: 

12)  HJ(U^X,  log A*)  +     log  A  =  0, 

^vo  A  der  Beltra mische  Zwischenparameier  ist.  Aus  den 
Gleichungen  11)  folgt  aber  auch: 

^aiogi,_  aiogA, 
^^alogA^    dv  du 

du  fl 

__  jyaiogA_^  du     '  dv 
dv  fl 

oder,  wenn  man  -  =  /<,  setzt: 

//(J  log/i,.  logA,)  +  J,logil,  =  0. 

Dies  ist  die  Bedingiuif^  ftir  den  intei^rierenden  f^iktor  //,, 
der  tUr  die  konforme  Beziehung  der  beiden  Flächen  mit  den 
Quadraten  des  Lftngenelementes: 

d^'^edu^  +  2fdudv-\-gdv' 

zu  suchen  ist,  und  dieser  Faktor  ist  ohne  weiteres  bekannt, 
sobald  man  /i  aus  der  Gleichung  12)  gefunden  hat. 

KL  7 
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85- 

Konforme  RanmtransformaUoD  einer  Kurye. 

Es  seien: 

X^*«9Prf(a:,a^«,);  1,2,3 

drei  eindeutiVe  reelle  etc. . .  .  Funktionen,  welche  in  einem  ge- 
wissen Gebiete  x  eine  eindeutige  Umkehrung  zulassen;  ihre 
daselbst  nicht  verschwindende  Funktionaldeterminante  sei  A, 
Jede  Kurve  des  Gebietes  x  wird  dann  in  eine  Kurve  des  Ge- 
bietes X  transformiert  werden.   Kun  ist: 

dXi^^ipi,kdXk 

f/2  Xi  =     (fi,  kl  d  Xk  d Xi , 

wo  die  Differentiale  nach  irgend  einer  unabhängigen  Yariabeln 

genommen  sind.    Dabei  ist  (pi.k—  J  *  -  •  -  90  daß  die  hinter 

dem  Komma  stehenden  Indices  DifVerentiatioiien  nach  den  be- 
treffenden Variabein  bedeuten;  die  Summation  bezieht  sich  auf 
diese  letzteren  ludices.   Setzt  man  noch: 

ot'^lLi<Pi,kidxkdxif 
fahrt  man  zugleich  ftlr  die  Determinante: 

allgemein  die  abkürzende  Beziehung: 

{ABC) 

ein,  so  wird: 

1)  A{dxi^xa)^{dXä^XA)--idXaA). 

Dabei  sind  die  a,  a,  oder  a,  beliebige  ürüüen  (Funk- 
tionen der  Xi)  und: 

A{ »  £aft9^<,ft. 


Digitized  by  Google 


A.  Vom:  Konfonne  TnuMfonnation  nnd  KrOmmusg.  99 
Setzt  man  noch: 

Oi  =  k  cos  a, 
K  cos  A4 

4-  {.dx^d^x^'-dx^d^x^Yll 

and  bezeichnet  man  das  Bogenelement  einer  Kum  im  ^rOebieie 
mit  ds,  ihren  KrOmmungshalbmesaer  mit  r,  so  ist: 

fÖhrt  man  ferner  die  analogen  Bezeichnungen  nnt  groüen 
Buchstaben  für  das  Gel)iet  der  X  ein;  bezeichnet  man  endlich 
mit  />  den  ^^'ink©l  zwischen  der  Binomiale  der  ersten  Kurve 
und  der  Richtung  cosa,,  cos  a^,  cosog  und  gibt  dem  Winkel  B 
die  analoge  Bedeutung  für  die  entsprechende  Kunre,  so  hat 
man  nach  1): 

2)  tJ-^cos»>  =  ii:~^  cos0-i/, 

wo  U  der  Düferentialausdruck  dritten  Grades: 

ü'^idXaA) 

ist.  Für  je  zwei  korrespondierende  Kurven  ist  daher  die 
Differenz  der  beiden  r  und  R  enthaltenden  Glieder  nur 
sbhSngig  von  den  ersten  Differentialen,  d.  h.  der  Tan- 
gentenrichtung der  gewählten  Kurve.  Die  elementaren 
Komplexkegel  (7  0  sind  Kegel  dritten  Grades,  und  jede 
Komplexkurve  im  Sinne  von  Lie,  welche  zu  diesen  Kegeln 
gehört,  liat  die  Eigenschaft,  daü  für  sie  und  ihre  entsprechende 
die  iielatioQ  besteht: 

kä  —  cos  9  =  A       cos  fe^. 
r  R 

Besondere  Vereinfachungen  treten  auch  hier  ein,  wenn 
man  eine  konforme  Transformation  des  Baumes  be- 
trachtet, d.  h.: 

7* 
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3^, 


setzt.  In  (liosciii  Falle  erhält  man  die  Gleichung  2)  am  ein- 
i'acbstea  durch  Differentiatioa  der  Xdeutität: 


nämlich  aus: 

Es  ergibt  sich  so  leicht: 


3) 


(-  dz  dßxa)  :^Q*(dXd*XÄ)  +  2  (dxxa). 


Setzt  man: 


so  wird: 


o 


1^  =  K}\  k^K, 
und  aus  8)  folgt  nnnmehr: 

dS  2  T 


ds 

—  —  cos  V 
r 


wo  mit  T  die  Determinante: 


dj\  (Ix^  (Ix^  I 
•C|   x^  x^ 

«I  ö» 


=  (ßxxa) 


bezeichnet  ist.  Je  nach  Wahl  der  willkürlichen  Grötien  a,- 
erhiilt  man  so  verschiedene  Folgerungen  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  5). 

Da  nach  4): 

cos  Oi  — -  cos  jii     Xi  ^ 

—   =    2^2:,  Cosa,, 

«  o 
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so  liegen  die  beiden  Kichtungen  cos  a,,  cos      (t  =  1 ,  2, 3), 
gegen  weiche  die  Winkel  der  Binormalen  entsprechender  K  urven 
za  nehmen  sind,  in  einer  Ebene  mit  dem  iiadins  vecior 
und  letzterer  halbiert  den  Winkel  zwischen  oosoi  und 

—  cos^. 

W^ählt  man  nun  insbesondere      =  x,,  so  wird  cos  a<  • 

—  cos  Ai{i  =  1,  2, 3),  und  es  folgt,  da  jetzt  jT  =  U, 

 cos  V  ■■aö— 

Bezeichnet  man  daher  die  Richtung  der  Binormalen  ent- 
sprechender Kurven  mit  b  resp.  B,  so  ist  für  zwei  solche 
Kurven  immer: 

cos  (q,  B) 

^cos(e,6)  =  ^  • 

Setzt  man  dagegen: 

«8  =  9  i  Vi  —  fl^tVn 
wo  (pi,  v'i  irgendwelche  Funktionen  tod  »  sind,  so  ist: 

wie  man  leicbt  durch  Multiplikation  von  T  mit  der  Deter- 
minante (7  v  ß)  erhält.  Nimmt  man  nun  7,  ~  Xi  (i  =  1,  2,  8), 
so  wird  wegen  üa»a?,  —  0  jetzt  cos  a,  =  cos  A,.  Ist  endlich  1/' 
eine  homogene  Funktion  von  der  Ordnung  Null,  deren  partielle 
Differentialquotienten  die  V'itV'tfV's         so  wird: 

zu)^l«'ich  steht  die  Hichtunj;  cos  a,  senkrecht  uut"  dem  Hadius 
Tector  ^  und  der  Normalen  der  KcgeiHäclie     =  const.  Kiuer 
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jeden  Kurve  entspricht  vermöge  der  konformen  Abbilduni; 
eine  zweite  derart,  dali  zwischen  den  Kosinus,  welche 
die  Binormalen  mit  der  zum  Radius  vector  senkrecht 
stellenden  Tangente^  derjenigen  Kegelfläche,  aut  der 
die  Kurve  liegt,  die  Beziehung: 

—  ~cos(<,0)=  cos{t,B) 

besteht;  dabei  ist  natürlich: 

Ähnliche  Sätze  kann  man  auf'  dieselbe  Weise  erhalten. 
Dabei  handelt  es  sich  um  die  Frage,  wann  T  bis  auf 
einen  Faktor  ein  vollständiges  Differential  wird. 

Setzt  man: 

T^^QidXi^{dxx«p), 
wobei  die  tpi  beliebige  Funktionen  von  x^,x^x^  smd,  so  muls 
bekanntlich: 

identisch  verschwinden.  Eine  einfache  Umformung  liefert  dafür 
die  Gleichung: 


^"^dx, 

dXi 

BXi  t 

Vi 

=  0, 


welche  identisch  bestehen  mufi.  Diese  Bedingung  ist  ersichtlich 

erfüllt,  wenn  die  drei  Funktionen  (p  homogenen  Funktionen 
gleicher  Ordnung  von  j?,         proportional  sind. 

Allgemein  aber  gilt  folgender  Satz: 

Der  Ausdruck  T  kann  dann  und  nur  dann  auf  die 
Form  /«d  F  gebracht  werden,  wenn: 
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ist,  wo  A,  B  willkürliche  Funktionen  der  x  sind,  und 
die  Qi  willkürliche  Funktionen  von  der  Ordnung  Null 
bedeuten.   Dies  VS&i  sich  auf  folgendem  Wege  zeigen. 

Jene  Identität  verlangt,  daü  die  '6  Funktionen  der  Be- 
dingung: 

1,2,3 

genflgen,  wo  A,  /i  iigendwelche  Funktionen  der  x  sind.  Diese 
(»artielle  Differentialgleichung  oder  vielmehr  die  folgende: 

wobei  S  {x^^  x^j  x^f  9>t)  =  0  gesetzt  ist,  liefert  das  simultane 
System: 

dx^  l  d  x^:  d  x^:  d^k  =  -/i^i  :  X^IX^'  ^Xk  -j-  /* 
Ton  dem  zwei  Integrale: 

8)  5  =  «..  l'c, 

bekannt  sind.    Man  ündet  für  A;  =  1 : 

dXj^  a?s  -  '  '  '^a?,' 

wo  1,  fi  aus  i,  fi  dadurch  hervorgehen,  daß  man  vermöge  8) 
jB,  und  durch  die  Konstanten  c^,  und  ersetzt.  Integriert 
man  die  letzte  Gleichung  durch  eine  Quadratur,  so  folgt: 

mitbin  ist  das  Integral  von  7)  für    =  1 : 
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WO  eine  willkürliche  Funktion  ihrer  Argumente,  und  die 
Konstanten  uiul  m  ß  und  Ä  wieder  vermöge  8)  zu  eot- 
i'erueu  siud.    Ebenso  wird: 

80  daß  allgemein: 

9)  q>i^XiA^  +  Qi 

gesetzt  werden  kann.  Der  Differentialausdruck  T  kann  daher 
nur  dann  durch  Multiplikation  mit  einem  integrierendeo  Faktor 
die  Gestalt  eines  totalen  Differentials  annehmen,  wenn  er,  ab- 
gesehen Ton  einem  willkürlichen  Faktor,  in  die  Form: 


10) 


(dxxQ) 


gebracht  werden  kann.  Data  dies  auch  hinreichend  ist,  ^eht 
aus  der  obigen  Betrachtang  herror,  ^)  läßt  sich  aber  auch  direkt 
zeigen.   Setzt  man  nämlich: 

^1 »  ^  f 

so  entsteht  aus  10),  abgesehen  Ton  einem  Faktor: 

dri  0 
f     ^  1 

und  diese  Dift'erentialfonii  lüLit  sich ,  da  sie  nur  von  zwei 
Variabein  abhänirt,  immer  mittels  eines  integrierenden  Faktors 
als  vollständiges  Diü'erential  ansehen. 


>}  Man  orkennt  unmittelbar,  daß  durch  9)  die  Integrabilitfttsbe- 
dingang  für  T  erfüllt  ist. 
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Aus  den  Gleichungen: 

i  .  dU 

s 

welche  jetzt  bestehen  müssen,  folgt  übrigens  durch  Summation: 

80  dafi  das  Int^ral  Ton  TasQ  die  Form  i^aconst  erhält, 
wo  Q  eine  homogene  Funktion  der  Ordnung  Null  ist,  welche 
eine  EegelflSche  bedeutet.  Auch  der  spezielle  Ansatz  6)  ist 
hierin  enthalten.   Setzt  man  nftmlich  in  9): 

wobei  tp,  O,,  ^9,  homogene  Funktionen  der  Ordnung  Null 
sind,  so  ist  nach  9): 

und  zu|^eich  kann  man  wieder  drei  Funktionen  /*„  will- 
kürlich 80  annehmen,  daß: 

ist;  man  hat  nur  die  willkürliche  Funktion      der  Gleichung: 

I    f^       f.  f. 

6, 

d  v'  a     a  V' 


gemifi  zu  wfthlen. 


Digitized  by  Google 


so  wird: 


106         Sitzung  der  matb.-phjs.  Klaaae  vom  2.  Mftn  1907. 

Zieht  man  noch  dritte  Differentiale  hei  der  Trans- 
formation in  Betracht,  su  ergeben  sich  im  allgemeinen  keine 
einfachen  Beziehungen  mehr.  Bei  der  allgemeinen  linearen 
Transformation  ist  natürlich: 

eine  Invariante,  und  dies  gilt  für  jede  beliebige  Zahl  von 
Varial)eln.   Dies  iäUt  sich  z.B.  f ür  ^  Variubulu  auf  foigendeui 
Wege  zeigen. 
Setzt  man: 

X,-^«".?^^+*   i- 1,2,3; 

und  hieraus  folgt  unmittelbar,  indem  man  die  rechts  stehenden 
Differentiale  der  Xt  auf  die  linke  Seite  setzt: 

(rf  X    X  d*  X)  =  {äx  d'x  d'x)  ^, 

WO  A  die  Determinante  der  Koeffizienten  der  vier  linearen 
Formen: 

S  a.it  A  4-  ^^»1     «  «  1,  2,  3»  4 

ist.  Hieraus  folgt,  daß  bei  jeder  })rojektiTen  Transforma- 
tion einer  Kurve  die  invariante  Beziehung: 
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dS^  ^  (Is^  i 

besieht,  wo  dS,  ds  die  Bogeneleroente,  R,r  die  Krümmungs- 
halbmesser, T,  r  die  Toraionsradien  bedeuten. 

8  6- 

Konforme  Baumtransformation  einer  Flfiche. 

Irh  füge  endlich  die  Formeln  für  di«'  Triinsfornuition 
einer  Fläche  vermöge  der  konformen  liaumtransi'or- 
mation:^) 

X  =         =«^!H- + 4 

Q 

liin/u.  Sind  die  Xi  Yon  zwei  Parametern  v  abhängig,  so 
erhält  man: 


9X( 

d  X,  1 

2xi  dg 

du 

d  U  Q* 

du 

_  dx,  1 

~  dv 

0^     ^  at4  av     ^  av  au 

nebst  iilinlichen  Ausdriiiken  ftlr  die  anderen  zweiten  parti'  llen 
Difi'erential (Quotienten.    Aus  diesen  Gleichungen  eihält  mau : 

2)  (X, ,  X«  X.)  =  ^1  a?»«,) 

(Xf,  Xu  Xf)  =  J  {x,,  Xu  x„) 

Einige  der  in  diesem  l'ani<^'!;ii)hen  enthalt^'nen  Uetnichtiint;«'n 
lind  vermutlich  längst  bekannt;  ohne  dieselben  würde  über  diese  Arbeit 
keinen  Abecfalnß  erlialfcen  haben. 


2e.  , 

 g  [X  Xu  Xj,) 

6. 
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ISind  PiiJ^i^Pi  die  llichtungskosimis  der  Normalen  der  ersten 
Fläche  c,f\g^  £^  F,  G  die  Fundamentalgrößen  erster  und 
zweiter  Ordnung  derselben/)  Pj,P„Pg,  Cp/i,^',,  E^^F^.G^  die 
entsprecliendea  Gh:öfiea  für  die  transformierte  Fläche,  so  ist: 

Q 

Zur  Abkürzung  mag: 

gesetzt  werden.   Nun  erhält  man: 

ixxnx^jl'^  =  Q^{ey  -  r  -  Ol 

wo: 

daher  wird: 


wo  /I  der  erste  Differentialparameter  iftt;  <i  ist  jedoch  mit  dem 

Vorzeichen  von  '^PiXi  zu  nehmen.    Man  hat  nun  aus  2): 

.  E  2ea 

*  "  Q* 

«  _    ß  _  2jro 

Ich  bestimme  ferner  die  Richtungskosinus  der  Normale 
der  transformierten  Fläche.   Für  OrGßen       Q„  Q„  die  nur 

Dabei  iit: 

-  -  '0-l'=9u»v  -  dv  fu-       =  - Si»        •  •  • 
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um  einen  positiven  Faktor  von  den  P,,  1*^  verschieden  sind, 
erhält  man  leicht  aus  1)  die  Gleichungen: 

und  durch  deren  Auflösung: 

hieraus  folgt: 
mithin: 

Hiermit  sind  die  Kosinus  der  Normale  der  transformierten 
Fl&che  in  der  Fonn: 

•    du    ^  dv 

dargestellt,  welche  eine  unmittelbare  Beziehung  der  Lage  der- 
selben jjegen  die  Normale  der  ursprünglichen  Flüche  liefert. 
Für  den  Winkel  co  zwischen  den  beiden  Kormalen  folgt  nach  5): 

cos  cü  =  1  —  2  J  (ß); 

die  Kurven  J(p)  =  const  sind  daher  auf  der  gegebenen 
Fläche  dadurch  ausgezeichnet,  daß  der  Winkel  ent- 
sprechender Normalen  konstant  bleibt. 
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Auch  folgt  aus  5): 


oder: 


wie  man  ül)rijL;»*iis  aiicli  innuitt«'ll»;ii-  aus  4)  fin«len  kann,  wenn 
man  die  transtormi^Tt*'  Flüche  zur  ursprünglichen  macht;  diese 
Formel  zeigt,  daü  der  Kosinus  des  Winkels  der  Flächen- 
normalen  mit  dem  Radius  yector  bei  der  Transfor- 
mation unge&ndert  bleibt»  wie  übrigens  zu  erwarten  war. 

£s  ergibt  i^ich  ferner  aus  4): 

e^du^t^f^dudv^^y^dv^       ^    edu- +  2/(1  udv -\-ydv^ 

Bezeichnet  man  nun  den  Krtimmnnpfshalbmesser  eines 

Nornjalschnittes  lÜr  irgend  eine  auf  der  ur8|»rün«rlichen  Fliu  he 
gemessene  Kiclitung  durch  r,  die  entsprechende  durch  Jl, 
so  folgt: 

R  r 

Insljesondere  wird  al)er  für  irgend  zwei  von  demselhen 
Punkte  ausgehende  Uichtungeu: 


Man  kann  also  sagen:  Die  Differenz  der  Krümmungen 
zweier  zu  einem  Punkt  der  Fläche  gehörigen  Normal* 

schnitte  bleibt  bis  auf  den  Faktor  — durch  die 
Transformation  un geändert, 

Ist  osO,  so  erhält  man: 

R  r 
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A.  Voss:  Konforme  Tmnaforuatiuu  und  Krümmung. 


III 


d.h.  die  KrUniiiuin  j^tn  der  Normalschnit  te  bleiben  bis 
auf  den  Vektor  — »j'  ungfändert  in  allen  Punkten, 
in  denen  die  Fläche  von  ihrem  zum  Zentruni  der 
loTersion  gehörigen  Tangentenkegel   berührt  wird. 

Ist  dagegen  r  «00,  also  die  Richtung  auf  der  gegebenen 
Flüche  die  einer  Hanptiangente,  so  wird: 

1 


E 


oder:  Bei  der  konformen  Transformation  gehören  zu 

(Itn  beiden  11  ;iu  j)ttan  gent«'ii  richtungen  <'ines  Fliichen- 
puuktes  Nor  mal  schnitte  mit  gleicher  Krümmung  —  2o.') 
Auch  die  Formeln: 


-.4  +  2 


welche  sich  auf  die  mittlere  Krümmung  und  das  Krümmungs- 
mati  beziehen,  mögen  erwähnt  werden,  deren  Verwendung  fOr 
Minimalfifiehen  ersichtlich  ist. 

Endlich  gilt  für  beliebige  Größen  et,  a,  die  invariante 
Beziehung: 

i  ETG'  :  !  EFG 

'  1 
^'  f  9'  o  \  e  f  g  . 


a^  , 


«1  «s 


Bedeuten  daher  a,,  a^,  o,  homogene  Difierentialformen 
gleicher  Ordnung  in  du,dvt  so  hat  man  den  Satz: 
Das  System  der  Kurven: 

I  EFG 
^  f  9 

  i  «1  «8  a« 


^)  Man  vgl.  die  konforme  Transformation  der  Rcgelflftcbeii,  insbe- 
•ondere  die  der  Flächen  zweiten  Umdes,  u.  w. 
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ist  invariant  bei  der  konformen  Transformation.  Ein 
ganz  spezieller  iTall  davon  ist  die  Invarianz  der  Krüm- 
mungslinien,  und  zwischen  den  Radien  T,  T,  der  geodä- 
tischen Torsion  einer  Kurre  und  ihrer  Transformierten  be- 
steht also  allgemein  die  Besiehung: 

1\         ^  T' 


Digitized  by  Google 


113 


Sitzung  der  math.-phys.  Klasae  vom  4.  Mai  1907. 

Herr  Wilhelm  Ko^rad  Röswex  hält  einen  Vortrag:  ^Über 
<lie  Leituntr  der  Elektrizität  in  Kalkspat  und  über 
den  Einfluü  <ler  X-Strahleii  darauf.* 

Der  Vortrag  wird  an  anderer  Stelle  yerölientlicht  werden. 

Längere  Zeit  zurückliegende  Beobachtungen  Ober  den  EinflutI 

von  X-Strablen  auf  das  Verhalten  verschiodener  .sofrt'nnmitrr 
Isolatoit  n  /w  isi  iu'ii  anlicgt'iKit'ii  ]>l;ittenrr»rinig»^Mi  Elektiodt'ii, 
denen  ein  Spaiinungsunteisehied  erteilt  wurde,  veranlatiten  den 
Vorti'agenden  unter  Mitwirkung  des  Herrn  Dr.  Joff£  zu  unter- 
suchen, inwieweit  von  einem  elektrischen  Leitungsvermögen 
dieser  Körper  gesprochen  werden  kann.  —  Diese  im  Jahre  1904 
angefangene  Untersuchung  erstreckte  sich  zunächst  auf  Kalk- 
spat, und  sie  ergab  u.  a.:  1.  Die  Glütigkeit  des  Ohmschen 
Gesetzes  für  die  Bewegung  der  Elektrizität  in  diesem  Körper; 
2.  die  Existenz  einer  unter  Umständen  njieli  Tausenden  von 
Volt  zäiilenden  IN»]arisatitjnsspannung;  3.  als  Sitz  dieser  [Polari- 
sation nicht  das  ganze  Innere,  sondern  lediulicli  die  Stelle  des 
Kristalls,  die  unmittelbar  unter  der  Kathode  liegt;  4.  <Iie  P»  - 
recbtigung,  von  einem  meßbaren  Leitungsvermögen  einer  Kalk- 
spatplatte sprechen  zu  dUrfen;  5.  einen  sehr  großen  Einfluß 
der  Temperatur  auf  dieses  Leitungsvermögen;  dasselbe  steigt 
zwischen  0®  und  100**  um  nahezu  IP/o  des  jenml igen  Betrages, 
wenn  die  Temperatur  um  P  zunimmt. 

Nachdem  diese  und  andere  Er!rel)nisse   irfwonnen  waren, 
glaubte  der  Vortragende  als  Kesultat  irüherer  Beobachtungen 
1907.  8iUang«b.  d.  maUu-phyB.  KI.  g 
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mitteilen  zu  dflrfen,  daß  das  elektrische  LeitungsTermögen  desl 

Kalkspats  durch  Bestrahlung  mit  X-Strahlen  beträchtlich  —  I 
z.  B.  auf  das  100  bis  200  fache  des  An faiigs wertes  —  erhöht  ( 
Werden  kann.  Diese  W  irkung  der  \-Strahlen  änliert  sich 
aber  erst  im  Laufe  der  Zeit,  so  daü  bei  gewülmiicher  Tem- 
peratur manche  Tage  nach  der  Bestrahlung  vergehen  müaseD, 
bis  der  Kalkspat  das  Maximum  seines  LeitungsTermögens  er- 
halten hat.  Durch  Erwarmen  kann  dieser  Prozess  beschleunigt 
werden.  —  Ein  Rflckgang  des  LeitungsvermOgens  auf  den 
Wert  vor  der  Bestrahlung  kann  rasch  durch  intensiTes  Er- 
hitzLMi,  lang^samer  durch  üiäüitxes  Erwärmen  des  Kristalls  be- 
wjikt  Werden  urjd  findet  auch  luiclist  wahrscheinlich  bei  ge- 
wöhnlicher Temperatur,  aber  erst  im  Verlauf  von  einer  sehr 
langen  Zeit  (wohl  von  vielen  Jahrhunderten),  statt. 
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Sitzimgsbericlite 

der 

Königl.  Bayer.  Akademie  der  Wissensckaften. 


Mathematifloh-phTaikalische  KlasBd. 

Sitzang  Tom  8.  Juni  1907. 

1.  Herr  Kasl  Gosbsl  trag  die  Resultate  einer  Reihe  ex- 
perimentell-morpliologischer  üntersuchungen  vor. 

Diese  bezogen  sich  1.  auf  don  Generationswechsel  der 
Farne.  Das  Prothallium  und  die  an  ihm  infolge  der  Be- 
fruehtung  entstehende  Fampflanze  werden  gewöhnlich  aU 
scharf  voneinander  unterschiedene  .Generationen*  betrachtet. 
Es  zeigte  sich  jedoch,  da£  an  isolierten  Blättern  junger  Fam- 
pflanzen mit  vollständiger  Übersi>i  ingung  der  Sporenbildung 
Prothallien  entstehen  können  oder  Mittelhildungen  zwischen 
solchen  und  Blättern  oder  endlich  neue  FarnpHanzeTi.  Diese 
Tatsachen  zeigen,  daü  die  Prothallien  wesentlich  nur  eine 
rudimentäre  Ausbildung  des  Farnkrautes  selbst  darstellen. 

2.  Die  Bedingungen  der  Wurzelbildung.  Für  diese  sind 
nicht  nur,  wie  vielfach  angenommen  wurde,  nur  äußere,  sondern 
such  innere  Bedingungen  maßgebend.  An  den  unverletzten 
oberirdischen  Stammteilen  der  Gartenbohne  z.  B.  läfit  sich  auch 
wenn  sie  verdunkelt  und  feucht  gehalten  werden,  keine  Wurzel« 
büdung  hervorrufen,  wohl  aber  dann,  wenn  die  Verbindung  mit 
^em     urzelsysteni  unterbrochen  ist.    Dali  dieses  die  Wurzel- 

tM7.  SiUtugstk  d.  iMtik-phyn  KL  9 
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bildung  am  ^Sproü  vcrliindort,  wenn  es  sel])st  in  AVachstum  be- 
griffen ist,  wurde  auch  dadnrch  gezeigt,  daü  die  Wurzelbildung 
am  Sproß  bei  unverletztem  Wurzelsystem  dann  erzielt  werden 
konnte,  wenn  das  letztere  auf  5^  abgekühlt  oder  durch  ver- 
minderte Wasserzufuhr  inaktiyiert  wurde. 

3.  Die  Blattbildung  an i])hibischer  Pflanzen.  ManchePflanzen, 
die  sowohl  als  Wasserpflanzen  wie  als  Landpflanzen  leben  können, 
besitzi'n  zweierlei  Vfrscliiedcne  Blattlornicn,  , Luntlljliitter*'  und 
Wasserblättcr".  Der  Vortragende  zeigte,  dati  hier  nicht  eine 
direkte  Wirkung  der  Umgebung  aul"  die  Pflanze  vorliegt, 
sondern  daß  die  relative  Menge  organischer  Substanzen  dar- 
über entscheidet,  welche  Blattform  entstehen  soll.  Es  konnte 
die  Landform  auch  im  Wasser  erzielt  werden,  speziell  dann 
wenn  durch  Zusatz  geringer  Mengen  Ton  Eupfiarsulfat  eine 
Beschleunigung  der  Stoffwechseltätigkeit  hervorgerufen  wird. 

2.  Herr  Sie<imlm»  Güntheu  legt  eine  Abhandlung:  a£in 
Naturmodell  der  Düneubildung*  vor. 

Gegen  die  durchgehende  Annahme,  kontinentale  Dünen 
mül.Ut'ii  stets  in  der  Form  von  .Barclianen",  Sandhaufen  uiit 
einer  die  Leeseitc  t  inm-hmendcn  Ih'ihlung,  auftreten,  sprechen 
gewisse  auüerordeutlich  regelmäüige  Gebilde  in  <i«'r  kaliforni- 
schen Wüste.  Diese  Ausnahme  von  der  Norm  hängt  mög- 
licherweise mit  der  Entstehung  des  merkwürdigen,  Tom  Wasser 
des  Goloradoflusses  gespeisten  Salton  Lake  zusammen,  dessen 
Bildung  auf  das  bepachbarte  Landschaftsbild  einen  tiefgehenden 
Einfluß  ausgeübt  hat. 

3.  Herr  AVuhklm  Komeid  Kontoen  Oberreicht  eine  Arl>eit 
von  Herrn  AitNoi.D  Sommekfeld,  Professor  für  theoretische  Physik 
an  der  Universität,  »Über  die  Bewegung  der  Elektronen*. 

Die  Arbeit  hefatit  sieh  nicht  mit  der  heutzutage  besonders 
dringlichen  Flage:  Wie  sind  die  physikalischen  Grundlagen 
der  Elektronentheorie  zu  gestalten,  um  sie  mit  gewissen  prin- 
zipiellen Erfahrungen  auf  elektrischem  und  optischem  Gebiete 
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in  Einklang  zu  bringen?  Vielmehr  handelt  es  sich  hier  lediglich 
um  die  mathematischen  Folgerungen  derjenigen  Anschauung 
von  der  Natur  der  Elektronen,  die  sich  ursprünglich  als  die 
einfachste  dargeboten  hat:  eine  unverSnderliche,  den  Raiun 
gleichmäßig  erfüllende,  kugelförmig  begrenzte  Ladungsrer- 
teilung.  Es  waren  n&mlich  zu  Anfang  des  Jahres  von  Herrn 
LiKDEMANN  Einwände  gegen  die  mathematische  Znlässigkeit  der 
Theorie  erhoben  worden,  welclie  insbesondere  das  interessanteste 
Ergebnis  der  Elektronentheorie,  die  Aussicht  aui"  eine  elektro- 
magnetische Begründung  der  Mechanik,  in  Frage  zogen.  Unter 
anderem  ergab  sich,  daß  die  gleichförmige  Bewegung  des 
Elektrons  nicht  ohne  äußeren  Kraftaufwand  bestehen  könne. 

Demgegenüber  glaubt  Verfasser  durch  Ausrechnung  eines 
Zahlenbeispiels  zeigen  zu  können,  daß  jener  äussere  Kraftauf- 
wand nach  den  Formeln  des  genannten  Autors  einen  so  enormen 
Betrag  haben  müßte,  wie  er  von  der  Erfahrung  sicher  nicht 
liestätigt  wird.  \'erf.  sieht  den  Grund  für  diesen  Widerspruch 
teils  in  einer  jdiysikaliscli  ungerechtfertigten  Wahl  des  Antangs- 
zustaudes  für  das  Potential  des  bewegten  Kh'ktrons,  teils  in 
der  weiteren  mathematischen  Behandlung  dieses  Potentials.  Den 
Einwänden,  welche  tob  derselben  Seite  gegen  irühere  Unter- 
suchungen des  Verf.  erhoben  worden  sind,  glaubt  Verf.  in 
▼ollem  Umfange  begegnen  zu  können. 
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Von  Kftri  GoebeL 
L  Kfinstlioh  hervorgenifMa  Apotporie  bei  Famen. 

Als  vor  30  Jahren  die  Mitteilungtüi  von  Prin*j;sluMm  M  und 
Stalil  erschienen,  welche  zeigten,  dala  aus  Moossporogoimn 
Proionema  durcli  Auswachsen  lon  nicht  zur  Sporenbiidung 
yenvendeten  Zellen  hervorgehen  kann,  lag  die  Frage  nahe,  ob 
bei  Pteridophyten  nicht  ein  analoger  Vorgang  zn  erzielen  sei. 
Versnche,  welche  ich  in  jener  SSeit  in  Würzburg  anstellte, 
blieben  aber  erfolglos,  nnd  ebenso  ist  es  wahrscheinlich  auch 
anderen  ergangen.  Später  lernte  man  auch  bei  Pteridophyten 
die  Tutsache  der  Aposporie  kennen,  die  bei  manchen  Farnen 
unter  Unterdrückun<x  der  Sporenbiidung  regelmäßig  auftritt, 
80  z.  B.  bei  Athyrium  äiix  t'ennina  f.  clarissima.  Erscheint 
hier  die  Überspringung  der  Sporenbildung  als  eine  durch 
•innere*  Ursachen  bedingte,  ao  zeigen  andere  Fälle  wie  der 
Tor  kurzem  fQr  ein  Exemplar  von  Asplenium  dimorphum  be- 
aehriebene,*)  daß  sie  bei  einer  sonst  normalen  Fampflanze 
olienbar  «induziert'  werden  kann.   Denn  hier  zeigte  sie  sich 

')  Pring8heim,  .Über  die  Sprossun^  der  Moosfrüchte  und  den 
Uenerationswecbscl  der  Thallophjten*.  Jahrbäcber  far  wissenBcbafÜiche 
Botenik  XI,  1  (1878)  (Oes.  Abbandl.  II,  p.  265).  —  K.  Stahl,  ,Über  kOnstUch 
berrorgemfene  Pkotonemabüdnog  an  dem  SporoKonium  der  Lanbmooae*. 
Bot  SSeitiing  1876,  p.  619. 

•  Ooebel,  Aposporie  bai  Aspleniam  dimorphum.  Floca,  Bd.  95 
(Gig..ild.  z,  Jahrg.  1905),  p.  889. 
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an  einer  während  mehrerer  Jahre  beobachteten  Püanze  nur 
einmal  an  einem  Bhitte  —  hier  aber  sehr  reichlich  — ,  später 
nicht  mehr;  auch  an  einer  aus  einer  Adventivknospe  gezogenen 
Tochterpflanze  des  vorerwähnten  Exemplares  trat  bis  jetzt  keine 
Aposporie  ein;  sie  bildete  nach  den  sterilen  Blättern  normale 
Sporophylle.  Die  Erscheinung  künstlich  henrorzurafen  gelang 
aber  auch  bei  dieser  Pflanze  nicht.  So  gehingte  man  zu  der  An- 
sicht, welche  Bower*)  folgendermaßen  ausgesprochen  hat:  'Both 
apugainy  and  apüsj)üry  are  decidedly  rare  jili*  nuinena :  that 
they  appear  for  the  most  part  in  plants  ot"  variable  species 
and  under  conditions  of  cultivation  which  are  not  those  normal 
to  the  plants.  Moreover,  attempts  to  induce  apospory  tbougb 
successfül  in  certain  Moeses,  have  been  entirely  witiiout  results 
in  fenis.* 

Ein  solches  negatives  Resultat  konnte  indes  ?on  einer 

weiteren  Verfolgung  der  Frage  nicht  abhalten.  Es  wäre  z.  B. 
möglich,  dat.!  die  Sporenbildung  übersprungen  werden  könnte, 
zwar  nicht  an  allen  Blättern,  aber  an  solchen,  die  in  ihrer 
Beschafienbeit  von  der    normalen abweichen. 

Aus  zwei  GrUnden  schienen  mir  die  ersten  Blätter  der 
Keimpflanzen  des  Sporopbyten  zu  solchen  Versuchen  bescm- 
ders  geeignet.  Einmal  hatte  sieh  früher  gezeigt,  daß  solche 
Primärblätter  bei  einer  andern  zu  den  Pteridophyten  gehörigen 
Pflanze,  bei  Lycopodium  inundatum  durch  ihre  Regenerations- 
iähigkeit  von  den  Blättern  der  älteren  Pflanze  abweichen,") 
also  eine  andere  ^innere*  Beschaflenheit  besitzen,  als  diese. 
Ein  zweiter  Grund  war  die  Beobachtung,  daü  an  einer  apogam 
entstandenen  Keimpflanze  von  Trichomanes  Kraussii  das  erste 
Blatt  zu  einem  Prothallium  auswuchs. ')  Dies  legte  die 
Annahme  nahe,  daß  vielleicht  Keimpflanzen  speziell  bei 
apogamen  Famen  plastischer  seien  als  ältere.  Ich  veranlagte 
deshalb   Fräulein  H.  Vesselovska   zunächst    zu  Versuchen 

1)  Bower,  Annala  of  botany,  VoL  IT  (1890),  p.  868. 
^)  G  0  0  bei,  ^Über  Prothallien  und  Keimpflanien  von  Lycopodiam 
inund.it.im*.    Hot.  Zeitunp  1887,  Nr.  12, 

^)  Vgl.  die  ol>en  erwähnte  Abbandlong  ttber  Asplenium  dimorphnm. 
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mit  Primärblättern  von  apogam  entstandenen  Notoehlaena- 
Keimpflanzen,  nnd  als  diese  ein  positives  Resultat  ergeben  hatten, 

aucli  zu  .sük'hen  mit  den  Friniärblättt'in  uines  normalen  Farns, 
dessen  Kt'ini[>Hanzen  gerade  zur  Hand  waren,  der  Gyinno- 
gramme  fariuifera.  Das  dabei  erhaltene  llesultat,  betreÜ's  dessen 
ich  auf  die  yorläulige  Mitteilung  ^)  und  die  spätere  ausführliche 
Arbeit  von  U.  Vesselovska  verweise,  war  so  interessant,  da6 
es  geboten  schien,  die  Frage  weiter  zu  verfolgen. 

Es  sei  deshalb  im  folgenden  über  die  bis  jetzt  von  mir 
ausgeführten  Versuche  berichtet.  Es  wurden  dabei  verwendet 
die  Primärblätter  von 

Aneiuiia  Dregeana 
Alsopbila  van  Geertii 
Ceratopteris  thalictroides 
Oyrnnogramme  chiysophylla. 
Polypodium  aureum 
Pteris  longifolia 

Außerdem  standen  mir  nur  noch  Keimptianzen  von  Marsilia 
Drummondii  und  zwei  Adiantum-Arten  zur  Verfügung,  diese  er- 
gaben ein  negatives  Resultat,  alle  anderen  untersuchten  Farne 
ein  positives.  Es  ist  m5glich,  daß  die  Adiantumblätter  an  sich 
auch  regenerationsf^g  sind,  und  nur  absterben,  ehe  die  Wachs- 
tumsvorgänge,  die  bei  anderen  beobachtet  wurden,  eingeleitet 
werden. 

Das  Verfahren  bestand  darin,  daü  die  Primärl)lätter  von 
der  Prianze  getrennt  und  teils  auf  Torf  teils  auf  sterilisierten 
Lf>hm  ausgelegt  wurden.  Dabei  ging  eine  größere  Anzahl  der 
Blätter  zugrunde,  andere  aber  zeigten  das  merkwürdige,  im 
folgenden  näher  zu  schildernde  Verhalten. 

Es  traten  nämlich  Regenerationserscheinungen  verschie- 
dener Art  auf.  Entweder  bildeten  sich  an  den  Blättern  neue 
Pflanzen,  oder  es  entstanden  an  ihnen  Prothallien,  mehrfach 
auch  Cicbilde,  die  nach  ihrem  Baue  sich  als  Mittelbihlunj^cii 
zwischen  Prothallien  und  Blättern  erwiesen.   Während  sie  im 

<)  Berichte  der  Deutseben  BoUn.  GeselUehaft  1907,  Bd.  XXV,  p.  86. 


Digitized  by  Google 


122 


Sitzung  der  math.-phys.  Klasse  vom  8.  Juni  1907. 


ersteren  Falle  also  ein  weiteres  Beispiel  bieten  für  3en  Satz, 
daß  Keimpflanzen  vielfach  ein  größeres  Kegenerationsvermögen 
aufweisen  als  ältere  Pflanzen,*)  stellt  der  zweite  eine  künstlich 
hervorgerufene  Apo.sporie  dar.  Die  beiden  Fälle  können  an 
den  verschiedenen  Blättern  eines  und  desselben  Farns  auftreten 
und  sind,  wie  erwähnt,  durch  Ubergangsglieder  miteinander 
verbunden.  Im  folgenden  seien  die  beobachteten  Tatsachen 
kurz  geschildert. 

1.  Polypodium  aureum. 
Diese  Pflanze  stelle  ich  voraus,  weil  ich  an  ihren  Primär- 
blättern bis  jetzt  nur  das  Auftreten  von  Adventivsprossen  nicht 
aber  auch  das  von  Prothallien  beobachtet  habe.    P.  aureum 
gehört  zu  den  Farnen,  an  deren  Blättern  normal  nie  Sprosse 


Fig.  1.  RegenerstionserschrinuDKon  an  abgeschnitteDen  Prim&rblSttern  von  Polypodiani 
aunjiim.  I.  Finrr  der  ZellbScker  der  Ülattuntomeite  im  jugendlichen  Zustand  stark  TcriL;r. 
II.  Ulatt  mit  AdventivHprossuncon,  an  zweien  davon  je  ein  Ulatt  wahrnehmbar.  III.  Primär- 
blatt  mit  Alteren  AdventiTbildungen,  an  denen  ausser  dem  ersten  Blatte  (/?)  auch  dio 
Stammknospo  A'  acbon  wahrnehmbar  ist.  II.  und  III.  arbwäeher  vergr.  als  I. 

auftreten,  während  solche  bekanntlich  bei  einer  großen  Anzahl 
anderer  Farne  sich  vorfinden.*)  An  abgeschnittenen  Primär- 
blättern treten  nach  einiger  Zeit  auf  der  Blattunterseite  eine 
oft  sehr  beträchtliche  Zahl  von  Zellhöckern  auf,  vielfach  grup- 
penweise (Fig.  1,  II),  aber  ohne  irgendwelche  bestimmte  An- 

*)  Goebel.  , Über  Regeneration  im  Pöanzenreich'.  Biolog.  Zentral- 
blatt, XXII.  Bd.  (1002),  p.  486. 

^)  Vergl.  W.  Kupper,  .Über  Knospenbiklunf^-  an  Farn  blättern*. 
Flora,  Bd.  96  (1906),  p.  337. 
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Ordnung.  Die  Höcker  fanden  sich  teils  über  den  Leit])ündeln, 
teils  zwischen  ihnen,  ihre  Spitze  wuchs  zu  einem  Blatte 
ans,  während  in  dem  unteren  Teil  des  Höckers  ein  Sproß- 
vegetationspunkt auftrat  und  an  der  Basis  eine  größere  Anzahl 
Ton  Rhizoiden  sieh  bildete,  an  gekrümmten  Höckern  speziell 
auf  deren  konvexer  Seite. 

Die  Organbildung  an  diesen  Höckern  habe  ich  nicht  nSher 
untersucht.  Man  findet  vielzellige  Höcker,  an  denen  noch  keine 
Differenzierung  aufgetreten  ist.  Es  ist  mir  sehr  wahrschein- 
lich, daß  das  erste  Blatt  und  der  Stammsclieitel  unabhängig 
voneinander  auftreten.  Wurzeln  bilden  sich  erst  spät,  ihre 
Stelle  wird  zunächst  versehen  von  den  Rhizoiden,  welche  be- 
trichiliche  Lange  erreichen  und  teilweise  verzweigt  sind. 

2.  Alsophila  van  Geertii.O 

An  einem  Blatte  erschien  schon  8  Tage  nach  der  Aus- 
saat nahe  der  Basis  des  Blattstiels  ein  Zellböcker  (|>  Fig.  2, 1), 
welcher  später  einem  Adventivsproß  den  Ursprung  gab. 

Die  anderen  Blätter  zeigten  fast  sämtlich  Aussprossungen 
am  Rande  (Fig.  2,  H,  HI,  IV,  Fig.  3).  Die  Zellen  waren  hier 
dicht  mit  Stärke  gefüllt  und  gingen  in  den  meristenmtischen 
Zustand  über.  Meist  entstanden  dal  »ei  mehrschichtige  Zell- 
körper, welche  in  dem  Aussehen  ihrer  Zellen  mit  Prothallien 
übereinstimmten,  aber  an  einzelnen  Steilenäpaitöffnungeu  trugen. 
Diese  Sprossungon  flachten  sicli  dann  später  ab  und  wuchsen 
etwa  wie  ein  Thallus  einer  schmalen  Aneura  weiter;  wie  ein 
solcher  Aneurathallus  hat  auch  die  eben  beschriebene  pro- 
thalloide  Bildung  Rhizoiden.  Welch  beträchtliche  Entwick- 
lung sie  erreichen  kann,  geht  aus  Fig.  7  hervor.  Trotz  des 
ümfangs,  welchen  die  prothalloiden  Bildungen  hier  erreicht 
haben,  waren  Sexualorgane  an  ihnen  nicht  aufgetreten. 

In  anderen  Fällen  treten,  wie  Fig.  2,  IV  zeigt,  aus  dem  Blatte 

')  Benützt  wurden  im  hiesif^en  liotaiiisrhen  Garten  erlogene  Keim- 
pflanzen. Für  die  Richtigkeit  der  BezeichnuDg  vermag  ich  nicht  ein- 
sosteben. 
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Fig.  2.  AlsopliiU  vaii  Geertii  I.  Primärblall  (scliwaeh  vor^'i  i  an.-ueli  ^'t  am  18.  Fcbrnar; 
gezeichnet  am  1'6.  Februar.  Ks  bat  an  seiner  ßaeis  die  Anlage  eiues  AdTentivaproHS«« 
entwickelt,  welche  eplter  y.ablrt-irlio  Hliitter  entwickelte.  II.  Sproisong  am  Rand  einox 
Prinlrblattea  einen  Monat  nach  der  Auaeaat.  Die  Zellen,  welelie  augoiTMlMen  aiod,  dicht 
mit  Stirice  erfBUt.  III.  Itlatt  (aehwlebcr  fttrgr.X  u  deaseii  Bade  Birk  8rtw«re  pretkal- 
leide  AuewAehae  ebne  Intereellalarrlnme,  aber  mit  xwei  SpaltOffnangen  (Spa)  es  l wickelt 
haben.  IV.  IHiaaelbe  Blatt  ITT.  welches  am  18.  Min  frezeichnet  worden  war  am  IS.  April 
AuBHor  don  rwei  in/wischen  weüir  gowacbscncn  ])rotlialloiden  Spnmsungen  haben  *icb 
Frotballieu  audi  in  der  Bucht  zwischen  den  beiden  Lappen  d«a  l'rimirblattea  gebildeL 


Fig.  3.   Alaophila  van  Gi'-jrtii  T  Prinuirblatt  (it■s^«on  einer  L:qtiM>n  imrh  dem  Ab.Hcbficiilon 
noch  bedeutend  Bich  vererosHott  hat,  mit  noeb  wenigxelligen  protballoiden  Aaawflcbeeii 
II.  rrimürhlatt  mit  gr.lsaeron  AaswQchMII,  M  dlMM  timalM  SpdtSAimfMk 
III.  £iit  8taek  dee  AoswoehMS  UlrlMr  vefgr. 
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tig.  4.   Alsophila  ran  Oocrtii.    PrimilrbUtt  mU  Aueuia  ähnlichen,  grossen.  prothallotdM 
Answaehaan  (di«M  aobraraart«  am  aie  Tom  uraprOngUehwi  BUtto  «bxalMbeo). 

ri'sp,  aus  den  an  diesem  «Miistandeiien  Zollen  Zellreihen  hervor, 
ganz  wie  bei  der  Keimuug  der  Fanisporen,  weiche  sicli  am 
Ende  zu  einer  Zellfläche  erweitern. 

3.  Qymnogramme  chryso- 
phylla. 

Mit  dem  s()t*})en  beschriehenen 
Verhalten  stimmt  im  wesentlichen 
tiherein  das  der  Primärblätter  von 
G.  chrysophylla,  wie  aus  den  Ab- 
büdongen  Fig.  5—7  henrorgehen 
wird.  Anch  hier  entstanden  teils 
typische  Prothallien,  teils  Mittel- 
bildungen  zwischen  solchen  und 

Blättern,    d.  h.    mehrschichtlire  am    Fig.  6.   Gyranogramm«  Chrjsophyll». 

ande  wachsende  (Telulde,  welche  d.n  SproMang«".  «bwaoh  rergr. 
uu  stände  sind,  opaitöitaungen,  ja      um»  spmmg  stirkw  T«rgr. 
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Fig.  7.  OymnoKr.  chryaopliylU.    L  Primlrblntt  mit  Kprosauiigcn.    II.  OberM*  Teil  (kr 
BproMKOf  nchl«,  stlrker  vcrgr.  (etwas  schiof  Monlioh  goMchen).  III.  Frotballoid* BprMMUif 
■Ii  UaarpapiU*  (daa  a«webe  tei  in  aütUMMi  T«U«  OMbneliMiai). 
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sogar  Leitbündel  zu  entwickeln.  So  ist  z.  B.  in  Fig.  6  ge- 
zeichnet ein  Blatt,  aus  dessen  Fläche  zwei  prütlialloide  Bil- 
dungen hervorsprossen ,  von  denen  eine  zwei  SpaltöÜhungen 
entwickelt  hat  (Sp.  Fig.  6). 

In  Fig.  7,  m  ist  eine  andere  derartige  Blattsproesung 
gezeicbnet,  welche  in  ihrem  mittleren  Teile  mehrschichtig  war 
OTid  am  Rande  zwei  Papillen  trug,  wie  sie  nicht  an  Prothallien, 
wohl  al)er  an  jungen  Blättern  vorkommen.  Endlich  zeigt 
Fig.  7,  I  i'in  Primärblatt  mit  vier  Sprossungen,  von  denen  eine 
(rechts  oben)  ein  Leitbündel  in  ihrem  mittleren  Teile  entwickelt 
hat,  das  aber  nicht  ganz  bis  zur  Basis  hinuntergeht.  Fig.  7,  U 
zeigt  die  Oberansicht  des  oberen  Teiles;  man  sieht,  daß  Ter- 
hSltnismäßig  zahlreiche  Spaltöffiiungen  vorhanden  sind,  welche 
ziemlich  weit  über  die  Oberflftche  heryorragen. 

Hier  liegt  also  ein  Gebilde  vor,  das  wir  als  ein  rudimen- 
täres Blatt  bt^trachten  können.  Daß  es  aus  rinem  anderen 
Blatte  hervorgesproßt  ist,  ist  nichts  so  Sonderbares,  wie  es 
zunächst  erscheinen  könnte.  Denn  ganz  dasselbe  kommt  — 
abgesehen  von  dem  unten  für  Oeratopteris  anzuführenden  — 
normal  bei  Ütricularia-Arten  und  bei  Famen  vor,  welche  an 
ihren  Blattspitzen  Knospen  entwickeln.  Andererseits  kommen 
auch  hier  ganz  typische  blattbürtige  Prothallien  yor. 

Pteria  Iwigiltolla. 
Hier  traten  nur  ProthaUien  an  den  Prim&rblfittem  auf 

und  zwar  sowohl  auf  der  Blattfläche  (Ober-  und  Unterseite) 
als  am  Blattstiel  (Fig.  8).  Die  Prothallien  brachten  es  auch 
zur  Bildung  von  Antheridien  und  Archegonien.  Leider  gingen 
die  auf  ein  anderes  Substrat  übertragenen  Prothallien  zugrunde, 
neue  Pflanzen  entstanden  an  ihnen  also  nicht.  Die  Arche- 
gonien sckienen  nicht  ganz  normal  zu  sein,  wenigstens  waren 
die  Halsteile  abnorm  stark  grün,  doch  wurden  sie  nicht  naher 
untersucht,  um  nicht  die  archegonientragenden  Prothallien 
zerstören  zu  müssen.  Das  eine  Protballium  hatte  zwei  ge- 
gliederte .Haare"  am  Hände  entwickelt,  wie  sie  sonst  dm 
Prothallien  uioht  zukommen  und  die  Zellen  unter  diesen  Haaien 
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Fi«.  &  PUna  loBgifoUiL  Links  Stflek  der  BlattfllelM  «Ibm  PrinlrbUttM 
ProtlMlliM,  stark  rsrgr.s  rsehts  PrlmirbUtt,  so  dssswi  8U«1  PnthalUan 

sind,  SQkwseh  Tsrgr. 


Ifc  jnscM 


glichen  luehr  den  Epidermiszellen  eines  Blattes  als  deu  übrigen 
Prothalliumzellen. 

Ceratopieria  thaliotroides. 
Bei  diesem  Farn  wurde  zun&cbst  ver- 
sucht, ob  auch  die  Sproßachse  Ton  Keim- 
pflanzen imstande  sei«  Prothallien  her- 

vorzuljrin^en. 

Es  wurden  deshalb  an  t  iiier  Anzahl 
von  Stämmchen  der  Sproijvegetations- 
punkt  und  die  Blätter  entfernt. 

An  dem  Stämmeben  einer  jungen 
Pflanze,  welches  am  23.  April  auflgel^ 
worden  war,  hatten  sich  am  5.  Mai  aus 
Oberflficbenzellen   nahe  an  dem  noch 

Fig.  9.  CiLitoptcris  tli  ilictrol-     i      ii-  i        i         i  r  »  /  i  ii 

d.».  Unu<rti  ivil  li.r  sproM-  di'utlicli  erk('nnl)ar{'n,   r  iil;    (dem  liau- 

n  8»ugorgan,  Prothallien.  stoninu)  drei  I 'rot lui lluMi  entwickelt 
welch«  lirh  an  der  hu'ta  der    ^  •  v      ...  ....  i         xj-  i. 

KMmpiisni«  gsuidsi  ksbML    (i^ig.        eui  groLteres,  scbun  üachen- 
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Fi«.  iO.  CeratopUrii  UulieUoidcs.   I.  BUU  mit  ZcUkdrpern.   II.  Ein  aolebu  Z«llkörper 
■HgfciT  iMiil—t.  m.  ÜB  iwllvCw  PftaMM»  flM  BMmÜm. 

fijrnjiges  und  zwei  kleinere  noch  wenigzellige.  Nimmt  man 
ältere  KeimpHanzen.  so  entwickeln  sich  am  Stämmchen  keine 
Prothiillien,  sonclem  es  entüteht  nahe  der  apikalen  Schnitt- 
Üäche  ein  Adventivsproü,  der  an  Stelle  des  entternten  Vege- 
totionspiiiiktes  tritt  Ceratopteris  bildet  bekanntlich  nie  Seiteo- 
sprosBe  ans  —  wenigrtens  in  den  bis  jetzt  beobaehteten  Fällen  — ; 
die  soeben  angeBIhite  Beobaehtnng  zeigt,  daß  die  Sprofiaekse 
dnrch  AdrenttT-Knospenbfldung  ihre  weitere  Ezistens  retten 
kann,  wenn  die  Endknospe  verloren  ije;^rangen  ist. 

Die  Priniärblättor  von  Ceratopteris  zeigten  interessante 
Regenerationserscheinungen. 

Zunächst  'nd  zu  erwähnen,  daß  an  den  abgeschnittenen 
Blättern  nicht  selten  Khizoiden  auftreten  (Fig.  10.  Iii).  Solche 
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findet  man  allerdinfrs  gelegentlich  auch  an  festsitzenden  Blät- 
tern, aber  wie  es  stln  iiit  nur  dann,  wenn  die  Wurzeln  be- 
schädigt oder  zu  üruude  gegangen  sind.    BenierkL-nswert  ist 

auch  die  starke  Stärkeallhäufung  in 
den  Primärblättern,  namentlich  in 
/  X  deren  unterem  Teile. 

l  ^      \  Damit  mag  es  Tielleicht  znsam- 

\         menhangen,  daß  die  Neubildungen 
\  n   voi*z»g^^^6ise  in  der  Basalregion 
Vy      der  Blätter  auftreten  (Fiir.  10  I, 
I        Fig.  11),  indes  sind  sit*  k<  ines\\egs 
l  J  J  I        auf  diesen    Teil    beschränkt,  sie 

\        Ij  I        linden  sich  auch  in  der  Mitt<?  der 

\      -^^"-"-.-.^    /        Blätter  und  selbst  nahe  deren 
\       \  Spitze. 
\s._Ji^^  Die  Neubildungen  finden  sieh 

Fig.  Ii.  Blatt,  aua  deasen  suai  ain  teils  am  Rande  teils  auf  der  Flficbe 
ProthalU».  (D  h«T«n«ipml  int  Priniiirblütter,  und  zwar  sind 

l)(  i(le  lilattsf'iten  zu  ihrer  Hervor- 
bringung befähigt.  Sie  entstehen  gewöhnlich  in  Gestalt  von 
Zellkörj)ern,  deren  Zellen  mit  Prothalliunr/ellen  übereinstimmen 
und  lihizoiden  hervorbriugen.  Später  wachsen  diese  Zellkörper 
aus  entweder  zu  normalen  Prothallien,  oder  zu  Mittelbildungen 
zwischen  solchen  und  BlSttem.  Solche  Mittelbildungen  finden 
sich  an  dem  in  Fig.  12  gezeichneten  Blatte  in  yersebiedener  Aus- 
bildung. Das  mit  1  bezeichnete  Gebilde  gleicht  äul^erlicli  einem 
sclinialen,  lang  gestielt«'n  l^latte,  dessen  oberer,  der  -Spreite 
entspreeheiider  Teil  eiuscliichtig  ist,  wiiluend  der  schmälere 
Teil  mehr  zylindrisch  gestaltet  und  mehrschichtig  ist.  Der 
obere  Teil  zeigt  nun  dadurch  eine  gewisse  Annäherung  an  den 
Blattbau,  dafi  seine  Zellen  gewellte  Wände  haben  (Fig.  12 
rechts  oben),  ähnlich  wie  dies  bei  einer  Blattepidennis  der 
FaU  ist 

Weiter  gebt  schon  die  Annäherung  in  der  mit  2  bezeich- 
neten Sproüung,  welche  ebenso  wie  3  schräg  von  der  Seite 
gesehen  erscheint  und  dadurch  die  Abilachung  des  oberen 
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Fig.  12.   l'rimiLrblfttt,  aa  welchem  die  NeobildnngeD  Mbon  bedeotenü  beraogewacbaen 
■iai.  Kridimg  ia  Tnk  Obw  milt  dM  Ead«  tob  I  •tlrk«r  TwirSiMrt 

Teiles  nicht  deutlich  erkennen  Iftfit.  Hier  war  der  obere  Teil 

zweischichtig  und  besafa,  obwohl  keine  Interzillularräume  vor- 
handen waren,  eine  Spaltötl'nung,  auL'ierdt^iii  gleicli falls  gewellte 
Zellen.  3  endlich  besaß  an  einzelnen  Stellen  ein  intercellular- 
raumreiches  Meiienchym,  wie  es  in  den  Primärblättem  auf- 
tritt, und  mehrere  SpaltöfEaungen.  Außerdem  besaia  es  an 
aeinem  Stiele  die  Andeutung  einer  der  Schuppen,  welche  am 
Stiel  (und  bei  den  Folgeblfittem  auch  an  der  Spreite)  der 
Ceratopterisblfitter  auftreten.  Es  lag  hier  also  eine  unsweifel- 
hafte  Mittelbildung  zwischen  Blatt  und  Prothallium  vor.  Wollte 
man  je  noch  daran  zweifeln,  so  sei  verwiesen  auf  Fig.  13, 
welche  zeigt,  daß  an  diesen,  mit  Spaltöffnungen  verseheneo, 
Mittelbildungen  auch  Antheridien  auftreten  können. 

If07.  aitniifih.  d.  aatlMyhya.  KL  10 
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Die  in  Fig.  12  mit  1 — 3  bezeichneten  Gebilde  entsprangen 
nicbt  etwR  aus  einer  Sprofiacbse,  sondern  waren  unabbilngig 

YOneinauder.  Uiu  die  Lbergangsnatur  noch  deutlicliLT  /u  de- 
monstrieren,  wurde  versucht, 
ob  es  gelänge,  unzweil'ellialte 
Blätter,  die  au  einem  S[)roii- 

▼egetations])unkt  entstanden 
sind,  auf  eine  Stufe  der  Gewebe- 
gliedening  herunterzudrücken, 
welche  der  bei  jenen  Übergangs- 
bildungen   beschriebenen*  ent- 

Es  gelang,  Blätter  hervor- 
zurufen, bei  denen  die  Eutwick- 
rv       V^'W^i \\  i  1  /       lung  eines  Leitbündels  ganz  oder 
föfl  ''  teilweise  unterblieben  war,  und 

/  ^  A     A  \        solche,  bei  denen  auch  die  Aus- 

bildung des  Mesophylls  ganz 
oder  teilweise  gehemmt  war. 
Indem  ich  betrelVs  dieser  Ver- 
suche auf  eine  anderweitige  Mit- 
teilung verweise,  führe  ich  nur 
an,  daO  diese  reduzierten  Blätter  aus  Anlagen  von  Primär- 
blättern bervorhingen,  und  daü  die  Veranlassiing  zu  ihrer  Bil- 
dung in  einer  künstlich  herbeigefftbrten  starken  Ernährungs- 
störung lag.  Jedenfalls  stimmten  diese  Gebilde  in  ihrem  ana- 
tomischen Bau  mit  den  oben  beschriebenen  Mittelbildungen 
zwischen  Prothallien  und  Blättern  überein. 

An  den  Blättern  von  Aneiraia  Dregeana  traten  prothalloide 
Sprossungen  nur  in  zwei  Fällen  auf.  Sie  fanden  sieli  teils  auf 
der  Ober-  teils  auf  der  Unterseite  des  Blattes,  waren  aber  nach 
3  Monaten  noch  so  wenig  entwickelt,  daü  ihre  Beschreibung  hier 
unterbleiben  kann.  Endlich  kommen  zu  den  genannten  Arten 
noch  die  Ton  H.  YesseloTska  untersuchten  G.  farinifera  und 
Notochlaens  Marantae;  die  apogamen  Pellaea-  und  Kotochlaena- 
Arten  sowie  Trichomanes  Kraussü  reihen  sich  gleich&Us  an. 


Fig.  13.  C<«ratopteri»  thalictrnides.  Mittel- 
bildungen zwischen  Blatt  und  Prothallium. 
A  AatlMridtois  ßp  8p«ltdAmiif. 
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Sb  unterliegt,  da  die  untersncliten  Arten  ganz  zuföUig 

herausoregritlen  waren,  wohl  keinem  Zweifel,  tlaü  die  Fälii^'keit 
iler  l*riiniii  l)]ätter,  die  besrlii  ielteiieii  merk  wUrdij^eii  Uetreiierations- 
erscheinun»^eii  hervorzubringen,  eine  hei  P^arnen  weitverbreitete 
ist.  Sie  ist  aber  normal  beschränkt  auf  die  Primärbiätter. 
Blätter  bessw.  BiattstUcke  älterer  Pflanzen  von  Trichomanes 
radicans,  Hymenophylliun  dilatatam,  Asplenium  dimorphum 
und  Lygodium  scandens,  welche  ebenso  behandelt  wurden  wie 
die  Priinärblatter,  hielten  sich  zwar  teilweise  monatelang  frisch, 
zeigten  aber  keine  Regenerationsei-scheinnnoren :  nur  bei  Tricho- 
manes radicans  traten  an  einzehien  Bhittstücken  Rliizuiden 
auf,  teils  aus  den  über  einem  Nerven  liegenden  Zellen  teils  aus 
Kaudzellen,  seltener  aus  der  Fläche  entspringend,  und  zwar 
namentlich  da,  wo  in  der  Nähe  abgestorbene  Zellen  sich  be- 
fanden, deren  Zersetzungsprodukte  vielleicht  als  Reiz  für  die 
Rhizoidenbildung  dienten. 

Indes  wird  es  möglich  sein,  auch  Blätter  alterer  Pflanzen 
so  zu  beeinflussen,  daß  sie  ohne  Sporenbildung  Prothallien 
hervorbringen  können.  Sehen  wir  dies  doch  als  Ausnahme- 
••rschoinung  bei  einer  Anzahl  von  Farnen  eintreten,  entweder 
konstant  oder  nur  sprungweise,  so  bei  dem  oben  erwiüiuteu 
Anplenium  dimorphum. 

Wie  bei  den  Prothallien  dieser  Pflanze  ist  es  auch  an 
den  apospor  entstandenen  Prothallien,  die  an  den  Primärblättern 
entstanden,  bis  jetzt  nicht  gelungen,  Keimpflanze  zu  erzielen. 
Indes  ist  dies  wohl  nur  den  Eulturbedingungen  zuzuschreiben. 
Werden  diese  günstig  gewählt,  so  ist  zu  erwarten,  daß  an 
den  Prothallien  oder  an  den  Mittelbildungen  zwischen  Pro- 
thallien und  Rlätteru  Keimptianzeu  entstehen  und  zwar  wahr- 
scheinlich a})ogam. 

Die  beschriebenen  Tatsachen  zeigen,  dafi  die  Fähigkeit 
zur  Aposporie  offenbar  bei  den  Famen  weit  Terbreitet  ist. 
Wo  sie  bei  Siteren  Pflanzen  auftritt,  yerhalten  sich  also  deren 
Blätter  so  wie  die  PrimSrbIfttter  in  den  hier  beschriebenen 
Versuchen.  Wenn  man  teilweise  Spitzenaposporie  und  Sorus- 
aposporie  unterschieden  hat,  je  nachdem  die  apospor  entstan- 

10» 
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denen  Prothallien  aus  den  Blattspiizen  oder  dem  Sorna,  spexiell 
den  Sporangienanlagen  hervorgehen,  so  isfe  das  schon  des- 
halb kein  prinzipieller  Unterschied,  weil  beides  bei  ein  und 
derselben  Pflanze  vorkommt.  So  z.  B.  bei  dem  von  Bower 
genau  untt  rsiu  litt'n  Atli\  riuni  tilix  ieuiiiia  f.  clarissima.  Bower 
hat  nur  Sorusaposporie  beobachtet  Schneidet  man  aber  Blätter, 
die  noch  keine  Anzeichen  von  Sporaugienbildung  zeigen  ab, 
so  wachsen  in  überraschend  kurzer  Zeit  die  Spitzen  zu  Pro- 
thallien ans.  Daß  gewöhnlich  nur  die  Sporangien  das  tun, 
dürfte  darin  begründet  sein,  daß  die  Aposporie  um  so  leichter 
eintritt,  je  mehr  das  Gewebe  noch  embryonalen  Charakter  hat 
Bei  einem  filteren  Blatte  sind  aber  die  Sporangienanlagen  die 
Stellen,  welche  embryonale  Beschaffenheit  besitzen,  und  der 
soeben  gemachten  Annahme  entsprechend  am  leichtesten  zu 
Prothallien  auswachsen. 

Drei  Folgerungen  scheinen  sich  mir  aus  den  beobachteten 
Tatsachen  vor  allem  zu  ergeben.  Die  eine  ist  die,  daß,  wie 
schon  früher  hervorgehoben  wurde,  die  Teile  der  Keimpflanze 
bezüglich  ihres  Begenerattonavermögens  anders  sich  Terhalten,  als 
die  älterer  Pflanzen.  Wir  sahen,  daß  aus  beliebigen  Aufienzellen 
des ,  Dauergewebes  *  dieserKeimpflanzenprothalloide  Sprossungen 
hervorgehen  ktinnen,  eine  Bestätigung  dos  Iriihei  ')  aufgestellten 
Satzes,  „dal.j  auch  das  Dauergewebe  bei  KeinipHanzen  (das  tiich 
ja  vom  embryonalen  Gewebe  ableitet)  ein  anderes  ist  als  später; 
das  in  ihm  vorhandene  „Keimplasma"  ist  ja  von  der,  durch 
die  anderen  Organe  bei  älteren  Pflanzen  erfolgende  Beeinflussung 
noch  frei,  es  ist  die  .Inkrustation*  noch' eine  geringere,  die 
Rückkehr  zum  embryonalen  Gewebe  noch  eine  leichtere.* 

Es  zeigte  sich  femer,  dafi  die  Bl&tter  der  Keimpflanzen 
nicht  stets  dieselben  Hegenerate  ergeben.  Es  können  entstehen 
entweder  Adventivsprosse  oder  Prothallien  oder  Mitti'Uiildungen 
zwischen  Blättt  rn  und  Protliallien.  Über  die  Ursache  für  diese 
Verschiedenheit  läüt  sich  eine  sicher  begründete  Ansicht  nicht 
aussprechen.   Aber  es  ist  mir  höchst  wahrscheinlich,  daü  sie 

1)  Ober  Begeneiation  im  Fflaazeamch  p.  487  (BioL  Zentralbl.,  1902). 
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begrOndet  ist  in  der  Yerschiedenlieit  der  Baustoffe,  welche 
diesen  PrimfirblSttem  ffir  ihre  Neubildungen  zur  Verfügung 
stehen.   Sahen  wir  doch,  daß  auch  an  Stelle  nonnaler  Bl&tter 

sich  solche  erzielen  lassen,  welche  in  ihrem  Bau  mit  den  be- 
sprochenen Mittolbildungen  übereinstimmen.  Es  verliält  sich 
die  Sache  offenbar  ähnlich,  wie  bei  den  früher  huschrieljenen 
BegeneratioDserscheinuugen  bei  Metzgeha  iurcata.  Hier  kann 
am  Thallus  als  Reg^nerat  entweder  ein  Zellfaden  oder  sofort 
ein  flachenf5miig  entwickelter  Thallus  auftreten.^) 

Endlich  zeigen  die  angeführten  Tatsachen,  dafi  zwischen 
den  zwei  , Generationen*  der  Farne  kein  scharfer  Unterschied 
vorhanden  ist.  Man  hat  einen  solchen  neuerdings  in  der 
rhromosomenzahl  finden  wollen  und  gewil.^  ist  dir  Tatsache 
sehr  wichtig,  daß  das  Frothallium  gewidinlicli  die  x  —  oder 
haploide,  der  Sporophyt  die  2z  —  oder  diploide  Generation 
darstellt.  Indessen  zeigen  die  neueren  Beobachtungen  von 
Strasburger  und  Farmer,  daß  es  auch  Prothalüen  mit  nicht 
reduzierte  Ghromosomenzahl  geben  kann,  daß  also  die  Form- 
Terschiedenheiten  zwischen  beiden  Qenerationen  jedenfBÜs  mit 
der  OhTomosomenzahl  nicht  zusammenhftngen.  Wie  es  sich 
mit  der  Keduktioiisli  age  betreffs  der  prothalloiden  Sprossungen 
an  Farn-Primärldättern  verhält,  ist  bis  jetzt  nicht  untersucht 
worden.  Die  Analogie  mit  den  von  Farmer  und  Digby*)  neuer- 
dings untersuchten  aposporen  Prothalüen  spricht  dafUr,  daß 
eine  Reduktion  nicht  stattfindet.  Wenn  Keimpflanzen  an  den 
Prothalüen  sich  bilden,  werden  sie  also  wahrscheinUch  apogam 
entstehen  —  es  soll  bei  neuen  Versuehsserien  darauf  besonders 
geachtet  werden. 

Zwischen  einem  Famprothallinm  und  einer  Fampflanze 
sind,  von  der  ZellktTiiverschiedenheit  abgesehen,  keine  i^nul.ieiL'ii 
Dlllerenzen  vorhanden,  als  zwischen  einem  Moosprotonema 
und  einer  Moospflanze.    Das  zeigen  schon  die  Mitteiformen 

V^'l.  Hrickschlag^äbildun^eii  und  8piüsaungeu  bei  Metzgeriiv.  Floni, 
86.  Bd.  (1893),  p.  69. 

3)  Farmer  and  Digby,  stadies  in  apoapury  and  apogam j  in  fenu. 
Annals  of  botaoy,  vd.  XXI,  April  1907. 
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und  die  Tatsache,  dai^  an  den  Primärblättern  entweder  Pflanzen 
oder  Prothaliien  entstehen  können. 

Man  könnte  die  erwähnte  Erscheinung  natürlich  auch 
phylogenetisch  ausdeuten,  und  z.  B.  das  FarnprothaUiam  be- 
trachten als  ein  rudimentäres,  Sexualorgane  tragendes  Fam- 
blatt, zumal  ja  dit'  Kntsteluing  eines  Fainl)lattes  wie  luiuie 
Uiiteisiichun^^en  gelehrt  hal)en,  und  auch  oheu  ilurcli  ein 
weiteres  Beispiel  belegt  wurde,  nicht  notwendig  an  das  \  or- 
bandensein  eines  Sprossvegetationspunktes  gebunden  ist.  Der 
Gbtmetophyt  würde  dann  eine  Hemmungserscheinung  dar- 
stellen ,  aber  sonst  dem  Sporophyten  .wesensgleich*  sein. 
Mit  solchen  Spekulationen  gerät  man  aber  auf  einen  durchaus 
unsicheren  Boden.  Geratener  als  der  Versuch,  auf  ihm  ein 
neues  Hyj)othesengebaude  zu  errichten,  wird  der  sein,  das 
Problem  des  Generatit)nswechsels  durch  weitere  experiiueutelle 
Untt  rsuchungen  zu  fordern. 

ISchlieijlich  sei  noch  auf  eine  andere  Frage  hingewiesen, 
für  welche  die  angeführten  Tatsachen  yon  Interesse  sind.  Ich 
habe  früher  an  Utricularia  nachzuweisen  versucht,  daß  die 
Unterschiede  zwischen  den  Organkategorien  Sprofi  und  Blatt 
nur  relative  sind,  und  daß  in  den  Knollen  der  Dioscoreen') 
Gebilde  vorliegen,  die  teils  Sproß-,  teils  Wurzelcharakter  liaben. 
An  den  Primärblättern  der  Fain«'  liaben  wir  andererseits  Mittel- 
bildiiiiLTen  zwischen  Blättern  und  I'rotliuliicn  entstehen  sehen, 
zudem  zeigen  die  Krtalirungen  bei  einer  ganzen  Anzahl  von 
Famen,  dai»  ein  Blatt  direkt  aus  einem  andern  hervorsproesen 
kann. 

Allerdings  gibt  es  Botaniker,  welche  der  Ansicht  sind, 
daß  zwischen  den  Organkategorien  Zwischen-  oder  Übergangs- 
formen unmöglich  seien.    Mir  scheint  a])er,  daß  man  zu  der 

letztgenannten  Ansicht  nur  gelungen  kann,  wenn  man  sich 
den  zu  ihr  nicht  passenden  Tatsachen  verschlieft.* 

»)  Vgl.  Flora,  93.  JJU.,  p.  167  ff. 
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2.  Über  die  Bedingungen  der  Wurzelregeneration  bei  einigen 

Pflanzen. 

Neubildung  von  Wurzeln  findet  bekanntlich  bei  vielen 
Pflanzen  statt  an  isolirten  Pflanzenteilen,  bei  manehen  auch 

an  der  unverletzten  Pflanze,  wenn  die  für  die  Wurzelbildung 
günstigen  äußeren  Bedingungen  gegeben  sind.  Das  Haupt- 
interesse beanspruchen  die  Pflanzen,  bei  denen,  so  lange  die 
Pflanze  unverletzt  ist,  auch  bei  günstigen  äuUeren  Bedingungen 
eine  Wurzelbiidung  an  der  Sproßachse  nicht  eintritt.  Dies 
ist  z.  B.  der  Fall  bei  Vicia  Faba  und  Phaaeolus.  Auch 
wenn  man  eines  der  Sproßinternodien  verfinstert  und  feucht 
halt,  treten  an  ihm  gewöhnlich  keine  Wurzeln  auf;  wenn  dies 
ausnahmsweise  der  Fall  ist,  so  hat  das  nach  dem  weiter  unten 
Anzutulirenden  offenbar  seinen  Grund  darin,  daü  das  eigentliche 
Wurzelsysteni  nicht  mehr  normal  ist.  Ist  das  letztere  aber  der 
Fall,  so  beruht  das  Unterbleiben  der  AVurzelbildung  an  ober- 
irdischen Teilen  offenbar  auf  einer  vom  Wurzelsysteni  aus- 
gehenden Einwirkung,  mit  andern  Worten,  das  Ausbleiben 
der  Wurzelbildung  ist  korrelativ  bedingt.  £s  wird  also  Wurzel- 
bildung eintreten,  wenn  man  entweder  die  Verbindung  der 
Sproßachse  mit  dem  Wurzelsystem  unterbricht,  oder  dieses  in 
einen  Zustand  versetzt,  in  welchem  es  seine  hemmende  Ein- 
wirkunj.,'  auf  die  Wurzelbihlung  am  Sprofi  nicht  mehr  ausüben 
kann.  Daü  ersteres  entsj)rechend  von  mir  früher  bei  Bryo- 
phyllura  ausgeführten  Versuchen  geschehen  kann  durch  eine 
Durchschneidung  eines  oder  mehrerer  LeitbUndel,  geht  schon 
aus  Versuchen  von  Mac  AUum  hervor.  Aber  auch  der  zweite 
Weg  erwies  sich  als  gangbar. 

Bs  wurde  der  Versuch  in  doppelter  Weise  ausgeführt: 

1.  12  «,'leiclistarke  PhaseoluspHanzen  wurden  in  Töpfe  ge- 
pflanzt und  das  Epikotyl  mit  Sphagnum  und  Kautschukpapier 
umgeben.  6  dieser  in  einem  feuchten  Gewächshaus  stehenden 
Töpfe  wurden  begossen,  6  nicht.  Xach  6*/»  Wochen  hatten 
die  letzteren  alle  in  das  Sphagnum  Wurzeln  getrieben,  bei 
den  begossenen  war  dies  nur  an  einer  Pflanze  der  Fall.  Diese 
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war  durch  ihre  Schwächlichkeit  den  andern  gegenQber  ausge- 
zeichnet, und  diese  hing  offenbar  damit  znsanunen,  daß  das 
Wurzekystem  dieser  Pflanze  nicht  normal  war. 

2.  All  Wasserkult uit'U  mit  kräftigem,  gesundem  Wur/tl- 
systeiiK'  Aviirde  das  Ei)ikt)tyl  in  eine  nut  Wasser  gefüllte  Glas- 
rölire  gebracht  und  das  Glas,  welches  die  Nährlösung  samt 
dem  Wurzelsystem  enthielt,  dauernd  auf  etwa  5^  abgekühlt. 
Die  Pflanzen  wuchsen  unter  diesen  Bedingungen  natürlich  sehr 
langsam,  welkten  aber  nicht.  Sie  bildeten  alle  am  Epikotyl 
schließlich  Wurzeln  aus.  Das  Hauptwurzelsystem  war  durch 
die  mehrere  Wochen  andauernde  Abktthlung  nicht  etwa  ab- 
gestorben. Es  hatte  zwar  teilweise  gelitten,  wuchs  aber,  als 
die  Pflaii/.tii  bei  15 — 20'^  weiter  kultiviert  wurden,  kräftig 
weiter.  In  diesen  Versuchen  war  das  Wurzelsystem  also  in- 
aktiviert worden  und  konnte  deshalb  die  Wurzelbildung  an 
der  Sprofiachse  nicht  verliindern. 

Über  die  Art  und  Weise,  wie  diese  korrelative  Hemmung 
ausgeübt  wird,  läßt  sich  etwas  Sicheres  derzeit  nicht  aussagen; 
betreflb  der  Auffassung,  welche  mir  die  wahrscheinlichste 
scheint,  möchte  ich  auf  früher  Gesagtes  Terweiseo. 
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Ein  Naturmodell  der  Dimenbildimg. 

Von  Sleu'miind  GHiither. 

(liiMg0lav/tn  S.  Juni.) 

Die  Lehre  von  den  Kontiiientahlünen,  die  sclu^uhar 
in  einem  j^ewissen  Gej^ensatze  zu  den  weit  länger  bekaiuitrn 
und  eingehender  studierten  KUstendünen  stehen,  ist  erst  in 
neuerer  Zeit  zum  Gef?enstande  tiefer  eindringender  Betrachtung 
gemacht  worden.  F.  Richthofen ^)  und  N.  A.  Sokolöw*) 
haben  das  Beobachtungsmaterial,  welches  überwiegend  zentral- 
asiatischen, zum  geringeren  Teile  auch  afrikanischen  Ge- 
bieten entstammt,  kritisch  gesichtet  und  daraus  Theorien  ab- 
geleitet, welche  im  wesentlichen  aucli  von  der  gesamten  Wissen- 
schaft angf'noninien  wurden,  und  zwar  nnt  gutem  (irunde. 
Fassen  wir,  minder  bel:tri;_rreiclie  Momente  auüer  acht  lassend, 
die  besonders  hervortretenden  Qesiclitspunkte  zusammen,  so 
kann  das  wohl  in  einer  These  geschehen,  welcher  der  folgende 
Wortlaut  zu  geben  wäre:  Dem  ffir  die  Meeresküsten 
'charakteristischen  Dünentypus,  dieses  Wort  im  en- 
geren Sinne  genommen,  steht  im  abflußlosen  Step- 
pen- und  Wtistenlande  der  sogenannte  ßarchaiity])us 
gegenüber.  Spricht  doch  Penck,^)  auf  eine  grul.;e  Anzahl 
beglaubigter  Mitteilungen  sich  stützend,  direkt  den  Satz  aus: 

Richthofun,  Führer  für  Forachunggi'cisendo.   Hannover  1901, 

8. 483  ff. 

SokolöW'Arsrani,  Die  Dflnen;  Bildung,  Entwicklung  and 
innerer  Ban.  Berlin  1894. 

*)  Penok,  Morphologie  der  Erdoberflache,  2.  Teil.  Stuttgart  1894. 
8.88  ff. 
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Giumlturni  der  Kontinentaldüncn  siiul  die  Biirchane.  in 
der  Sahara  Siuf  (Sing*  Sif),  in  iSUdamerika  Mädanos  ge- 
nannt" (s.  u.). 

Die  Versebiedenheit  beider  Typen  l&ßt  sieb  obne  yiele 
Worte  durcb  eine  schematiscbe  Profibseicbnnng  kennzeicbnen. 

In  Fig.  1  ist  ein  Längsdurchschnitt  durch  ein»'  normale  Strand- 
düno,  in  Fig.  2  ein  t  brnsolchor  durch  einen  I^arclian  dar- 
gestellt. Man  sit'ht,  daü  für  die  Luvseite  keinerlei  Ahweieliung 
obwaltet  und  daü  in  beiden  Füllen  auch  der  SteilabfaJl  im 
Windschatten  gleichniäiiig  vorhanden  ist.  Die  P):irchaDe  weisen 
bier  aber  eine  Niscbe  auf,  welche  den  gewöfanlicben  DCinen 
fehlt.  In  Arabien  gestalten  sich,  wie  schon  frQhere  Heise- 
schriftsteller berichteten,  and  wie  Eutin g^)  ganz  besonden 
hervorgehoben  hat,  diese  Ausschnitte  ungemein  grofiartig. 


Fig.  2. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  die  Barchane 

nicht  nur  in  der  Regel,  sondern  aussch lieülich  die  den 
kontint-ntalen  Stt'j)j)en  eigentüniliclje  Form  der  San<lan\s ehung 
repräsenti«  icn.  Gewöhnlich  scheint  das  Ktztcre  (s.  o.)  voraus- 
gesetzt ZU  werden,  aber  einer  der  gründlichsten  Konner  Inner- 
asiens, Muschketow,*)  drückt  sich  doch  nach  dieser  Seite 

^)  Eutin Über  eine  Reise  in  Innerarabien.  Verhandl.  d.  Gesellach. 

f.  Erdk.  z.  Hpvlin.  188G.  8.  266  ff. 

^)  Mu.-schketow  -  Merona,  Die  KontinentalaanddÖnen  oder  Bar« 
chane.  Deutache  Rundscbaa  f.  Geogr.  u.  Stat.,  12.  Jahrgang,  S.  148. 
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hin  etwas  Torsichtiger  nu^,  indem  er  den  niedrigen  Hufeisen- 
l^Qgel  nur  als  «die  yerbreiietsie  und  am  meisten  charakteri- 
stische Form  ftlr  alle  Wüsten  bezeichnet*.  In  dieser  Fassung 
darf  die  Angabe  gewiß  als  unbedingt  zutreffend  augesehen 
werden.  Wenngleich  über  die  Art  der  Entstehung  einer  wie 
immer  beschaffenen  Düne  in  tler  Hauptsache  Ühereinstininumj^ 
herrsclit,  so  scheint  die  Frage,  w  es  halb  die  Leeseite  so  aut- 
falleude  Abweichungen  aufweisen  könne,  doch  noch  nicht  hin- 
länLflich  geklärt  zu  sein.  Drei  Ursachen  müssen,  wie  fest- 
steht, Torhanden  sein:  £ine  großenteils  konstante  Wind- 
richtung, ein  den  Sand  fixierendes  Hindernis  und 
dieser  Sand  selbst,  entstamme  er  nun  dem  Ghrunde  einer 
grßieren,  nicht  allzu  weit  entfernten  Wasseransammlung  oder 
einer  benachbarten,  dem  Zerstörun^rsprozesse  unterworfenen 
Ge.steinsoberfläche.  Weder  das  erste  noch  das  /weite  dtn'  drei 
hier  aufgeführten  Elemente  vermag  die  Art  und  (irölie  der 
Leeböschung  irgendwie  maßgebend  zu  bestimmen;  es  niulB  folg- 
lich die  Beschaffenheit  des  Landes  von  ausschlaggebender  Be- 
deutung sein. 

Wenn  die  Sandkörner  völlig  trockene  Partikeln  von  an- 
genähert gleicher  GrOße  und  (Gestalt  sind,  so  muß  sich  auf 

der  vom  Winde  abgekehrten  Seite,  wo  jene  fast  ausschließlich 
nur  von  der  Schwerkraft  beeinlluüt  sind,  die  ProHlkurv»»  den 
Gesetzen  anpassen,  die  für  eine  aus  losen  Teilchen  zusamnien- 
gesetzte  Masse  maiigebend  sind.  Es  treten  die  gleiclien 
Verhältnisse  ein,  wie  sie  auch  für  Stratovulkane  be« 
stehen,  und  jene  Kurve  erscheint  als  eine  gegen 
außen  konkav  verlaufende  Linie.  Auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogen,  als  dessen  Abszissenachse  die  Pro- 
jektion der  Windrichtung  auf  die  Horizontalebene  gewählt 
wird,  erhält  die  Kurve  nach  Milne')  di«;  Gleichung  x  =  ax 
log  (py),  unter  (i  und  h  für  den  Einzellall  koiistaut«.'  (Jröljen 
verstanden.    Man  hat  es  sonach  mit  einer  logarithmischen 

>)  Mi  Ine,  On  the  Form  of  Yolcano«.  Geolog.  Hafi^Bs.,  (3.)  6.  Band, 
8. 887 ff.;  Farther  Notes  on  the  Fonn  of  Yolcanos.  Ebenda,  (2.)  6.  Band, 
8.fi06ff. 
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Linie  zu  tun.  Wie  dann  die  trichterförmige  Aushöhlung 
des  Sandhttgels  zustande  kommt,  ist  bekannt;  es  geht  eben  die 
Vergrößerung  des  sozusagen  im  Robbau  fertigen  Barchaas  an 
den  Bfindern  rascher  als  in  der  Mitte  Tor  sieh.  Und  da  bei 
Wüstensand  die  oben  skizzierten  Bedingungen  meistenteils  er- 
füllt sind,  so  kann  es  nicht  fehlen,  daü  der  Barchantypus  ge- 
wöhnlich in  die  Erscheinung  tritt. 

Utsetzt  aber,  die  Flugsandniasse  habe  mehr  eine  derjenigen 
des  Meeressandes  ähnelnde  Zusammensetzung,  so  werden  uns 
in  der  Struktur  jeder  einzelnen  Binnenlanddflne  auch  im  großen 
und  ganzen  die  nämlichen  Bildungsgesetze  begegnen,  welche 
uns  von  den  Kllstendttnen  her  geliufig  sind.  Der  Abfall  in 
Lee  erscheint  unregelmäßiger^  bald  konkav,  bald  auch  konTex 
oder  ganz  geradlinig  verlaufend.  Zu  der  Schwere  und  den 
Jveiljungswiderständen  tritt  eben  jetzt  noch  eine  gewisse  Ad- 
häsion der  Kiirner  hin/u.  und  alsdiiiiii  h'irt  der  Barchan- 
charakter aut  inaügebend  zu  st mti.  Dali  es  am  Meeresufer  sich 
so  verhält,  weiß  jedermann;  dati  jedoch  auch  im  Binnenlande 
sich  ein  völlig  analoger  Sachverhalt  ergeben  kann,  dürfte  minder 
bekannt  sein,  und  es  mögen  deshalb  zunächst  der  Erdstelle, 
welche  uns  dieses  Phänomen  in  seltener  Beinheit  vor  Augen 
fuhrt,  einige  Worte  gewidmet  sein.  Dieselbe  gehört  der  für 
die  physikalische  Geo<rraphie  überhauj^t  eine  Fülle  interessanter 
Proldcme  darbietenden  Stt'iipenregiun  von  S  ü d k a Ii forni  en 
an,  dem  s(H_r,. nannten  Muhave  Desert  zwischen  Saiten  im 
Osten  und  Sau  Bernardino  im  VV'esten.  Auf  der  Karte  ist 
der  in  Frage  kommende  Landstrich,  der  indessen  kein  wirk- 
liches Tal  darstellt,  als  Coahuilla  Valley  bezeichnet. 

Dem  diese  Strecke  mit  der  Soutiiem  Pacific  Railwaj  Be- 
fahrenden drängt  sich  der  merkwürdige,  oft  sehr  abrupt  sich 
vollziehende  Wechsel  zwischen  verschiedenartigen  Landschaft»- 
bilih  rn  als  eine  Signatur  iler  bei  aller  Finr<)i  niiirl<eit  doch  nie- 
mals lanirweiligm  Gegend  auf.  Zu  den  nierkwihdigsten  Ge- 
bieten gehört  nun  eine  weite,  fast  ( bene  und  nur  sehr  spärlich 
von  aufgesetzten  Frliidiungen  dui  chschwärmte  Fläche,  welche 
in  Hunderten  und  Tausenden  von  Exemplaren  das  aufweist,  was 
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in  unserer  Übeischrift  als  Naturmodell  der  Dünenbildung 
bexeiehnei  wurde.  Wohin  sich  im  Verlaufe  mehrerer  Fahrtstunden 

das  Auge  des  im  Bahnzuge  sich  befindenden  Beobachters  richtet, 
weit  mehr  jedoch  auf  der  sUdliclien  als  auf  der  nünllicheu  Seite 
der  Bahnlinie,  liegen  diese  meist  kleinen  Dünen  regellos  ver- 
streut, in  ihren  geometrischen  Verhältnissen  eine  ganz  unver- 
kennbare  Ähnlichkeit  zur  Schau  tragend.  Man  möchte  vielleicht 
einwenden,  ein  auf  eiliger  Bahnfahrt  gewonnener  Totaleindruck 
berechtige  noch  nicht  dazu,  die  morphographischen  Beziehungen 
mit  einiger  Sicherheit  festzulegen.  Allein  abgesehen  davon, 
daß  in  der  südwestlichen  Union  die  Fortbewegung  der  Züge 


Fig.  3. 


nichts  weniger  denn  rapid  ist,  und  daß  die  gute  amerikanische 
Sitte,  Aussichtswagen  beizugeben,  den  Horizont  des  Reisenden 
ansehnlich  erweitert,  gewährt  die  Ausdehnung  des  Dünenbe- 
zirkes die  bequeme  M/iglichkeit,  die  gemachten  Wahnieliujunn;.  ii 
immer  wieder  zu  revidieren.  So  kann  leicht  die  (iewühr  dafür 
übernommen  werden,  daü  die  Aussagen  über  das  Gesehene 
die  vollste  Zuverlässigkeit  besitzen.  In  Fig.  3  wird  ein  Stück 
des  Geländes  wiedergegeben,  so  wie  es  aus  der  Vogelperspektive 
erblickt  würde. 

Durchweg  ist  die  Luvseite  jedes  DUnenindividuums  genau 
ebenso  vollständig  wie  die  Leeseite  ausgebildet,  indem  nur  der 
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Neigungswinkel  auf  der  letzteren  betrfichtlich  größer  ist  Die 

elliptisclie  Basis  zeigt  sieh  allenthalben  konvex  nach  außen, 

und  Einschnitte  fehlten  «^iin/lii  Ii.  Da  die  Profillinicn  von  G<Ta<len 
nur  wenig  abweiclieu,  so  nitt  jede  einzelne  Düne  ganz  un(i  gar 
den  Eindruck  eines  s<:lii<  tcu  elliptischen  Kegels  liervor.  Der 
Umstand,  daü  dessen  MautelHUche  nicht  glatt,  sondern  gerippt 
erscheint,  muü  noch  zum  Gegenstande  einer  besonderen  Er- 
örterung gemacht  werden. 

Was  nun  den  Prozeü  der  Dünenbildiiiig  sclljst  anlangt,  so 
hängt  diesidbe  s("ll)stversliindlich  in  erster  Linie  von  dem  W  ehen 
eines  konstauten  Windes  ab.  Die  groüen  Aclisen  der  erwähnten 
0?alkurven  weisen  eine  Richtung  von  OSO  gegen  \VN\V  auf, 
womit  also,  falls  die  gewöhnliche  Vorstellung  Ton  der  Entstehung 
isolierter  Sandansammlungen  der  Wahrheit  entspricht,  die  Wind- 
richtung für  mindestens  einen  großen  Teil  des  Jahres  gekenn- 
zeichnet wird.  Und  daß  es  sich  in  der  Tat  so  verhält,  darüber 
vergewissert  uns  einer  der  wenigen  gewiegten  Kenner  dieser 
Landesteile,  O.  Loew,^)  der  die  an  Häuligkeit  weitaus  vor- 
wiegenden Südostwinde  als  Ausläufer  eines  echten  Monsuns 
anspricht.  Es  ist  jedoch  anzunehmen,  daß  diese  Luftströmung 
die  mitgeführte  Feuchtigkeit  da,  wo  sie  das  Ooahuilla-Tal  er- 
reicht, bereits  großenteils  in  heftigen  Regengüssen  abgegeben 


*)  Lo»^w,  Leutnant  W  h  e»!  1  »TS  Exprdition  durch  daa  südliche  Kali- 
fornien im  .lahre  1875.  Pett'nnainis  ( ieo^^T.  Mitt«.!il.,  1876,  S.  410.  ,K^; 
^,Mbt  jedonfalls  nur  wenige  Gegenden  auf  d<M*  Krde,  wo  zwei  «jrän/.lich 
verschiedene  Klimate  durch  eine  einzige  Bergkette  getrennt  werden,  wie 
in  Kalifornien»  wo  das  gl«ic1ifiirmige  Seeklima  des  Efttteastni^es  im 
markierten  Kontrast  zu  dem  Kontinental-  und  Wflstenklima  der  Oiilidi 
von  den  riesigen,  Mittel-  und  Sfidkalifomien  durchtidienden  Ketten 
liegenden  Ländereien  steht ...  In  besug  aaf  die  Mohave-WOste  ist  vor 
allem  zu  konstatieren,  daß  wir  ein  bedeutendes  Yorhemchen  der  Sfid* 
Ostwinde  bemerkten;  die  Regelmäßigkeit,  mit  der  dieser  Wind  blies, 
war  uns  schon  nach  kurzem  Verweilen  in  jener  Wn.st«  an%efiillen. . . . 
Als  ich  später  nach  Fort  Moliave  kam,  wunh  ü.  -;.»  Beobachtung»  aneh 
vom  dortigen  Militanipotheker  bestätigt,  der  dort  seit  drei  Jahren 
meteorologische  Beobivchtungen  angestellt  hatte.* 
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bat,*)  denn  die  Dfineugegend  mufi  als  ein  richtiges  Trocken- 
gebiet  gelten.  Der  Südostwind  ist  es  also,  dem  die  Ver- 
frachtung der  sicli  immer  mehr  verkleinenuieii  (ie.stein.>>trümnier 
und  deren  Autscliüttung  zu  kleinen  Hügeln  zuzuschreiben  ist. 

Wäre  die  Eljene  absolut  Hach,  so  würde  sie,  wie  das  iu 
Hochasien  geschehen  ist,  mit  gleichmäläigen  Stdubschichten 
Überdeckt  werden,  und  es  würde  sich  eine  äolische  For- 
mation Ton  ganz  anderem  Wesen  herausbilden,  als  dies  tat- 
sfichlich  der  Fall  gewesen  ist.  Die  Ebene  ist  aber  besetzt  mit 
einer  unzähligen  Menge  kleiner  und  kleinster  Hindernisse  der 
Luftbewegung,  mit  gewissen  IM  lanzon,  und  jede  von  diesen  hat 
als  ein  Ansatzj)unkt  der  lUinenbildung  gedient.  Die  früher 
beliebte  Detinition  der  Wüste  als  eines  gänzlich  vegetationslosen 
Teiles  der  Landoberfläche  wird  in  der  Gegenwart  nicht  mehr 
als  richtig  anerkannt;  der  Gegensatz  zwischen  ihr  und  der 
Steppe  ist  kein  absoluter»  qualitativer,  sondern  lediglich  darin 
ist  der  Unterschied  zu  suchen,  dafi  die  Gew&chse  in  der  Wüste 
noch  armlicher  und  spärlicher  nach  Arten-  und  Individuenzahl 
auftreten,  als  bei  der  anderen,  minder  monotonen  Bodenform. 


')  Daß  dem  so  sei.  iK  wcisL'u  wiederum  die  iMittoilun^«'!!  Loews  in 
V«'rl»iudiing  mit  der  AuLopisie.  Östlich  von  tlrr  I>iinenre^''ion  /ieht  sicli 
namhch  ein  Landstrich  hin,  dessen  Nütiir  von  derjenigen  jener  orsteren 
in  der  entachiedensten  Weise  ahweu  ht.  Die  iiuljerst  tiefen,  cinttnarl  i<,'en 
Regenrisse,  welche  sich  allerorts  linden  und  kein  unbeträchtliches  Ver- 
kehnhiad^mia  sieben,  und  naeh  Loew  dareh  die  gewaltigen  Wolkcn- 
bitlche  awgefhrcht  worden,  die  dutoh  die  Sfldostwinde  bedingt  su  sein 
pflegen.  Weiter  dben  im  Gebirge  dienen  diese  .Drj  Waabes*  umge- 
kehrt der  Verkehrserleichterung,  weil  man  in  denselben  immer  noch 
leichter  als  auf  den  steilen  Felsh&ngen  vorwftrts  kommen  kann.  Ohne 
eine  Zone  von  Zwiachenformen  geht  diese  Eroaionala&dBohaft  im  Westen 
unvermittelt  in  die  Dünenlandschaft  über,  die  natürlich  auch  durch  die 
UoriBOntaliUkt  ihres  Bodens  der  Zerstörung  durch  die  meteorischen  Ge* 
wftsser  viel  weniger  Angriffiipankte  hot,  die  aber  sweifellos  auch  an  und 
für  sich  ungleich  trockener  als  die  östlich  angrenzenden  Gebiete  sein 
ma&.  Auch  die  im  Winter  hiiulij^'en .  mit  viel  gerin*,'erer  Inf ensität 
wehenden  Nordwest  winde  haben  heim  L'lM'isrhreiten  iler  KiittenlxurdiHere 
den  aus  dem  iStiüen  Ozean  mitgebrachten  Waäüerdaropt'  zum  größten 
Teile  ausgeschieden. 
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«Arizona  und  Keu-Meziko  besitzen,"  so  fiufiert  sich  Drude,0 
»mehr  Steppenphysiognomie,  welche  im  südöstlichen  Kalifornien 
znr  Mohave-  und  CKlawÜste  von  tranri|^r  EinOde  ausgepiüsTt 

ist."  Die  CharakterpHanzc  dieser  bei  aller  Starrheit  doch  durch- 
aus iiiclit  eigentlich  unschönen  Landschaft,  die  sich  auch  tlurch 
häutige  Sandtrombcu  und  durch  das  nicht  seltene  Aul  treten 
der  Fata  Morgana  (Mi rage)  als  richtige  Wüste  zu  erkennen 
giht,  ist  die  graugrüne  Artemisia  trideutata,  welcher  von  den 
Amerikanern  der  recht  treffende  Name  Sage  Brush*)  beigelegt 
worden  ist.  Mit  ihren  rauhen,  verfilzten  Ästen  dem  Winde  in 
den  Weg  gestellt,  hat  diese  niedrige  Staude,  die  niemals  Gruppen 
bildet,  sondern  immer  nur  ganz  vereinzelt  wächst,  alle  Eigen- 
schaften eines  Sandfanges.  Sie  wirkt  ganz  ebenso,  wie  dies 
anderwärts,  wenn  Sand-  oder  Schneedünen  (S astrugi)  gebildet 
werden,  kleine  Bodeuwarzen,  Felsblöcke,  Zäune  tun,  und  ragt 
sehr  häutig  aus  dem  sie  Uberdeckenden  Sandhügel  her?or,  dessen 
höchste  Stelle  markierend. 

Über  zwei  der  Voraussetzungen,  von  denen  das  Zustande- 
kommen der  Dünen  abhängt,  sind  wir  jetzt  zur  Klarheit  gelangt. 
Auch  das  Vorhandensein  des  Sandes,  der  den  Baustoff  liefert, 
braucht  nicht  erst  bewiesen  zu  werden,  und  nur  dessen  Be- 
schaffenheit nötigt  uns  eine  besondere  Erörterung  auf,  indem 
eben  ermittelt  werden  soll,  aus  welchem  Grunde  die  an  sich 
zu  erwartende  Barchangestalt  yermifit  wird.  Da  ist  nun  an- 
scheinend nicht  belanglos  die  Frage,  ob  die  Mohayedttnen 
▼on  jeher  dort,  wo  man  sie  jetzt  vorfindet,  existiert 
haben,  oder  ob  nicht  vielleicht  in  ihnen  eine  mehr  oder 
weniger  ephemere  Bildung  zu  erblicken  ist.  Auffallen 

^)  Drude,  flandburh  «l.  i  Pflaneengeogmiiliio.  Stattf?art  1890,  S.  445. 
El>en(la.  8.  433.  Auch  Locw  fa  a.  0.,  Ö.  415)  macht  eine  Anzuld 
von  I'liiinzentyiH'ii  namhatt.  wclciic  auf  trorkonon  Sandhüf^eln  erwachsen 
und  sicherlich,  v>onn  orA  ciniiuil  die  Dün»^  hergestellt  ist.  dazu  lieitrai^en, 
dieselbe  zu  .verankern"  und  am  Fortschreiten  zu  hindern.  Jene  Larrea- 
und  Cereusarten,  wehhe  man  auf  Drude.s  Sehildcrun«^  hin  auch  in  der 
Hohavewüste  vermuten  mOchte,  sind,  wie  es  deu  Ansehein  hat,  nicht 
80  weit  nach  Westen  vorgedrungen. 


Digitized  by  Google 


S.  Gfinther:  Ein  NatonnocieU  der  Dttnenbildong. 


147 


miifi  es,  daß  Loew  deraeibeii  keine  Erw&hnung  tut,  obwohl  er 
ohne  allen  Zweifel  an  Ort  und  Stelle  gewesen  ist  und  an  keiner 
Naturmerkwürdigkeit  achtlos  Torflbergeht.  Wir  befinden  uns 

nun  aber  an  einem  Platze,  der  in  der  neuesten  Zeit  eines  der 
großartigsten  Naturschauspiele  sich  vollziehen  sah,  ein  Schau- 
spiel zugleich,  welches  den  einschneidensteii  Einfluü  auf  die 
ganze  Umgebung  der  Umgebung  ausgeübt  hat.  Wir  meinen 
die  Entstehung  des  Salton  Lake,  eines  länglichen  Wasser- 
beckens, dessen  Hauptachse  wesentlieh  mit  der  fllr  die  Er- 
bauung der  Danen  bestimmend  gewesenen  Windrichtung  über- 
einstimmt. Man  weifi  längst,  dafi  Sand,  der  vom  üfbr  eines 
Meeresteiles  oder  eines  ^rötäeren  Binnensees  stammt,  nicht  ohne 
weiteres  mit  dem  Wüstensunde  auf  die  gleiche  Stufe  zu  stellen 
ist,  und  so  wäre  es  mithin  sehr  wohl  denkhar,  daß  die  suh- 
aerischeu  Bildungen  des  Coahuilia-Tales  andere  als  vorher 
geworden  sind,  seitdem  jener  vielbesprochene  See  sich  bemerk- 
lich zu  machen  begann. 

Eine  kurze  €(esohiohte  desselben  kann  hier  nicht  umgangen 
werden,  indem  wegen  tieferen  Eingehens  auf  die  Genese  des 
ziemlich  einzig  in  seiner  Art  dastehenden  Ereignisses  das  Stu- 
dium einer  Abhandlung  des  Chemikers  H.  Erdmann ^)  em- 
pfohlen werden  darf.  Die  Geologie  von  Nord-Mexiko  hatte 
längst  darüber  vergewissert,  daß  in  vorgeschichtlicher  Zeit  der 
Kalifornische  Gblf  viel  weiter  nach  Norden  reichte  und  durch 
die  Tom  Rio  Colorado  herbeigeftthrten  Detritusmassen  auf 
eine  weite  Strecke  hin  zugeschüttet  ward.  Man  glaubte  dem 
wasserreichen  Strome  einen  kleinen  Teil  seines  Überflusses  leicht 
entziehen  zn  können,  um  so  eine  bessere  Bewässeruntf  des  bis 
zu  100  m  unter  den  Meeresspiegel  sich  hina])senkenden  De- 
pressionsgebietes von  Mekka  und  Salton  zu  erzielen,  und 
dieser  Zweck  wurde  denn  auch  fürs  erste  voUständig  erreicht. 
Da6  sich  schon  in  den  achtziger  Jahren  des  vergangenen  Jahr- 


1)  Erdmann,  Die  jB[ata8trophe  von  Mansfeld  nnd  das  Problem  des 
Colondoflasaes.  Ein  Beitrag  lar  Geschichte  der  Salsseen  und  Salssteppen. 
Petennanns  Oeogr.  Hitteil.,  1907,  S.  42  ff. 
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hunderts  ein  See  gebildet  liaite,  der  ab  Dry  Lake  jedoch 
keine  allzu  grofien  Dimensionen  annehmen  zu  wollen  schien, 
interessierte  wohl  den  Natarforacher,  nur  wenig  aber  die  Be- 
wohnerschaft der  jungen  Oase.   Flofi  doch  der  Colorado  nach 

wie  vor  in  der  Nähe  von  Fort  Yuma  in  das  Kalilorniscbe 
Purpunnecr.  Plritzlich  aber  zeigte  sich,  daU  der  Fluli  sich 
immer  tiefer  in  seine  rechte  Uferseite  einschnitt  und  den  Ent- 
wässerungskanal der  Ingenieure  mehr  und  mehr  ausfüllte,  bis 
endlich  zu  Anfang  1906  die  alte  Wasserader  ganz  versiegte 
und  gigantische  Wassermengen  den  Weg  nach  dem  Salton 
Lake  einschlugen,  der  nunmehr  sich  stetig  vergrGfierte  und 
das  angrenzende  Terrain  Überflutete.  Mehrmals  schon  mußte  die 
Direktion  der  am  Ufer  hinführenden  Süd- Pazifikbahn  die  Geleise 
landeinwiirts  V('rle<i^en,  und  noch  ist  kein  Ende  der  Gefahr  a)>zu- 
sehen,  Nvelche  der  bereits  mehr  denn  1200  qkm  beiU^ckende  —  den 
Starnberger  See  an  Areal  demuacli  ungefähr  xwauzigmal  über- 
treffende —  See  durch  seine  unauflialtsame  YergrQfierung  über 
diesen  Teil  von  Kalifornien  heraufbeschworen  hat. 

Da,  wo  See-  und  Kontinentaldflnen  sich  rfiumlich  mit- 
einander vermengen,  wie  dies  Müsch ketows  Angaben*)  zu- 
folge in  Turkestaii  keine  Seltenlieit  ist.  kann  eine  verwirrende 
FormenfüHe  die  Folge  sein.  Im  ('(»ahuilla-Tale  liegen  die  Dinge 
anders,  denn  wir  halten  dafür,  daü  die  dortigen  Dünen  gar 
keine  richtigen  Binnenlandgebilde,  sondern  Tielmehr  in  die  Kate- 
gorie der  Stranddflnen  zu  versetzen  sind,  mag  auch  die  Ost- 
grenze des  DOnendistriktes  von  dem  Nordwestende  des  neuen 
Sees  noch  eine  gewisse  Entfernung  haben.  Der  Sand  entbehrt, 
wenn  diese  unsere  Annahme  zutrifft,  jener  Trockenheit,  welche 
den  wahren  W  iistensand  charakterisiert,  und  dann  ist  W(»hl 
begreiflich,  daü  er  sicli  auf  der  vom  Winde  al)gekehrten  Seit«? 
des  Hügelchens  nicht  in  einer  fast  asymj)totisch  gegen  die 
Uoiizontale  verlaufenden  Kurve,  sondern  so  ablagert,  wie  man 
dies  von  den  MeeresdOnen  her  gewohnt  ist.   Nunmehr  ist  denn 


Mii8ohketow*Mereiia,  S.  148.  Vgl.  auch  Sohneke,  Geineiii> 
▼erstilndliche  VortrRge  aus  dem  Qehiete  der  Physik.  Jena  1892,  S.  22017. 
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wohl  die  Frage  als  geklaii  zu  eraehten,  waram  die  Dflnen  im 
Mobave  Desert  nicht  als  leewfirts  geOffbele  Barehane.  sondern 

als  typische  Uferbildungen  mitten  in  einer  vom  Meere  ziemlich 
weit  abstehenden  Wüste  auftreten,  (ileicliwolil  wird  man  niclit 
soweit  gehen  dürfen,  zu  behaupten,  daü  die  übliche  Identi- 
iizieruDg  von  Barchan  und  Kontinentaldüne  wieder  in  ihre 
rollen  Rechte  eingesetzt  sei.  Denn  unsere  Coahaüla-Uflgel 
sind  doch  auf  alle  Fälle  äeht  kontinentale  Bildungen,  deren 
Baumaterial  nur  allerdings  seinen  wenigstens  «um  Teile  wässe- 
rigen Ursprung  nicht  zu  verleugnen  yermag.  Es  Terbleibt 
dabei,  daß  es  auch  in  der  Wüste  regelrechte  Dünen  vom 
marinen  Typus  geben  kann. 

Man  möchte  geradezu  wünschen,  einige  solche  Exemplare 
in  bequemer  Nähe  zu  haben,  um  an  ihnen  bei  Gelegenheit 
▼on  Exkursionen  die  Gesetze  der  Dttnenbildung  erläutern  zu 
können.  Man  weifi,  dafi  es  im  allgemeinen  nicht  leicht  ist, 
Einzeldflnen  von  normaler  Struktur  aufzufinden,  weil  eben  der 
Vorgang  der  Sandverwehung  niemals  rastet  und  infolgedessen 
eine  sozusagen  gerado  ferÜL,'  ^ewordciu'  Diino  nicht  lange  in 
dieser  ihrer  Eigenschaft  sich  erhält.  Aiila^rrun«^  und  Ul)er- 
lagerung  neuer  Sandmassen  verändert  rasch  die  ursprüngliche 
Gestalt;  das  Individuum  verschwindet  in  einem  Dünengebirge 
Ton  oft  recht  ansehnlicher  Höhe,  und  auch  dieses  ist  weit 
da?on  entfernt,  stabil  zu  bleiben,  weil  ihm  die  Tendenz  zur 
Wanderung  innewohnt.^)  Gerade  die  Barchane  büiien,  wenn 
diese  progressive  Tendenz  bei  dem  einen  mehr,  bei  dem  anderen 
weniger  ausgebildet  ist.  gar  rasch  die  sie  auszeichnende  Gestalt 
ein.-)  Die  Düueureiheu  gruppieren  sich  ao  unregelmäliig,  daü 

^)  Obichon  selbstverstiUidlieh  an  allen  von  W  andirdiinen  heimge' 
«Df  Ilten  ILünten  (\eron  Wesen  von  jeher  ^rekannt  und  «jL'fürchtt't  war,  m 
stulien  wir  doch  in  der  Literattir  erst  vt'rliältiiiKiniif'üp  spüt  atif  eine  ent 
ent.Mprerlwnrlc  Wiirili^'iinfjf  der  einscliläf^ifi'eii  Piolilcnio.    Wo]  hat  liifzii 
beijjfetr.iifen  Lyell  (['nnci|)les  of  ( Icolo^^'y,  l.lJtuid.  Lomlon  1872.  S.  r>14tV.) 

Wolrli  al»tMittMierlich  bizarre  FiTnien  t'in  liinneiiländisclH's  hüncn- 
jfHhirye  :in/niit'liin»'ii  iiii><t;ind('  ist.  dai  iHmt  orii-iitieren  nn.s  die  Mi'danoH 
(8.0.)  deti  mexikaaiücijtiu  ätuute»  Cbihuahua  (mit  diesem  Wurte  lie» 

11* 
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in  ihrer  Anordnimg  die  Richtung  des  Windes,  der  doch  Ar 
die  Ansammlung  des  Sandes  yerantwortlich  zu  machen  ist, 
gar  nicht  mehr  zur  Geltung  kommt.  Da  hört  dann  ganz  yco 

selbst  der  morphographischo  Unterschied  zwischen  Ufer-  und 
Kontinentaldünon  zu  bestehen  auf.^) 

Wenn  nun  aber  in  allen  größeren  Wüsten  diese  Ver- 
schmelzung der  Einzeldünen  zu  einem  Aggregate  von  solchen 
die  Regel  bildet,  und  wenn  man  in  der  Sahara  ebenso  wie  im 
Taiymbecken  und  in  Chiwa  fast  nur  Dttnenketten  von  sehr 
wechselndem  Yertikaldurchschnitte  zu  beobachten  Gelegenheit 
findet,  so  dr&ngt  sich  ganz  Ton  selbst  die  Frage  auf,  wie  es 
denn  komme,  daß  im  Mohave  Desert  dieses  Zusammenwachsen 
so  ganz  unterblieben  und  jede  Düne  in  der  Gestalt  erhalten 
worden  ist,  welche  sie  von  allem  Anfange  an  angenommen 
hatte.  £s  wird  kaum  möglich  sein,  auf  diese  Frage  eine  an- 
dere Antwort  zu  erteilen,  als  die,  da6  dem  Dünen  kerne, 
den  niedrigen  Str&uchern,  eine  besonders  stark  aus- 
geprftgte  Ffthigkeit,  den  Flugsand  zurückzuhalten, 
zugesprochen  werden  mUsse*  Bekanntlich  hat  sich  die 
Technik  der  Dünenverfestigung*),  welche  in  primitiver  Form 
seit  den  ältesten  Zeiten  schon  geübt  wurde,  in  unseren  Tagen 
ganz  außerordentlich  vervollkommnet,  und  man  hat  insbeson- 
dere namhaft  verbesserte  Erkenntnisse  über  die  Natur  der- 
jenigen Gewächse  sich  erworben,  welche  auf  den  Böschungen 
des  Sandhügels  angepflanzt  werden  mtaen,  um  durch  Ver- 
filzung  ihrer  Wurzeln  Hemmnisse  fUr  das  Vordringen  der  leicht 
beweglichen  Eörperchen  zu  bereiten.   In  unserem  Falle  sind 

zeidinen  die  Neuspanier  alle  Sandanhäufungen  sowohl  in  Mexiko,  wie 
auch  niimentlich  in  Arg'ontinien).  Von  den  ersteren  ist  leider  noeh  sehr 
wenig  bekannt.  .Merkwünlipr  sind  die  scharfen  Kanten,  Spitzen  und 
Grate,  welche  der  Win»!  difsfii  flüchtigen  Snndbergen  gegeben,  und  die 
steih'n  Rinnen  und  Sr  lihu  liten,  ähnlich  jenen.  <lie  man  häutig  bei  groüen, 
vom  Sturme  zusaiume  ngeblasenen  Sohneenias^cn  antrifft*  (v.  II  esse - 
Wartegg.  Mexiko.  Land  und  Leute.    Wif-n-Olnuitz  1890.  S.  25). 

Sokolijw- Arzruni,  a.a.O.,  S.  178tV.:  Rolland,  i^ur  leg  graudes 
dunes  du  .sable  du  Sahara.  Bull,  de  la  soc.  gcuL  de  France,  1882,  S.  32  ff. 
2)  Vgl.  Gerhardt,  HaadbuGh  det  Dflnenbai».  BerUa  1898. 
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die  über  die  Ebene  Terteilteii  BOwlie  offenbar  Yon  Hause  aus 
dazu  geeignet,  den  Sand  festzuhalten  und  am  Wandern  zu 
hindern.  Vergessen  darf  aber  freilich  auch  nicht  werden,  daß, 
wofern  unsere  Hypothese  das  Richtige  trifft,  die  Dünen  des 
CoahuiUa-Tales  sehr  jugendliche  Gebilde  sind,  und  daü, 
war  nach  eimgen  Tiustren  oder  Jahrzehnten  die  Gegend  au& 
neue  in  Augenschein  nimmt,  sehr  wohl  ganz  anders  gearteten 
VerhftltniBBen  dort  begegnen  kann.  Voriftufig  aber  Terdienen 
diese  Flugsandhügel  die  oben  ihnen  beigelegte  Bezeichnung; 
es  sind  Denonstrationsmodelle  für  die  Ghrundgesetze  der 

Dünenbildung. 

Und  zwar  verdienen  sie  diese  Benennung  auch  noch  unter 
einem  anderen  Gesichtspunkte.  Wir  sprachen  oben  davon,  dala 
über  die  Oberfläche  sehr  vieler  dem  Auge  näher  befindlicher 
Dünen  gewisse  linien  hinlaufen,  sogenannte  Bipple  Marks 
nach  engÜBoher,  besser  Eräuselungsmarken  nach  deutscher 
NomenUatur.  Daß  diese  fast  dekoratiT  wirkende  Zugabe  mit 
dem  ganzen  Prozesse  der  Dünenentstehung  in  sehr  naher  Be- 
ziehung steht,  ist  bekannt.*)  Durch  die  Untersuchungen  von 
Sokolow  wurde  dargetan,*)  daü  die  Bildung  der  äoli sehen 
und  vom  bewegten  Wasser  Ijewirkten  llippungen  einheit- 
lichen Gesetzen  unterliegt,  und  J.  Walther^)  durfte  demzu- 
folge mit  Fug  die  Windkräuselungen  für  Miniaturdünen 
erklären.  Als  primfire  Ursache  dieser  Bänderung  des  Dünen- 
kegek  haben  wir  den  Umstand  gelten  zu  lassen,  dafi  die  ein- 

1)  Wir  verwiiien  naoh  dieser  Seite  hin  auf  die  naofastehenden  Ter* 
OffentUehongen:  Cornish,  On  Kumatology.  Geograph.  Joanal,  1899, 
S.  626iF.;  Basehin,  Die  Entstehnng  weUenftnniger  Oberflftehenibmen. 
tSn  Beitrag  zur  Kymatologie.  Zeitachr.  d.  Gewllieh.  f.  Erdk.  zu  Rcrh'n, 
1899,  S.  408  fr.);  Bertololy,  Kräuselungsmaikeii  und  Dflnen.  Manchen 
1900  (Münch.  Geogr.  Studien,  Stück  IX). 

Sokolo  w- A  rzruni ,  a.  a.  O..  S.  210  ff.  Auch  in  der  vorer- 
wähnten Schrift  von  Bertololy  ist  diesem  Gogeostande  volle  Beach- 
tung zugewendet  worden  (S.  9U  ti'.). 

')  Walther,  Die  Denudation  in  der  Wüste  und  iiire  ^'eolojria'he 
Ue«leutung.  Abhandl.  der  K.  Sächä.  GeaelUch.  d.  Wissensch.,  math.-phys. 
lüasäe,  16.  Band. 
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seelnen  Sandkörner  nicht,  wie  man  bei  auimnanscher  Betrach- 
tung KU  glauben  geneigt  sein  könnte,  Ton  gleicher  Grö6e  änd, 
und  daß  auch  von  einer  gestaltlichen  Identität  keine  Rede  sein 
kann.  ,Es  wäre*,  so  lesen  wir  bei  Sokolöw,^)  .irrig,  an* 
zunehmen,  daß  die  Aufbereitung  durch  Wind  den  Sand  toU- 
koiiuuen  gleicbuiäliig  gestaltet.  Im  Gegenteile,  in  jeder  Hand- 
voll Sand  lassen  sich  gröbere  und  feinere  Körner  wahr- 
nebmen.  ,  »  Scharfkantige  und  abgeschliffene  Gesteinsplitter 
kommen  in  bunter  WechseUagerung  vor.  Schon  ein  winzijxer 
Unterschied  in  den  Dimensionen  kann  ein  bereits  auf  der 
DQnenoberfiäche  fest  gewordenes  Sandteilchen  zu  einem  Ansatz- 
kerne  werden  lassen,  welches  die  Nachkdmmlinge  su  einer 
kleinen  Erhöhung  in  Lut  anstaut,  der  dann  naitflrlich  eine  an 
sich  ebenfalls  minimale,  mit  der  Zeit  jedoch  sich  vertiefende 
Einsenkung  zugehört.  Eine  genaue  Verfolgung  dieser  zumeist 
symmetrisch  auf  den  beiden  Seiten*)  der  Luvfläclie  verteilten 
Kurvenzüge  läist  erkennen,  daß  sie  bald  scharfkantig  bald 
abgerundet  sind;  in  dem  hier  Torli^i^nden  Falle  erscheinen 
sie  jedoch  durchweg  als  Linien  ohne  ausgezeichnete  Punkte, 
und  jene  Verästelung,  von  der  Walther  (s.  o.)  spricht,  ist 
hier  nicht  zu  beobachten.  Übrigens  sind  auch  die  Rippungen 
nicht  an  ihren  augenblicklichen  Platz  gebannt,  sondern  unter- 
liegen einer  von  der  Geschwindigkeit  und  Konstanz  des  Windes 
abhängigen  Verscliiebung. 

Es  wäre  gewiü  äuüerst  wünschenswert,  diese  so  merk- 
würdige Dünenregion  noch  näher  erforscht  zu  sehen,  ehe  sie 
vielleicht  in  dieser  ihrer  Eig^art  Uberhaupt  zu  bestehen  auf- 
gehört hat.   Daß  schon  nach  wenigen  Jahren  das  Ooahuilla- 

M  Sokol.'>w-Ar7.rnni.  S.  212. 

^}  Wiewolil  von  vorn]ier»nn  kein  Zweifel  obwalten  kann,  tlal't  eine 
normal  gebaute  Düne  eine  stetig  zusammenhiinKende  Oberfläche  besitzen 
muß,  80  bebt  sich  doch,  aus  passender  Entfernung  und  unter  dem  rich- 
tigen Geaiehttwinkel  geMhen,  die  lAogste  Seitenlinie  dei  achiefen  Kegels 
wie  ein  icharfer  Grat«  wie  eine  Kante  heraus,  und  deshalb  bMeht  aof 
dessen  linker  und  rechter  Seite  Symmetrie.  Bine  eiakte  Bestimmung 
der  wahren  OberflftdiengeBtalt  anter  gewissen,  die  Beehnung  Terein' 
fachenden  Yoraossetsungen  würde  nicht  des  Interesses  eatbehrea. 
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Tal  ein  ganz  anderes  Gepräge  zur  Schau  tragen  kann,  halten 
wir  ftlr  nicht  ausgeschloesen,*)  und  zwar  um  so  mehr,  weil 
filtere  Schriften  von  diesem  Naturspiele,  das  doch  keinen  in 
die  NShe  Konimenden  gleichgültig  lassen  kann,  keine  beson- 
dere Erwähnung  tun.*)  Für  jetzt  kam  es  nur  darauf  an,  daü 
auch  in  Gegenden  von  recht  namhafter  Meeresdistauz  echte 
Dünen,  die  nicht  dem  Barchantjpus  einzureihen  sind,  auftreten 
können;  inwieweit  deren  Entstehung  ein  Folgephünomen  der 
Bildung  des  neuen  großen  Salzsees  sein  mag,  wofür  erw&hnter- 
massen  manche  Anzeichen  sprechen,  mufi  einer  spSteren  Durch- 
forschung des  noch  Tiele  wichtige  AufechlQsse  yerheißenden 
kalifornischen  Wüsten gebietes  vorbehalten  bleiben.  Als  ein 
unumstöljlicht's  Fazit  aber  leiten  wir  aus  unserer  Erörterung 
das  folgende  her:  Die  Lehre  von  den  Kontinentaldünen 
kann  selbst  jetzt,  so  viele  wichtige  Beiträge  auch  von 
Zittel,  Lenz.  Duveyrier«  Kolland,  Schirmer,  Walther, 
Sokolow  und  zahlreichen  Aufnahmegeologen  des  rus- 
sisch-asiatischen Dienstes  geliefert  worden  sind,  noch 
immer  nicht  als  abgeschlossen  gelten. 

1)  Zum  Zerfalle  der  kleinen  SandhQgel  wirkt  wesentlicb  ein  Moment 
mit,  anf  dewen  Bedeutung  Bary  (Sokolöw-Arsruni,  8.204)  auf- 
meiksam  gemacht  hat.  Der  Strauch  nftmlich«  dessen  Vorhandensein  die 
Sandatanung  eingeleitet  bat»  stirbt  allmfthlich  ab,  und  dann  nivelliert 
der  Wind  rasdi  die  ihres  Haltes  beraubte  Erbebung.  So  sind,  von  ver« 
sebiedenen  Standpunkten  aus  betrachtet,  diese  Inlanddflnen  nur  erd- 
geKhichtliche  Momentanbildungen. 

*)  Zwei  Werke,  die  vielleicht  Anhalt^ipunkte  geben  warden,  waren 
für  den  Verf.  leider  unzugänf^lich  :  Geolof^Mcal  Reports  of  Mexican  Houn- 
darv  Survey,  1.  Teil;  (leoloi^ir  al  Reports  on  th»-  I'iuitic  Railro;i(l.  ö.  Teil. 
Zumal  dieser  zweitgenannte  Bericht  könnte  vielK'irlit  tüi  die  P.eintt  ilung 
and  Vergleiehung  des  vom  Couhuilla-Tale  eioat  und  jetzt  dargeboteueu 
Landscbaftabildea  in  Frage  kommen. 
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Über  die  Bewegung  der  Elektronen. 

Von  A.  Sommrfeld. 

(EtMfftlauJtH  8.  Jtmi,) 

Obwohl  die  unter  gleichem  Titel  erschienene  Arbeit  von 
Herrn  Lindeniann*)  sich  nicht  allein  gegen  meine  Unter- 
suchungen über  Elektronentheorie,  sondern  in  gleiclier  Weise 
gegen  diejenigen  von  Heaviside,  Lorentz,  Wiechert,  W.  Wien, 
J.  J.  Thomson,  Abraham,  Kaufmann  etc.  wendet,  so  bin  ich 
wohl  in  erster  Linie  verpflichtet,  darauf  zu  antworten,  da 
Herr  Lindemann  ach  Tomehmlich  der  von  mir  angegebenen') 
allgemeinen  Methoden  zur  Berechnung  des  Feldes  und  der 
Kraft  eines  beliebig  bewegten  Elektrons  bedient.  Die  Gründe, 
weshalb  il.  Lindemann  trotzdem  vielfach  zu  Ergebnissen  ge- 
langt, die  von  den  meinigen  und  denen  all  er  anderen  Forscher 
abweichen,  werde  ich  im  folgenden  besprechen. 

Da  Herr  Lindemann  in  §  16  seiner  Arbeit  selbst  eine  Zu- 
sammenstellung der  zwischen  uns  obwaltenden  Differenzen  gibt, 
werde  ich  an  diese  Zusammenstellung  anknttpfen  und  die  ein- 
zelnen Punkte  der  Reihe  nach  durchgehen. 

I.  Die  Berechnung  des  skalsren  Potentiales. 

Der  Unterschied  zwischen  unserer  beiderseitigen  Auf- 
fassung beginnt,  wie  Herr  Lindemann  p.  322  bemerkt,  bei 
seiner  GL  (25).  In  (25)  handelt  es  sich  darum,  die  drei  Kon- 

Abhandlungen  der  Bayer.  Akiidomio  II.  Kl.,  Md.  XXIII,  II.  Al)t. 

Nachrichten  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  (Jöttingen, 
1904,  Heft  2  und  5.  Die  wesentlich  vereinfachte  Methode,  die  ich  in 
den  Proceeclings  der  Anisterdumer  Akademie,  JMovember  1904,  entwickelt 
habe,  hat  Herr  Lindemann  nur  gestreift. 
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stanien  gewissen  Anfangsbedingungen  anzupassen. 

Herr  Lindemann  setzt  (p.  242) 

(1)  *«  =  0.        ^  =  ^«0; 
ich  behaupte  (p.  104  der  Note  J) 

(2)  =  — 00,  Ä^B^Q. 

Herr  Liinlcmann  be^ründot  (p.  242)  seine  Wulil  der  Kon- 
stanten wie  folgt;  „Das  Elektron  soll  vor  der  Zeit  /  =  0  noch 
in  Kuhe  sein,  und  die  Bewegung  soll  im  Momente  ^  =  0  be- 
ginnen.  Wir  müssen  also  annehmen,  dafi  die  Gleichungen') 

(3)  9?'  =  0   und  \^'-:0 

dt 

für  ^=0  erfüllt  seien."  Kurz  vorher  bemerkt  er,  daii  9-  und 
ä7  verschwinden,  sobald  die  entsprechenden  Aus- 

drücke  q>  und       fttr  ^«0  rerschwinden.  Herr  Lindemann 

dt 

▼erlangt  also,  daß  im  Ruhezustände  nicht  nur  9<pldt  sondern 
auch  ip  Terschwinde.  Andererseits  bemerkt  er  im  Eingänge 
des  §  1:  «Im  ruhenden  Zustande  geht  das  skalare  Potential 
in  das  elektrostatische «  das  Yektorpotential  %  in  das  magne- 
tische Potential*)  über.*  Aber  das  elektrostatische  Potential 
einer  glciclimäl.Mc^  geladenen  Kugel  ist  keine.swegs  Null,  sondei  n 
hat  an  ulh-n  Strlion  des  Haumes  den  aus  der  Potentialtheorie 
bekannten  Wert.  Der  von  Herrn  Lindemann  zu  Grunde 
gelegte  Anfangs/ustand  9? » 0  entspricht  also  nicht 
den  physikalischen  Bedingungen  des  Problems. 


1)  f»'  bedeutet  ein  Hilfapotentaal,  aus  dem  rieh  das  gesuchte  Potential 
durch  Integxation  berechnet. 

Der  «weite  Teil  dieses  Satses  ist  mir  unverständlich;  das  Yektor- 
potential geht  doch  bei  einem  ruhenden  Elektron  in  Null  ttber,  wfthrend 
von  einem  magnetisdien  Potential  hier  Oberhaupt  nicht  die  Rede  sein 
kann;  der  eiste  Teil  des  Satses  ist  natOrlich  richtig. 
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Iii  der  Tat  genügt  die  definitiTe  Fannel  (34)  tob  Herrn 
Liiuleiuann. 


0 

der  unphysikalisclien  Anfangsbedingung  (f  =  0  für  f  =  0. 
Dagegen  lautet  die  entsprechende  Formel  bei  mir  (sielie  die 
Gl.  (18),  (19)  meiner  Note  I),  wenn  ich  mich  in  der  Definition 
der  Größe  S  des  leichteren  Vergleichs  wegen  an  Herrn  Linde- 
mann anschließe 

OD 

/t\  See    r  S  , 

(5)  «'-27r'„.j5*'- 


Ich  habe  zu  zeigen,  daß  diese  Formel  für  ^ »  0  die 
richtige  Verteilung  des  elektroetatischen  Potentials  ergibt, 
wenn  man  mit  Herrn  Lindemann  annimmt,  daß  das  Elektron 
bis  zur  Zeit  ^  =  0  in  Ruhe  war. 

a  bedeutet  den  Radius  des  Elektrons,  t  die  rückwärts 
gerechnete  Zeit,  M  den  Abstand  des  .Aufpunktes",  fUr  den  <p 
berechnet  werden  soll,  von  den  früheren  Lagen  des  Mittel- 
punktes des  Elektrons.  Da  aber  das  Elektron  för  ^  <  0  ruhen 
soll,  sind  die  frflheren  Lagen  des  Mittelpunktes  mit  seiner  Lage 
zur  Zeit  #  =  0,  d.  h.  mit  dem  Koordinatenanfangspunkte,  iden- 
tisch und  es  wird  R  glrirli  dem  Abstände  r  des  Aufpunktes 
von  diesem  letzteren  Punkte,  also  unabhiingiL;  von  r.  S  be- 
deutet (siehe  meine  Gl.  (19)  oder  diejenige  von  Lindemann 
(40),  (41))  einen  der  folgenden  Ausdrucke: 

5,  a    (a>  —  {et  —  r)*),  wenn  Dreieck  a, er, r  möglich, 

£P|Bs~cTr,  wenn  Dreieck  a, er,  r  unmöglich,  wobei  a>  er 

und  a>r, 

iS^asO,  wenn  Dreieck  a,  ct,  r  unmöglich,  wobei  aber  a<CT 
oder  a<r. 
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Wir  betrachten  sunächBt  einen  äußeren  Punkt  r>o. 
Hier  gilt,  wenn  et>r  +  a  oder  < r — a  der  Wert  5« £^ »0, 
wenn  dagegen  r —  a<CT<r  +  a  der  Wert  S  =  also 
nach  (5): 

oder  mit  der  Substitution  a^ex  —  r 

— « 

FOr  einen  inneren  Punkt  r<a  haben  wir,  wenn  er>a+r 

wieder  8=  8^  =  0,  wenn  du^^ej^en  ct  <  a  —  r,  gilt  jetzt  S  —  S^ 
und,  wenn  a  —  r  <  c  r  <a  -|-  r,  wie  vorher  S  =  5,.  Mithin 
liefert  (5)  jetzt: 

Die  Ausrechnung  gibt: 

Die  Ausdrücke  (6)  und  (6')  sind  die  wohlbekannten  Werte 
des  Potentiab  einer  gleichm&flig  mit  e  geladenen  Kugel  Tom 
Radius  a  in  rationellen  Einheiten,  deren  sich  auch  Herr  Linde- 
mann bedient,  fiir  einen  Süßeren  und  inneren  Punkt. 

Meine  Formel  (5)  ^i^^^t  also  den  elektrostatischen 
Anfangszustand  des  IVjtentiales  riclitit^  wietler.  den 
wir  vorschreiben  müssen,  wenn  wir  uns  das  Elektron 
biszurZeit^asO  in  Ruhe  denken,')  dagegen  entspricht 
die  Lindemannsche  Formel  (4)  dem  unphysikalischen 
Anfangszustande  <p^0. 

^)  Ich  brauche  kaum  7.u  orwähnen,  daii  meine  Formel  ganz  allgemein 
gilt,  nicht  nur  hei  dem  hier  durchgere<"hneten  Anfangssuätande.  Letzteren 
habe  ich  hier  nur  im  Anschluß  an  Lindemann  al«  Beispiel  gew&hlt. 
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2.  Die  ergänzende  Betrachtung  über  den  Anfangezuetand  in  §  15 

der  Lindemannsohen  Arbeit 

Im  Eingange  des  §  15  deutet  Herr  LindemaTin  selbrt  das 

Bedenkliche  der  Anfangsbedingung  <p  =  0  mit  den  Worten  an: 
Wir  haben  angenommen,  dahs  das  elektrisclie  Teilchen  ,zur 
Zeit  /  =  0  seine  Bewegung  beginnt  und  gleichzeitig  seine 
elektrische  Ladung  empfängt*.  Eine  solche  plötzliche 
Erschaffung  dea  Elektrons,  wie  sie  Yon  Herrn  Lindemann  hier- 
nach Torgestellt  wird,  ist  aber  gewiß  auszuschließen,  da  nach 
keiner  elektrodynamischen  Theorie  im  l.ther  gebettete  Ladungen 
jemals  entstehen  oder  yersehwinden  können. 

Die  folgenden  ergänzenden  Betrachtungen,  durch  welche 
die  Wirkung  des  ursprünglich  vorhandenen  Feldes  des  Elek- 
trons berücksirlitifrt  werden  sollen,  verfehlen  nun  aber  ihr 
Ziel,  wie  ich  der  Kürze  halber  sogleich  an  dem  Öchlußergebnis 
zeigen  will. 

Herr  Lindemann  modifiziert  hier  seine  unprflngliche  For^ 
mel  (4)  in  folgender  Weise:  (s.  61.  (197)  und  (203)): 

0 

mit  der  Maügabe,^)  daia  der  Zeitpunkt  bei  nachfolgender 
stationärer  Bewegung  gleich  2al{e — v)  gewählt  werden  solle. 
Nach  den  Bemerkungen  unter  1,  2,  3  pag.  311  von  Herrn 
Lindemann  soll  (4')  für  i^O  in  das  elektrostatische  Potential 
der  ruhenden  Ladung  *)  flbergehen.  Dem  ist  aber  nicht  so, 
wie  man  im  Anschluß  an  meine  Torstehende,  unter  1  mitge- 
teilte Rechnung  leicht  prüft. 

ich  zeige  dieses  z.  B.  für  das  Auliere  des  Elektrons  r>a, 

^)  Daß  die  (Jröfie  Iq  und  damit  die  Pot^'ntialverteilun«^  zur  Zeit 
t  =  0  von  dem  Chanikter  <ler  nachfolgenden  Bewegung  abhängen 
soll,  ist  an  sich  kaum  verständürh. 

*)  Daß  sich  Herr  Lindemann  vor  t  =  0  das  Elektron  dauernd  in 
Ruhe  denkt,  geht  aus  pag.  .Slö,  Z.  IG  v.  o.  hervor. 
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Von  den  drei  Werten  6'p  <S,,  6,  kommen  hier  nur  5,  und 
in  Betracht  Man  hat  dabei  die  folgenden  drei  Falle  zu  unter- 
scheiden: 

1.  cL<r  —  a  . . .  o)  =  0, 

(•  -  n)le 

Nur  im  dritten  Falle,  d.  h.  nur  im  Innern  einer  Kugel 
vom  Radius 


ergil)t  sich  also  der  richtig«'  Wert  dos  elektrostatischen  Poten- 
tial». Im  ersten  Falle,  d.  h.  auüeriialb  einer  Kugel  vom  Radius 

dagegen  wird  9» »  0.  Ebensowenig  stimmt  das  Feld  im  zweiten 
Falle,  d.  h.  in  der  flbrig  bleibenden  Kugelschale  von  der 

Dicke  2(1  mit  dem  elektrostatischen  überein. 

Andererseits  sahen  wir  oben  unter  1,  diiü  sich  die  riclitige 
elektrostatische  l'otentialverteilung  ergibt,  wenn  wir  in  der 
Formel  (4  )  ^0  ^  wälilen.  Dann  aber  wird  diese  Gleichung 
mit  meiner  Gl.  (5)  identisch. 

Die  in  Hede  stehenden  ergänzenden  Betrachtungen 
hfttten  also  bei  richtiger  Durchführung  auf  meine  For- 
meln fuhren  mttssen;  in  der  vorliegenden  Fassung  sind 
sie  in  sich  widersprechend. 

3.  Zahlenbeispiel. 

£s  handelt  sich  jetzt  um  die  Ausdrücke,  zu  denen  Herr 
Lindemann  fUr  die  auf  eine  bewegte  Ladung  wirkende  Kraft  $ 
gelangt.  Ich  beschr&nke  mich  dabei  auf  den  einfachsten  FaU 


Digitized  by  Google 


A.  Sommerfeld:  Ober  die  Bewegung  der  Elektronen.  161 


der  stationären  Bewegung  mit  ünterlichtgescliwindigkeit  v. 
Nacli  jiag.  312  unten  gilt  yon  Beginn  der  Bewegung  ab  die 
61.  (109)  oder  die  daraus  folgende  Näheruugsformer)  (lG9a) 

Aus  ihr  würde  folgen: 

1.  Die  stationäre  Bewegung  ist  nicht  kräftefrei,  sondern 
stets  gehemmt. 

2.  Die  Ileniniuii^  ist  um  so  n^iößer,  je  kleiner  die  Ge- 
schwindigkeit ist»  weil  ß  im  Nenner  vorkommt. 

3.  Sie  ist  bereits  bei  Unterlichtgeschwindigkeit  Ton  der- 
jenigen Größenordnung,  wie  ich  sie  bei  Oberlichtgeschwindig- 
keit gefunden  habe,  nämlich  von  der  Größe  derjenigen  elektro- 
statischen Eraftf  die  zwei  unmittelbar  aneinander  anliegende 

Elektronen  aufeinander  ausüben  würden. 

4.  Die  Kraft  überschreitet  jede  angebbare  Größe,  wenn 
man  der  Geschwindigkeit  einen  konstanten,  der  Kuli  hin- 
reichend benachbarten  Wert  gibt. 

Zur  numerischen  Verdeutlichung  wird  es  gut  sein,  die  für 
Elektiunen  geltenden  Daten  a  durch  expL'rinientt'U  reulisiur- 
bare  Gröüen  zu  ersetzen.  Xelinun  wir  z.  B.  a  =  1  cni  und 
diejenige  Ladung  welche  einer  Spannung  von  1  cm  Schlag- 
weite entspricht.  Diese  Spannung  beträgt  rund  100  elektro- 
statische Einheiten ;  ebenso  groü  ist,  da  die  Kapazität  gleich  1, 
die  Ladung  in  gewöhnlichen  elektrostatischen  Einheiten;  unser  e 

(in  rationellen  Einheiten  gemessen)  wird  daher  gleich  ^Tn  •  100« 

Die  Gesell win(li<^nv('it  v  sei  etwa  30  m/sec.  (Schnellzugsge- 
schwindigkeit).   Daun  haben  wir  /^=10~*  und  nach  (7) 

g  «  —  3 . 10* .  j^'l .  10'*  =  5,5  . 10'«  Dynen 
«5,6-  lO'^kg-Gewicht. 

ff 

*)  leb  schreibe  wie  üblich  ß  statt  des  Lindcmanngcben  a>  = 
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Die  Arbeitsleistung  wäre 

8»     168  . 10»^        =  2,25  . 10^2  PS, 

sec 

also  sogroß,  daß  kein  Motor  der  Technik  sie  zu  liefern 
imstande  wftre.  Wfinscht  man  die  Kugel  langsamer  zu  be- 
wegen, so  wttrde  die  erforderliche  Leistung  noch  größer; 

z.  B.  betrüge  sie  bei  3  cm/sec. 

2,25 . 10"  PS. 

Der  Grund  für  diese  befremdenden  Resultate*)  liegt  teils 
darin,  duü  nach  1  und  2  der  Aniangs/nstand  in  der  Linde- 
mann'schen  Theorie  nicht  richtig  zum  Ausdruck  kommt,  teils 
in  dem  was  folgt: 


4.  Die  Ausrechnung  von  ^  in  §  6  der  Lindemannschen  Arbeit. 

Wir  wollen  uns  vorübergehend  auf  den  Boden  der  (von 
uns  beanstandeten)  Formel  für  q>  (s.  o.  Ol.  (4))  stellen  und  die 
Ausrechnung  derselben  in  einem  speziellen  Falle  kontrollieren. 
Der  denkbar  einfachste  Spezialfall  ist  der,  wo  das  Elektron 

auch  nach  der  Zeit  ^  »  0  dauernd  in  Ruhe  bleibt.  Übrigens 
aber  wollen  wir,  da  die  physikalische  Bedeutung  durch  dt>n 
Schaffungsakt  im  Zeitpunkte  /  =  0  ohnehin  illusorisch  wird, 
unser  Beispiel  rein  analytisch  definieren.  £s  handle  sich  also 
um  die  Auswertung  des  obigen  Integrales  (4)  fUr  den  Fall,  daß 
22  s  r  von  r  unabhängig  ist,  also  um  die  Berechnung  Ton 

0 

Diese  Auswertung  ist  äußerst  einfach  und  Ton  uns  für 
den  Fall  r>a,  auf  den  wir  uns  auch  jetzt  beschränken  kfJnnen, 
schon  unter  2  bewirkt.    In  der  Tat  gaben  wir  dort  die  Aus- 

>)  Wie  mir  Herr  Lindemann  frenndliohtt  mitteilt,  hat  er  bei  einer 
Bevinon  seiner  Formeln  die  IrrtOmliehkeit  des  Ansdniekes  (7)  ftlr  ff  in- 
swiaehen  selbtt  festgestellt.  (Zosats  bei  der  Konrektor.) 
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rechnung  des  Integrales  (4  )  für  ^  =  0  und  Ii  =  r;  diese  ist 
mit  der  Ausrechnung  von  (4")  identischt  bis  auf  die  Bezeich- 
nuiig  statt  t  Wir  können  also  unsere  Formeln  1,  2,  3 
▼<m  pag.  160  direkt  übernehmen,  wenn  wir  dann  durek  i 
enetaten.   Sie  lauten  dann: 

f 

'"3  f(«'-(«T-r)«)Äi. 


Vergleichen  wir  damit  die  Lindemannschen  Angaben  von 
pag.  253  und  254.  Die  dort  erklärten  Zeitpunkte  t  ,  1^' . . . 
werden  in  unserem  Spezialfälle  M  =  r: 

e  €  e  c  ' 

Da  T  unter  der  Annahme  r  >  0  negativ  wird,  käme  der 
Fall  1  (pag.  253  unten  und  pag.  254  oben)  in  Fortfall;  die 
Integration  wfirde  mit  t»0  im  Falle  2  beginnen  und  die 
Lindemannsdien  Formeln*)  ergeben: 

* < t",  d.  h.     <r  —  a  . . .  v^tt—i    fc«*  —  (^^  —  0*) 

0 

t"<<<t"',  d.k.  r-a<c*<r+a... 

0 

*)  Die  Definitionsgleicliung  für        auf  pag.  254  liefert  (a  —  r)/c. 

Ans  dem  Zusainmt'nhange  seheint  aber  hervorzugehen ,  (hiß  hier  ein 

bruckfehler  vorliegt  uud  diejenige  Gleichung  gemeint  ist,  aus  der 
(r— -a)/c  folgen  würde. 

')  Bei  Lindeinann  ist  versehentlich  8x  statt  16^  im  Nenner  ge- 
»chrieben,  was  ich  im  Text  korrigiert  habe. 

1907.  Bltaoagsh.  d.  aatb.-pb7s.  Kl.  12 


1.  et<r  —  a...9)»B0, 

2.  r  —  a<c<<r-|-a...^  = 


3.  r  4-  a<c<  . . . 
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Schon  diese  Formeln  stimmen,  wie  man  sieht,  keineswegs 
mit  den  vorangestellten  Werten  unter  1  und  2  üherein.  Für 
das  Weitere  versagen  aber  die  fraglichen  Formeln  vollständi«,' 
Denn  es  erweist  sich  t'^'<t"'  und  es  fehlt  eine  Vorschrift, 
wie  die  Formeln  (53  a)  und  (53  b)  in  diesem  Falle  anfini- 
£u8en  sind. 

Jedenfalls  scheint  mir  dieses  einfache  Beispiel 

zu  zeigen,  daü  die  Fallunterscheidungen  bei  Linde- 
mann pag.  254  unzulänglich  und  die  Formeln  (52),  (53), 
auf  denen  alles  Weitere  beruht,  irrig  sind. 

5.  DHrmnllstioii  naofc  der  i»b«reii  Grenze. 

Ich  werde  jetzt  nur  noch  auf  diejenigen  Punkte  eingehen, 
die  Herr  Lindemann  in  §  16  zusammenstellt  und  in  denen  er 
meine  eigene  Darstellung-  für  irrtümlich  hült.  Das  Zeichen  oo 
in  der  oberen  Grenze  von  (5)  ist  bei  mir  aus  a>  +  t  entstanden, 
wobei  et)  ins  Unendliche  rflcken  soll.  Herr  Lindemann  be- 
merkt pag.  322  unten,  ich  hätte  bei  der  Berechnung  der 
Kraft  ^  versäumt,  in  der  oberen  Grenze  nach  t  zu  differen- 
zieren, weil  ich  dieselbe  als  konstant  (gleich  oc)  angenommen 
hätte.  Aber  der  Integrand  verschwindet  an  der  oberen  Grenze, 
wie  es  ja  auch  für  die  KonTcrgenz  des  Litegrals  erforderlich 
ist,  und  nicht  nur  an  dieser  Grenze,  sondern  bereits  von  einem 
endliehen  Werte  der  Integrationsrariabeln  ab.  Lifolgedessen 
liefert  die  Differentiation  nach  i  in  der  oberen  Grenze  keinen 
Beitrag. 

Die  diesbezüglichen  Argumente  Lindemanns  sind  folgende: 
Die  unendliche  Grenze  o)  •\-  t  werde  im  Laufe  der  Entwicke- 
lung  bei  mir  durch  eine  endliche  Grenze  ersetzt  (nämlich  den 
soeben  genannten  Wert  der  Integrationsvariabeln,  von  dem  ab 
der  Integrand  yerschwindet);  diese  endliche  Grenxe  dann 
im  allgemeinen  -eine  Funktion  Ton  was  bei  der  Differenz 
tiation  berücksichtigt  werden  müsse.  Aber  eben  jene  Grenze 
ist  ja  dadurch  definiert,  daü  der  Integrand  hier  zu  verschwinden 
beginnt.    Infolgedessen  wird  auch  bei  dieser  Autfassung  der 
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Beitrag,  der  aus  der  Differeatiation  d^r  oberen  Grenze  ent- 
steht, gleich  Null. 

Der  Gh*und,  weshalb  beide  Auffassongen  zu  demselben  Er- 
gebnis führen  mOssen,  ist  die  Stetigkeit  der  Gröfie  5,  als 
Funktion  der  Integrationsrariabeln  r.  (Die  Differentialquo- 
tienten Ton  8  nach  t  setzen  sich  dagegen  natürlich  unstetig 
aneinaruler.)  Man  l)etrachte  die  oben  angegebenen  Werte 
iSj,  *S'^.  S.y  in  denen  nur,  da  es  sich  jetzt  nicht  wie  oben  um 
ein  ruhendes  Elektron  handelt,  r  durch  Ii  zu  ersetzen  ist.  Die 
fragliche  obere  Grenze,  für  die  das  Dreieck  (a,  c  t,  Ii)  unmOg^ 
lieh  wird,  ist  ex  ^  R  +  a;  für  diesen  Wert  wird  8^  s=  0,  was 
sich  stetig  an  den  Wert  S^^O  anschließt;  dasselbe  gilt,  wenn 
i2>a,  für  die  untere  Grenze  der  DreiecksmOglichkeit  et-^R—a. 
Ist  aber  E<a,  so  lautet  diese  letztere  Grenze  et  =  a  —  R; 
jetzt  wird 

^~Ii{a-E)^^crE 

und  geht  somit  stetig  in  den  oben  angegebenen  Wert  über.^) 
Übrigens  hat  Herr  Lindemann  an  einer  anderen  Stelle 

seiner  Arbeit  (pag.  269  unten)  diese  Stetigkeit  selbst  betont. 
Das  stetige  Yerbalten  der  Ausdrücke  S  ist  namentlich  auch 

für  den  folgenden  Einwand  zu  beachten. 

6.  Vertauschung  von  Differentiation  und  Integration. 

Ich  will  mich  hier  an  die  Betrachtung  des  von  Herrn 
Lindemann  vorgeschlagenen  Beispiels  anschließen.  Es  handelt 
sich  dabei  um  die  Yergleichung  der  beiden  folgenden  Integrale 
(pag.  324): 

*)  Dagigen  sind  die  von  Herrn  Lindemann  angegebenen  Orens> 
werte,  welohe  diese  StetigkMt  vermiMen  laiten,  Ol.  (40a)  nnd  (41a) 
peg.  247  nicht  korrekt;  die  hier  untergelanfenen  Rechenfehler  bestehen  bei 
(40a)  in  der  Anneehnung  von  ^I  +  ^i^^i,  bei  (41a)  in  der  Anarech- 
BQDg  Ton  ^1  —     +  ^4. 

12» 
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und 


0  0 


0  0 

Letzteres  hat  den  VV  ert 


r-(l  +  2a)^{. 

ersteres  ergibt  nach  Lindemann 

Das  Beispiel  ist  insofern  unglücklich  gewählt,  als  L  ohne 
weiteres  gar  keinen  Sinn  hat,  da  das  Integral  nach  5  in  L 
fUr  TOD  n\2  auf  0  springt.  £s  müßte  also  diese  Stelle 

aiisdrttcklich  von  der  Integration  ausgesdilossen  werden. 

Herr  Lindemann  bemerkt  pag.  325  oben:  Nur  fttr  a»  — 1 
jSfeben  beide  Integrale  denselben  Wert.  (Wir  können  hinzu- 
fügen: Nur  in  diesem  Falle  wird  auch  der  Sprung  des  Inte- 
grals nach  s  durch  den  Faktor  x  -\-  a  ^  =^  x  —  ^  aufgehoben 
und  der  nach  |  zu  differenzierende  Ausdruck  in  x  und  |  einzeln 
stetig.)  Gerade  dieser  Fall  liegt  aber  an  der  beanstandeten 
Stelle  meiner  Elektronenarbeit  vor.  Handelt  es  sieh  doch  hier 

um  die  Q(M%  J*J*J*^  dxdy  dz  (vgl.  pag.  323  bei  Lindemann), 

welche  ebenso  wie  8  eine  stetige  Funktion  der  Variabeln  |, 

nach  der  differenziert  wird,  sowie  der  Variabein  t  ist,  nach  der 
integriert  wird  (vgl.  den  Schluß  der  vorangehenden  Nummer). 
Das  Lindemunnsche  Beispiel  spricht  also  nicht  gegen, 
sondern  .für  mich. 

Durch  die  Stetigkeit  Ton  S  erledigt  sich  auch  der  Ein- 
wand, den  Herr  Lindemann  durch  die  letzte  Formel  Ton  pag.  323 
begründet.    Hier  wird  das  Gebiet,  in  dem  8  yeracbwindet, 


Digitized  by  Google 


A.  Sommerfeld:  Ober  die  Bewef^ung  der  EUektronen. 


167 


anterschieden  von  demjenigen  Gebiet  (Volumen elenient  d' ro), 
in  dem  S  nicht  verschwindet.  Wegen  der  Stetigkeit  ver- 
schwindet aber  S  auch  noch  auf  der  Begrenzung  dieses  Ge- 
bietes.   Differenzieren  wir  nun  J*J*J*^  ^'  ^»  erste 

Teno  der  [  ]  in  der  fragliebeii  Gleichung  rerhrngt,  nach  | 
in  den  Qrensen  des  Banmintegrals,  so  ist  nach  der  Dil^eren- 
iiation  derjenige  Wert  von  S  einzutragen,  der  auf  der  Be- 
grenzung statthat,  d.  h.  eben  der  Wert  S  —  0.  Damit  ver- 
schwindet aber  der  soeben  genannte  Term,  der  dou  Unter- 
schied der  von  Lindemaun  mit  K  und  K'  bezeichneten  Inte- 
grale bedingen  würde. 

7.  Ober  die  Beredviung  des  beetimmten  Integrales  Q. 

Das  Lindemannsche  Integral  bei  mir  mit  (JJ)  be- 
zeichnet,^) ist  folgendermaßen  definiert: 

Ü  ^jßß  dfi. 

u 

Für  S  kommen  wieder  die  drei  Werte  /Sg,  8^  8^  in  Be- 
tracht, in  denen  wir,  um  an  die  Lindemannschen  Bezeich- 
nungen anzuknüpfen ,  et  durch  ß  und  w  durch  y  enetzen 
wollen. 

Es  sind  hier  sowohl  nach  Lindemann  wie  nach  meiner 
früheren  Arbeit  zunächst  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  welche 
ich  durch  die  folgenden  drei  Figuren  verdeutliche: 

 1  1  1_ 

1.  r>2a-  0  a  2a  y 

_I  1  ,  1  j  

2.  2a>y>a«  0       (y-a)  a         y  2a 


8»  a>y  0  (a-y)  y     a  2a 

1.  Da  ß  bei  der  Integration  auf  die  Werte  0<ß<a  be- 
schrankt ist,  ist  in  diesem  ersten  Falle  dauernd  y  >  a 

VgL  meine  Note  II  in  den  Qottinger  Nachrichten,  pog.  390. 
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das  Dreieck  (a,  ß,  y)  also  unmöglich.  Da  autBcrdem  a  nicht 
die  gröüte  dieser  drei  Zahlen  darstellt,  so  gilt  für  das  ganze 
IntegraUonsgebiet  iS     ^  s  Q  und  es  wird 

(7)  ß  — 0 

in  Übereinstimmung  mit  Gl.  (232)  von  Herrn  Lindemaon. 

2.  Fttr  diejenigen  Werte  von  welehe  kleiner  9^  y  —  a 
sind,  ist  das  Dreieck  (o«  ßf  y)  wieder  immöglich  und  S^S^^O. 
Es  sind  also  bei  der  Integration  nur  die  Werte  y  —  a<.ß<,a 
zu  berücksichtigen,  die  in  der  Figur  durch  eine  verstärkte 

Linie  markiert  sind.  Hier  gilt,  du  das  Dreieck  (a,  ßy  y)  mög- 
lich wird,     —  <t>',  und  es  wird 

(8)  Q^~j(a»-(ß-ry)ßdß. 

Herr  Lindemann  schreibt  (s.  seine  Gl.  (233))  in  der  unteren 
Grenze  x/2  stett  y — a.  Dies  ist  nach  Fig.  2  offenbar  ein 
Irrtum.  Aus  (8)  ergibt  sich  der  von  mir  frOher  gefundene  Wert 

(»)  ö  =  ^(i«v-«v  +  ä) 

statt  des  Ton  Lindemann  angegebenen:^) 

(10) 

Eine  Probe  auf  die  RichtiL(keit  meines  und  die  Unrichtig- 
keit des  Lindeniannschen  Ausdruckes  liefert  der  besondere  Wert 
y=  2a,  der  die  Grenze  des  Falles  1  und  2  bildet. 

Hierfür  ergibt  meine  Formel  (9)  den  Wert 

der  sich  stetig  an  (7)  anschließt,  die  Lindemannsche  Formel  (10) 

dagegen 

6  5 

>)  Herr  landemano  achxeibt  Tenehentlich  -f"^;)^  <^tt  -  .-/K 

o4.  o4 
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dies  ist  unmögluli,  da  Ü  sicher  stetig  von  y  abhängt. 

3.  Im  dritten  Falle  ist  das  Dreieek  (a^ß^y)  unmöglich, 
solange  ß<a  —      Da  aber  jetet  a  größer  als  ß  nnd  gilt 

nicht  mehr  iS  »  jS,  *  0,  sondern  S  =^     ^  ^  ßy.  Dieses 

Intervall  ist  in  Fig.  3  durch  einen  Dopi)elstiich  hervorgehoben. 
In  dem  Kest  des  Integrationsintervalles  a  ~y<Cß<a^  der 
wieder  durch  einen  rinfaclien  Stricli  markiert  ist,  wird  die 
Dreiecksbildung  möglich  und  daher  S  =  Sy  Der  Wert  Ton  Ü 
lautet  daher  jetzt: 

a-r  « 
0  •  — y 

Herr  Lindemann  gibt  statt  dessen  den  folgenden  Wert  an: 
y  o  -  y 


(12) 


Iß 


•  -r 


Der  Vergleich  mit  Fig.  3  zeigt  unmittelbar,  daii 
hier  das  erste  Integral  fortfallen  mufi,  und  daß  im 
zweiten  die  untere  Grenze  durch  0  zu  ersetzen  ist. 

Die  Ausrechnung  von  (11)  liefert,  wie  ich  froher  ange- 

«^eben  habe,  wieder  den  Wert  (9),  so  daß  insbesondere  für  die 
Grenze  zwischen  2  und  3,  d.h.  für  den  Wert  =  wieder 
ein  stetiger  Anschluß  der  beiden  Intervalle  aneinander  statt- 
findet. 

Die  Ausrechnung  Yon  (12)  ist  hei  Herrn  Lindemann  nicht 
ganz  richtig  durchgeftShrt,  indem  das  erste  Integral  nicht 
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n  67  ^ 

8  192  ^  ' 

sondern 

liefert.  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht,  daß  aucli  nach  Be- 
richtigung des  letztgenannten  Versehens  der  Lindeniannsche 
Wert  (12)  von  Q  die  Probe  auf  seinen  stetigen  Anschluß  an 
das  Intervall  2  nicht  aushält. 

Ich  will  nur  noch  auf  die  Bemerkung  von  pag.  328  ein- 
gehen, daß  hei  der  vorstehend  erörterten  Berechnung  Ton  Q 
in  dem  Intenrall  OKßKyß  nicht  die  Gl.  (40)  von  Lindemann 
(d.  h.  8^  S^),  sondern  die  Gl.  (42)  (d.  h.  8^0)  anzuwenden 
sei.  Letzteres  steht  in  direktem  Gegensatz  zu  den  zusammen- 
fassenden Bemerkungen  Lindemanns  auf  pag.  248,  welche  sich 
mit  der  oben  angegebenen  Wertbestiramung  von  pag.  157 
decken.  Denn  wenn  /f<y/2  und  wie  im  vorliegenden  Falle  3, 
y<a  ist,  so  bedeutet  a  jedenfalls  die  gröläte  der  drei  Zahlen 
dfßty  während  nach  den  Lindemannschen  Gleichungen  (42) 
und  (45)  £f  0  nur  statthat,  wenn  a  (oder  wie  es  pag.  248 
heißt  a)  nicht  die  grOfite  jener  drei  Zahlen  ist. 

Hiernach  werden  auch  die  folgenden  EinwSnde,  die  sieb 
auf  meine  Berechnung  des  an  ü  anschlielienden  Integrales  Q 
beziehen,  gegenstandslos. 

8.  Über  meine  vereinfiiohte  Behandlung  der  Elektronenbewegung 
in  den  SItzungtberkMen  der  Amsterdamer  Akademie. 

Zu  dieser  bemerkt  Herr  Lindemann:  , Weshalb  nach  t 
zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  integriert  wird,  geht  aus  der 
a.  a.  0.  gegebenen  neueren  Darstellung  nicht  hervor.*  Dem* 
gegenüber  möchte  ich  hervorheben:  Im  Anschluß  an  die  Green- 
schen  Methoden  hatte  ich  eine  aus  der  Differentialgleichuiig 
des  Problems  folgende  Identitftt  über  den  unendlichen  Raum 
(mit  Ausschluß  der  ünstetigkeitestelle)  zu  erstrecken;  ich  hatte 
sodann,  im  Anschluß  an  Kirchhofis  Behandlung  der  optischen 
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Probleme,  eine  Integration  nach  der  Zeit  hinzuzufügen.  Die 
Grenzen  dieser  Integration  können  an  sich  beliebig  festgesetzt 
werden,  ohne  daß  die  Identität  zu  gelten  aufhört.  Um  aber 
zu  einem  einfachen  Ergebnis  und  lur  Ableitung  Ubersicht* 
lieber  physikaliscber  Tatsacben  xu  gelangen,  wird  man  diese 
(Frenzen  passend  zu  wSblen  baben.  So  gut  wie  die  Raum- 
integration  Aber  den  unendlicben  Baum,  darf  die  Zeitintegration 
über  die  unendliche  Zeitskala,  d.  h.  in  der  Yariabeln  t  Ober 
die  ganze  Vergangenheit  von  r  =  0  bis  t  =  oo  erstreckt  werden. 
Einer  Rechtfertigung  für  dieses  Verfahren  bedarf  es  nicht. 
Wollte  man  die  Zeitintegration  nur  von  t  =  0  bis  x  —  t  er- 
strecken, was  zwar  möglich,  aber  unvorteilhaft  wäre,  so  würden 
Ton  der  oberen  Grenze  herrttbrende  Zusatzglieder  auftreten, 
welche  die  physikalische  Bedeutung  des  Ergebnisses  Terschleiem 
und  die  beabsichtigte  explizite  Berechnung  Ton  97  unmöglich 
machen  würden. 

Zusamnienfassend  glaube  ich  versichern  zu  können,  daü 
die  Elektronentheorie  durch  die  Lindemannsche  Untersuchung 
in  keiner  Weise  erschüttert  ist. 
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1.  Herr  Rkhakd  Hektwi»;  hält  einen  Vortrag?  über  seine 
Untersuchungen  über  das  St'xualitäts-Probiem.  Die- 
seib«ii  werden  anderweit  veröHeutücht. 

Derselbe  berichtet  Ober  experimentelle,  an  Froecheiem 
angestellte  Untersuchungen.  Bei  denselben  hat  sich  heraus- 
gestellt, daß  Frosch larven,  welche  aus  überreifen  Eiern  ge- 
züchtet worden  waren,  in  der  Intensität  des  Wachstunies  und 
der  Schnelligkeit  der  Entwickelung  normal  entwickelten  Larven 
weit  überlegen  sind.  Auch  ist  das  Sexualitiitsverhältnis  bei 
Eiern  von  verschiedener  Keife  ein  verschiedenes.  Ferner  hat 
es  sich  herausgestellt,  data  der  Samen  auf  die  Wachstumsweise 
der  Eier  und  das  Geschlecht  der  aus  ihnen  hervorgehenden 
Larven  einen  großen  Einfluß  ausübt. 

2.  Herr  Fkhulnand  Lindemann  überreicht  einen  Aufsatz 
von  Herrn  Dr.  Fhanz  THAi.iiKirER:  , Flächen  eines  dreifach 
unendlichen  linearen  Systems,  welche  mit  einer  ge- 
gebenen algebraischen  Aaumkurve  eine  Berührung 
3.  Ordnung  eingehen.* 

3.  Herr  FERDOiAin)  Lindbmann  bringt  den  für  die  Denk- 
schriften bestimmten  H.  Teil  seiner  Untersuchung:  „Gber  die 
Bewegung  der  Elektronen  (stationäre  Bewegungen).* 

Die  im  ersten  Teil  gegebenen  Entwickelungen  führten  zu 
Resultaten,  die  von  den  bisher  angenonmienen  wesentlich  ver- 
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schieden  sind.  Die  Ton  Abraham  und  anderen  aufgestellten 
Formeln  nämlich  gehen  von  der  Vorstellung  aus,  daß  das 
elektromagnetische  Feld  sich  nach  unendlich  langer  Zeit  einem 
stationären  (von  der  Zeit  unabhängigen)  Zustande  nähert,  und 
daß  es  gestattet  ist,  aus  diesem  Zustande  des  Feldes  durch 
Integration  über  die  Körperelemente  auf  die  reeultiereDden 
Kräfte  zu  schlieiien.  Wenn  man  aber.  Grenzwerte  für  eine  un- 
endlich lange  Zeit  untersuchen  will,  so  sollte  man  erst  die 
ganze  Betrachtung  (auch  die  Integrationen)  f&r  eine  endliche 
Zeit  ausführen,  und  dann  den  Grenzprozeß  vornehmen.  In 
vielen  Füllen  ist  es  allerdiiij/s  gleichgültig,  in  welcher  IJeihen- 
l'ülge  man  die  verscliiedenen  Operationen  vornimmt;  bei  dem 
vorliegendem  Probleme  aber  tritt  die  Notwendigkeit  heran, 
die  vorgeschriebene  Reihenfolge  genau  einzuhalten;  denn  da- 
durch ergeben  sich  eben  die  von  den  früheren  Resultaten  ab- 
weichenden Gleichungen.  Die  Rechnungen  des  Verüassers 
wurden  durch  Herrn  Schott  in  Bonn  nachgeprüft,  und  der^ 
selbe  hat  gefunden,  daß  bei  Auswertung  der  auf  das  skalare 
Potential  bezüglichen  Formeln  ein  rechnerisches  Versehen  vor- 
gekommen ist.  Dadurch  werden  zwar  nicht  die  allgemeinen 
Überlegungen,  aber  einzelne  Resultate  beeinflußt.  Insbesondere 
ergibt  sich  nunmehr,  daß  bei  gleichförmiger  Bewegung  die  Tom 
Mektron  auf  sich  selbst  ausgeübte  Kraft  nach  Ablauf  einer 
gewissen  Zeit  genau  gleich  Null  wird,  wie  es  sonst  angegeben 
wurde.  Aber  das  Resultat  wird  dadurch  erreicht,  daß  zwei 
Integrale,  die  wesentlich  von  Null  TOrschieden  sind,  sich  gegen- 
seitig aufheben,  während  nach  den  bisherigen  Theorien  jedes 
einzelne  dieser  Integrale  (d.  h.  die  Wirkung  des  skalaren  und 
diejenige  des  Vektor- Potentials)  je  für  sich  gleich  Null  sein 
müßte.  Der  Verfasser  findet  für  eine  allerdings  kurze  An- 
fangszeit eine  Kraft,  die  für  kleine  Geschwindigkeiten  sehr  be- 
trftchtlich  werden  kann,  so  daß  man  sich  kaum  Torzustellen 
yermag,  wie  eine  stationäre  kräftefreie  Bewegung  je  zustande 
kommen  könnte.  Hierin  liegt  auch  eine  wesentliche  Schwierig- 
keit für  die  versuchte  elektromagnetische  Begründung  der 
materiellen  Mechanik.   Auf  die  von  SoiucsaFELD  in  einer  Arbeit, 
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welche  in  der  letzten  Sitzung  der  Akademie  vorgelegt  wurde, 
erhobenen  Einwände  wird  in  einer  besonderen  (unten  auf  8.  177 
folgenden)  Abhandlung  eingeguigeii,  in  der  diese  Einwände 
widerlegt  werdieii. 

4.  Herr  WiLRSur  Konrad  Röntobn  legete  vor  eine  Experi- 

mentaluntersuchung  des  Assistenten  am  Physikahschen  Institut 
der  Universität  Dr.  Fumn  Paul  Koch:  .Über  dieAbhängig- 

keit  des  Verhältnisses  der  spezifischen  Wärme 

in  troekener  kohlensänrefreier  atmosphärischer  Luft 
Ton  Druck  und  Temperatur.* 

Die  mit  bedeutenden  experimentellen  Hilfsmitteln  unter- 
nommene, auf  mögh'chstr  i'räzision  angelegte  Untersuchung 
bestimmt  in  ihrem  ersten  Hauptteil  die  Schallgeschwindigkeit 
in  Luft  bei  Drucken  bis  200  Atmosphären  und  den  Tempera- 
turen 0°  und  —  79^  C,  im  zweiten  Hauptteil  die  Isothermen 
der  Luft  unter  denselben  Bedingungen  von  Druck  und  Tem- 
peratur. Die  Verknfipfung  der  Resultate  beider  Hauptteile 
zeigt,  daß  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärmen  für  —  79**  sin 
Maximum  im  Werte  von  2.44  erreicht,  bei  rund  150  Atmo- 
sphären Druck,  während  für  C  bei  Drucken  bis  200  Atmo- 
sphären ein  Maximum  noch  nicht  erreicht  ist.  Diese  Ergeb- 
nisse stimmen  qualitativ  gut  Uberein  mit  dem,  was  bisher  von 
den  thermodynamischen  Eigenschaften  reeller  Gase  bekannt  ist. 

5.  Herr  Richard  Hmwio  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Db.  Eabl  Pabbot:  «Beiträge  zur  Ornithologie  Sumatras 

und  der  Insel  Bangka"  vor.  Dieselbe  ist  für  die  Denk- 
schriften bestimmt. 

Die  Arbeit  behandelt  die  Vögel,  welche  von  den  Herren 
Hofrat  Haozbt  und  Hofrat  Mabthi  auf  den  Sunda-Inseln  ge- 
sammelt und  der  Staatssammlung  geschenkt  worden  sind,  gibt 
zugleich  aber  auch  eine  Tergleicbende  üntersuchung  der  schon 
vor  längerer  Zeit  von  der  Staatssammlung  erworbeneu  suma- 
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tranischen  Vögel,  so  daü  im  ganzen  154  Arten  Berücksichtigung 
finden  konnten.  Der  Verfasser  gelangt  hinsichtlich  der  Zu- 
sammensetzung der  Avii'auna  welche  in  engem  Konnex  mit  der 
Entstehung  des  maiayischen  Archipels  steht,  zu  interwaanien 
und  zum  Teil  neuen  Resultaten.  Die  Beziehungen  zu  den 
Nachbarinseln  Java,  Bomeo  etc.  werden  ausf&hrlich  abge- 
handelt und  hier  auf  die  bezeichnende  Tatsache  hingewiesen, 
daß  die  geologisch  anders  geartete  Insel  Bangka  manche  Formen 
aufweist,  die  nur  auf  Bomeo  heimisch  sind,  während  dieselhen 
dem  unmittelbar  henachharten  Sumatra  fehlen.  Eine  Anzahl 
Vogelformen,  die  hisher  noch  nicht  genügend  unterschieden 
worden  waren,  werden  neu  benannt,  darunter  namentlich  solche 
aus  dem  Tiefland  von  Deli,  das  durch  einen  besonderen  Charakter 
seiner  Vogelwelt  —  es  ist  eine  Neigung  zu  zwerghaftem  Wuchs 
bei  Tielen  Individuen  unverkennbar  —  ausgezeichnet  erscheint. 
Auch  aus  Bangka  werden  mehrere  neue  Formen  beschrieben. 
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Zur  Elektrouentheorie. 

Von  F.  ÜBdenuuui. 

In  einer  Arbeit  des  Herrn  Sommerfeld,  welche  Herr 
Könt^en  in  der  Sitzung  vom  8.  Juni  der  mathematisch- 
physikalischen  Klasse  vorlegte  (vgl.  oben  S.  155  ff.),  sind  yer^ 
schiedene  Einwände  gegen  meiDe  Behandlung  der  Elekironen- 
iheorieO  erhoben  worden,  indem  der  Verfasser  die  Yon  mir 
gegen  seine  Darstellung  der  Theorie  geltend  gemaehten  Be- 
denken zu  entkräften  suchte  Im  folgenden  werden  diese  Ein- 
wände des  Herrn  Sommerfeld  als  unbegründet  nachgewiesen; 
zugleich  nehme  ich  (ielegenlu  it.  einige  Bedenken,  die  ich  in 
§10  meiner  Abhandlung  ausgesprochen  hatte,  ausführlicher  zu 
begründen,  als  ich  es  damals  für  nötig  hielt. 

In  erster  Linie  kommt  es  auf  die  unten  in  §  8  gegebenen 
Ausfuhrungen  an,  in  denen  gezeigt  wird,  da6  Herr  Sommer- 
feld seinen  Rechnungen  eine  Potentialfunktion  zu  Grunde  legt, 
die  im  Innern  des  bew^^ten  Elektrons  der  geforderten  par- 
tiellen DiffiBrentialgleiehung  nicht  genOgt  Es  dürfte  demnach 
eigentlich  überflüssig  sein,  über  die  anderen  Punkte  zu  dis- 
kutieren ;  doch  ist  dies  immerhin  nützlich,  um  Mißverständ- 
nissen zu  begegnen. 

Nur  in  einem  Punkte  kann  ich  Herrn  Sommerfeld  recht- 
geben, nämlich  in  BetreÜ'  der  Auswertung  eines  bestimmten 

•)  üb»^r  die  Bewegung  der  Elektronen.  1.  Teil,  die  translatorische 
B<»wegnn£r.  Al)h;indlungen  der  K.  Bayer.  Akud.  d.  Wiss.,  II.  Kl.,  Bd.  23, 
1907:  eine  Fortsetzung  dieser  Abhandlung  ist  gegenwärtig  iui  Drucke 
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Integrals  (vgl.  unten  §  7);  dieses  Integral  wird  indessen  in 
meiner  Abhandlung  überhaupt  nicht  benutzt;  die  Frage  der 
Auswertung  ist  daher  eine  nebensächliclie;  es  wird  von  Herrn 
Sommerfeld  gezeigt,  daü  an  dieser  Stelle,  wo  ich  einen 
Irrtum  in  seiner  Arbeit  vermutete,  ein  solcher  nicht  vorliegt. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  entspricht  genau  derjenigen, 
welche  Herr  Sommerfeld  seinem  Aii&ati  la  Gründe  legt; 
und  dementsprechend  sind  die  Oberschriftea  der  Paragraphen 
gewKhli 

§  I.  Berechnung  des  skalaren  Potentials. 

Zuerst  hebt  Herr  Sommerfeld  herror,  daß  die  tou  mit 

(zur  Erleichterung  der  mathematischen  Entwicklung)  gestellten 

9  Q) 

Anfangsbedingungen  ^  s  Q  und  -y  s  0  fOr  ^  »  0  den  physi- 

kaiischen  Bedingungen  des  Problems  nicht  entsprechen;  dieser 
Einwurf  ist  gesperrt  gedruckt,  so  dafi  ihm  also  besonderes 
Gewicht  beigelegt  wird.  Trotzdem  ist  er  nur  eine  Wieder- 
holung dessen,  was  ich  selbst  gesagt  habe;  ich  habe  selbst 
betont,'  daß  der  Ton  mir  verlangte  Anfangssustand  den  Be- 
dingungen der  Elektronentheorie  nicht  entspricht,  vgl.  deo 
Schluß  von  §  3  und  den  Anfang  von  §  15.  Wenn  also  für 
f  s=s  0  das  elektrostatische  Potential  resultieren  soll,  und  wenn 
Herr  Sommerfeld  die  betreffenden  Formeln  meiner  Abhand- 
lung zur  Kontrolle  benützen  wollte,  so  hätte  er  ausschließlich 
die  von  §15^)  und  nicht  die  von  §  anwenden  müssen  (ygL 
unten  §  2).  Daß  letztere  den  Wert  Null  geben,  entspricht  der 
Ton  mir  gestellten  Anfangsbedingung  und  ist  hflehstena  eine 
Kontrolle  Air  die  Richtigkeit  der  LOsung,  nicht  gegen  dieeelbe. 
Überhaupt  kann  man  eme  Unrichtigkeit  nicht  durch  irgend- 
welche angebliche  Konsequensen  nachweisen,  sondern  nur  durch 
direkte  Angabe  darüber,  wo  der  Fehler  der  mathematischen 
Entwicklung  Hegt,  wie  ich  es  für  die  Sommerfeldschen 
Formeln  in  g  16  meiner  Arbeit  getan  habe. 

^)  Diese  smd  inswiaehen  in  der  oben  erwihnten  Fortsetmiig  meiaer 
Abhaadlnqg  weiter  entwickelt. 
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Nach  der  Darstellung  des  Herrn  Sommerfeld  könnte 
man  allerdings  glauben,  da^  ich  selbst  behauptet  hätte,  meine 
in  Qleichung  (34)  gegebene  Lösung 


müsse  für  f  =  0  in  das  elektrostatische  Potential  übergehen; 
er  zitiert  dafür  einen  Satz  aus  dem  Beginne  meiner  Arbeit, 
wo  die  Ditierentialgieichungen  für  die  Potentiale  (p  und  %  an- 
gegeben werden: 


Hier  fügte  ich  hinzu:  ,In  ruhendem  Zustande  geht  das  skalare 
Potential  (p  in  das  elektrostatische  Potential  Aber*;  das  gilt 

für  alle  Anfangsbedingungen,  denn  diese  Bemerkung  bezieht 
sich  nur  auf  die  Form  der  Differentialgleichung,  da  in  diesem 
Stadium  der  Untersuchung  von  etwas  anderem  noch  gar  nicht 
die  Rede  war.  Der  weitere  Zusatz  „das  Vectorpotential  U  geht 
in  das  magnetische  Potential  über*,  den  Herr  Sommerfeld 
beanstandet,  ist  allerdings  ungeschickt;  er  soll  sich  auch  nur 
auf  die  Form  der  Differentialgleichung  beziehen  und  kutet 
besser:  «das  Vectorpotential  9  bezieht  sich  auf  die  durch  Bewe- 
gung des  elektrischen  Teilchens  erzeugten  magnetischen  Kräfte." 

Bei  jedem  Pr()l)leme,  das  mathematische  Schwierigkeiten 
bietet,  ist  es  nicht  nur  erlaul)t,  sondern  notwendig,  ziiniichst 
solche  Beschränkungen  zu  machen,  daü  die  mathematische 
Behandlung  yereinfacht  wird,  gleichgültig  ob  man  dabei  die 
ursprünglichen  physikalischen  Bedingungen  Terlaüt  oder  nicht, 
wenn  man  nur  in  der  Lage  ist,  das  mathematisch  ein- 
fachere Problem  nachträgHch  als  Grundlage  für  das 
ursprüngliche  j)hysikalische  Problem  zu  benützen. 
Wie  letzteres  aber  zu  geschehen  hat,  habe  ich  in  §  15  meiner 
Abhandlung  (und,  für  l)esondere  Fülle,  in  der  demnächst  er- 
scheinenden) Fortsetzung  ausführlich  gezeigt. 

1807.  Sil«W|»b.  4.  ■»tlu-^ja.  Kl  18 
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§  2.  Die  ergSnzende  Betraohtiing  fiber  den  Anftuigszuttand 

in  §  15  meiner  Arbeit. 

Herr  Somiii urfold  behauptet:  «die  folgenden  ergänzenden 
Betrachtungen  vertehlen  nun  aber  ihr  Ziel  (nämlich  das  bisher 
behandelte  Problem  den  physikalischen  Bedingungen  anzu- 
passen), wie  ich  der  KOrze  halber  sogleich  an  dem  Schlufi- 
ergebnis  zeigen  will*. 

Es  handelt  sich  um  das  Beispiel  der  Bewegung  mit  kon- 
stanter Unterliclitgesch windigkeit  t;;  hier  gilt  nach  meinen 
Entwicklungen  die  Formel: 

0 

wenn: 

2a 


c  —  V 


gesetzt  wird,  indem  nach  meinen  Angaben  (a.a.O.  S.  Sil) 
so  zu  bestimmen  ist,  »daß  die  vor  Beginn  der  Bewegung 

vom  Elektron  ausgehenden  Kraftwirkungen  volle  Be- 
rücksichtigung findt'H."  Diese  Wirkungen  sind  elektn)- 
statisclier  Natur,  und  somit  folgert  Herr  Soinnierfeld ,  daü 
der  Ausdruck  (Ii)  für  /  =  ü  in  allen  Punkten  des  Kaumes  in 
das  elektrostatische  Potential  übergehen  müsse;  diese  Folgerung 
ist  unrichtig;  der  Ausdruck  (2)  soll  das  Potential  q>  zufolge 
seiner  Ableitung  in  denjenigen  Punicten  des  Raumes  darstellen, 
in  welchen  sich  das  Elektron  zurzeit  befindet;  denn  nur  so  ist 
die  Qröße  von  mir  bestimmt.  Zur  Zeit  i^O  befindet  sich 
aber  das  Elektron  in  der  Ruhelage;  also  nur  Mr  RKa  (wenn  R 
die  Entfernung  eines  l'uiiktes  im  Innern  des  Elektrons  von 
dem  Punkte  lie/eirlinet,  wo  sich  zur  Zeit  ^  =  0  der  Mittelpunkt 
des  Elektrons  befand)  nuilj  die  Funktion  7  nach  meiner  Theorie 
mit  dem  bekannten  elektrostatischen  Potentiale  Ubereinstimmen : 
welche  Werte  sie  für  A'  >  « ,  ^  =  0  liat,  ist  für  meine  Theorie 
(und  für  das  gesteilte  physikalische  Problem)  ganz  gleichgültig. 
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Um  nun  den  fraglichen  Wert  für  R  K  a  zu  Ijerechneii, 
hat  man  die  Gleichung  (52  b)  in  g  6  meiner  Arbeit  anzuwenden, 
in  der: 

e    '  e     V    «  c—vj 

zu  wählen  ist;  dann  wird: 

r'  r" 

und  dies  isi  der  bekannte  Wert  des  Potentials  der  Kugel  auf 

einen  innern  Punkt. 

Für  einen  äulitrii  Funkt  iiiLiü  meine  Formel  noch  den 
üblichen  Wert  für  alle  diejenigen  Funkte  ergeben,  bis  zu 
welchen  sich  die  von  den  Funkten  des  ruhenden  F^lektrons 
ausgehende  elektrische  Erregung  im  Laufe  der  Zeit  hat  fort- 
pflanzen können,  d.  h.  für  alle  Funkte  im  Innern  einer  Kugel, 
deren  Badios      durch  die  Gleichung: 

bestimmt  wird;  es  ist  also: 

Für  die  Funkte  im  Innern  dieser  Kugel  ergibt  aber  meine 
Formel,  wie  Herr  Sommerfeld  berechnet  (TgL  oben  S.  160), 
in  der  Tat  den  richtigen  Wert: 

Um  diese  Kugel  legt  sich  eine  Schale,  innerhalb  welcher 
nur  ein  Teil  der  Tom  Elektron  ausgegangenen  Wirkung  zur 

GeUuiig  kommt:  man  hat  um  einen  Funkt  dieser  Schale  mit 
dem  Kadius  li^  eine  Kugel  zu  beschreiben,  welche  aus  der 

13» 
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ruhenden  Kugel  des  Elektrons  ein  Gebiet  ausschneidet.  Die 
VV'irkung  dieses  Gebietes  wird  durch  meine  Formel,  d.  h.  hier 
durch  den  Potential  wert  (vgl.  Sommerfeld  oben  S.  löO): 

T'" 

dargestellt.  Endlich  aulaerhalb  dieser  Schale,  d.  h.  außerhalb 
einer  Kugel  mit  dem  Badius: 

mufi  99  0  werden,  wie  es  a.  a.  0.  berechnet  ist;  denn  bis 
zu  einem  solchen  Punkte  hat  sich  Ton  keiner  Stelle  im  Inneren 
des  Elektrons  aus  die  elektrische  Wirkun;^  wShrend  der  Zeit 

verbreiten  können.  Bei  richtiger  An  wendung  gibt  daher 
die  von  mir  aufgestellte  Formel  auch  richtige  Re- 
sultate. Die  Bemerkung  des  Herrn  Sommert  cid,  nacli 
welcher  meine  ,in  Rede  stehenden  ergänzenden  Betrachtungen 
bei  richtiger  Durchführung  auf  seine  Formeln  hätten  tiihren 
müssen,  in  der  YorUegenden  Fassung  aber  in  sich  widerspre- 
chend  sind*,  entbehrt  hiemach  der  Begründung. 

In  einer  Note  unter  dem  Texte  sagt  Herr  Sommerfeld 
ferner:  .Daü  die  Grölie  und  damit  die  Potentialverteilung 
zur  Zeit  ^  =  0  von  <lem  Charakter  der  nachfolgenden  Be- 
wegung abhängen  00II,  ist  an  sich  kaum  verständlich."  Hierbei 
hat  derselbe  nicht  beachtet,  wie  die  Variable  t  (die  er  in  seiner 
Arbeit  doch  in  ganz  gleicher  Weise  benutzt)  definiert  ist;  sie 
mißt  die  Zeit  Yon  der  jeweiligen  Lage  des  lilektrons  aus  nach 
rückwärts.  Die  Zeit  von  x^i  bis  t^Bsi^t^  bezieht  sich 
also  auf  die  Tor  der  Zeit  <  »  0  entstandene  Potentialyerteilung; 
für  den  Zeitpunkt  ^  0  gibt  also  das  Intervall  von  t  «  0  bis 
T  = die  durch  die  Uulielage  vor  Beginn  der  Bewegung  be- 
dingte PoteiitialvcrtriluMg;  von  einem  Einflüsse  der  nach- 
folgenden Bewegung  kauu  bei  meinen  Formeln  keine  Kode  sein. 
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§  3.  Zahlenbeisfiiel. 

Infolge  eines  Versehens  bei  Auswertung  des  von  mir  mit 
bezeichneten  Integrales  sind  die  entsprechenden  Formeln 
in  der  Weiae  zu  revidieren,  wie  es  im  zweiten  Teile  meiner 
Abhandlung  inzwischeo  geschehen  ist  (vgl.  oben  S.  171),  was 
ich  in  der  Juniateung  (in  der  Herr  RSnigen  die  Sommer- 
feldsche  Arbeit  Toriegte)  der  Akademie  bereits  mitteilte;  das 
Ton  Herrn  Sommerfeld  berechnete  Sjahlenbeispiel  sagt  also 
nichts  gegen  die  föchtigkeit  meiner  Methode. 

§  4.  Die  Auereohnuno  von  97  in  §  6  meiner  Arbeit. 

Herr  Sommerfeld  stellt  sich  die  Aufgabe,  das  oben  in 

(1)  gegebene  Potential  7  für  den  Fall  zu  berechnen,  dali  das 
Elektron  auch  nach  der  Zeit  ^  =  0  dauernd  in  Ruhe  bleibt, 
und  zwar  auf  Grund  meiner  Formeln.  Hier  ist  ^  =  0,  i}  =  Oi 
C  SS  0,  also: 

JB»  =     +     + -ff», 
und  JB  ooabhSngig  von  r;  es  wird  also  nach  (1): 

0 

wo  8  ein  Integral  bedeutet,  welches  den  folgenden  Bedingungen 
genfigt;  es  ist: 

(3)  5  =  ^[a*  —  {er  —  Ä)»],  wenn  sich  aus  den  Strecken 

a,  CT  und  H  ein  Dreieck  bilden  lälit, 

(4)  S»^cx  H,  wenn  ein  solches  Dreieck  nicht  möglich  ist, 

weQ  a  >  e  T  -f 

(0)  iS>s=0,  wenn  das  Dreieck  unmöglich  ist,  weil  a<c<  —  R 
bzw.  a  <  Ä  —  CT. 

Herr  Sommerfeld  beschränkt  seine Recbnnngaiisdrlkklich 
saf  das  Äafieie  der  Kogel  B^a  (also  E>a). 
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Nach  Seite  258  meiner  Arbeit  haben  wir  zunacbst  die 
tblgeuden  beiden  Fälle  zu  uutersclieiden : 

I.  €t<a,       n.  ct>a. 

Im  Falle  I.  ist  auch  stets  <  a;  ferner  wird  Ii  >  a  vor- 
ausgesetzt; wir  liabeu  also  das  Zeitiutenrall  in  zwei  Teile  zu 
seriegen: 

1.  CT  <  R  —  a 

2.  CT>fi  — a; 

im  ersteren  Tnterralle  iet  8^0  na«h  (5),  im  anderen  ist  8 

durch  (3)  bestimmt;  und  wir  erhalten: 

9>»0  f&r  ct<R  —  a 

t 

tp^^li^     r[ri»_(cf— i2)»]<lf  für  Ä  — a<c<<a. 

Das  sind  aber  ganz  dieselben  Formeln,  welche  Herr 
Sommerfeld  f&r  das  Intervall  ct<a  als  die  ricbiigen  an- 
gibt.  Aus  meinen  Formeln  leitet  er  unrichtige  Resultate  ab, 

indem  er  sogleich  für  kleine  Werte  TOn  t  meine  Gleichnng 
anwendet,  während  dieselbe,  wie  ich  a.  a.  0.  ausdrücklich 
bemerkt  habe,  nur  für  CT>a  in  Betracht  kommt.  Ebenso 
geben  meine  Formeln  auch  im  folgenden  das  Richtige;  und 
die  Behauptung  des  üerrn  Sommerfeld,  daß  «meine  Formeln 
(52)  und  (r)3),  auf  denen  alles  weitere  beruht,  irrig  sind*,  ist 
unzutreffend.  Sie  geben  selbstredend  etwas  Unrichtiges,  wenn 
man  sie  auf  F&lle  anwendet,  für  die  sie  ausdrücklich  nicht 
bestimmt  sind. 

Mit  der  Angabe,  daß  «auf  diesen  Formeln  alles  weitere 

beruhe*,  befindet  sich  Herr  Sommerfeld  überdies  im  Irrtunie; 
der  Inhalt  von  §  0  könnte,  abgesehen  von  der  ersten  Seite 
(nämlich  S.  253),  ganz  gestrirlu^n  werden,  ohne  am  folgenden 
etwas  zu  ändern;  er  zeigt  nur  und  soll  nur  zeigen,  dati  man 
bei  dieser  direkten  Behandlung  des  Proldems  auf  Schwierig- 
keiten stößt,  und  daß  deshalb  (Tgl.  den  Schluß  von  §  6)  ein 
anderer  Weg  eingeschlagen  werden  maß.  Auch  im  folgenden 
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(vtri.  S.  259)  ist  hervorgehoben  worden,  daß  die  in  §  6  ein- 
geführten Hülfsgröfaen  t',  i",  i'"  ....  bei  Ausführung  der 
räumlichen  Integrationen  nicht  weiter  in  Betracht  kommen. 

Selbstverständlich  ist,  da&  die  Bestimmung  dieser  Größen 
nicht  alle  möglichen  Fälle  einzeln  umfaßt;  das  brauchte  nicht 
besonders  gesagt  zu  werden,  denn  wegen  des  Eingehens  der 
willkOrlichen  Funktionen  in  die  Rechnung  wäre  es  ein  unsinniges 
Unternehmen,  alle  Möglichkeiten  erschöpfen  zu  wollen ;  es  konnte 
sich  nur  darum  haudehi,  ein  im  allgemeinen  brauchbares  Schema 
aufzustellen  und  daran  die  Methode  zu  erläutern,  wie  das  im 
folgenden  auch  wiederholt  hervorgehoben  wurde  (vgl.  die  An- 
merkung auf  S.  262  und  den  Schluß  von  §  7  sowie  S.  284). 
Zu  Beginn  von  §  6  formuliere  ich  überdies  die  zu  behandelnde 
Aufgabe  dahin,  daß  zu  verfolgen  ist,  wie  das  Elektron  allmihlioh 
sich  von  der  Anfangslage  (bzw.  aus  der  jeweils  kurz  vorher- 
gehenden  Lage)  befreit,  um  dann  seine  Bahn  zu  beschreiben. 
Für  den  Fall,  daß  überhaupt  keine  Bewegung  eintritt,  können 
daher  die  Grölien  t',  r",  ....  keine  Bedeutung'  haben;  man 
kann  den  Wert  von  v  aber  stets  aus  den  Formeln  (3),  (4) 
und  (5)  ganz  elementar  berechnen,  wie  es  oben  geschah. 

.§  &  Differentiation  nach  der  oberen  Grenze. 

In  der  Theorie  des  Vektorpotentiales  kommt  es  unter 

anderem  nach  meinen  Formeln  auf  die  Berechnung  des  folgen- 
den Integrales  an: 


Da  Herr  Sommerfeld  überall  die  obere  Ghrenze  t  durch 
00  ersetzt  (vgl.  darüber  unten  §  8),  so  hätte  bei  ihm  das  Integral: 


(6) 


0 


0 


(7) 


0 
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berechnet  werden  sollen,  woboi  die  Volum-Integration  sich  auf 
das  ganze  Innere  des  Elektrons  bezieht.  Statt  dessen  wird  von 
ihm  das  Iniogral: 


ausgewertet.  Mein  Einwurf  gegen  dieses  Verfahren  gründet 
sich  darauf,  daß  infolge  der  Werte  von  5,  die  oben  in  (3),  (4) 
und  (5)  angegeben  wurden,  die  oberen  Grenzen  des  dreifachen 
Integrab  Funktionen  von  t  sind,  dafi  also  Herr  Sommerfeld 
diese  Orenzen  mit  differentiert,  wilirend  sie  in  dem  ursprQng- 
lichen  Ausdrucke  (7)  nicht  differentiert  werden  sollten. 

Herr  Sommerfeld  beruft  sich  darauf,  daß  8  eine  stetige 
Funktion  von  r  sei,  und  daü  infolgedessen  die  Differentiation 
der  Gren/.iii  keinen  Beitrag  liefere;  das  ist  richtig,  wenn  es 
sich  um  Differentiation  einer  Summe  ?on  der  Form: 


liandelt;  und  von  dieser  Bemerkung  habe  ich  selbst  Gebrauch 
gemacht  (8.  269).  Aber  dadurch,  da£  der  Ausdruck  (6)  durch 
(8)  ersetzt  wurde,  ist  die  Sachlage  eine  ganz  andere,  und  eine 
Obereinstimmung  der  aus  beiden  Ausdrucken  durch  Differen- 
tiation nach  t  zu  erhaltenen  Resultate  ist  nicht  mehr  zu  erwarten. 
Es  kommt  also  darauf  an,  den  Einfluß  der  vorgenommeneu 
VertauschuQgen  von  Differentiation  und  Integration  zu  unter- 
suchen. 

Bei  Einführung  von  Polarkoordinaten  li^  6,  ^  wird  die 
Integration  nach  dem  Winkel  ^  immer  von  0  bis  2  n  ausge- 
führt; wir  haben  also  nur  noch  mit  Doppelintegralen  zu  tun. 


(8) 


0 


0 


f' 


Es  sei: 


0 


wo  9|  und  JKi  Funktionen  von  i  sind: 
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während  b  eine  Ton  t  unabhängige  Konstante  bedeutet.  Die 
Variable  t  soll  auch  in  der  Funktion  f  neben  B  und  S  vor- 
kommen. Mit  6  U  möge  der  Ausdruck  bezeichnet  werden,  der 
durch  Diffnrentiition  der  Grenzen  allein  entsteht;  dann  ist: 

0  » 

Es  entsteht  also  die  Frage,  ob  diese  Ausdrücke  rerschwinden. 
Wir  mOssen  hier  die  einzelnen  Fftlle  und  Lagen  durchgehen. 
Allerdings  kommen  diese  bei  Herrn  Sommerfeld,  nicht  Tor, 

aber  nur  deshalb,  weil  er  unter  Voraussetzung  der  Ver- 
tauscli barkeit  der  betreffenden  Operationen  die  Unterscheidung 
der  Fälle  umgehen  kann. 

I.  ÜBteriteliigeseliwiBifgkelt. 

Erste  Lage,  vgl.  Fisjfiir  1.  Hier  ist  in  dem  vertikal 
schraffierten  Gebiete  S  nach  in  dem  horizontal  schraffierten 
Gebiete  6*  nach  (4)  zu  berechnen. 
Die  Integrationen  erstrecken  sich 
aber  geschlossene  Gebiete;  in  er- 
sterem  ist: 

O,  =       h  =  a  —  cx 

und  i2|  durch  die  Gleichung  (99)  *^ 
meiner  Abhandlung  bestimmt,  d.  h. 
durch: 

(9)  a»  =  iü|  +  r^-2ü, Jcüsine, 

wo  T  eine  Funktion  von  t  und  t 
bedeutet.    Wir  haben  also,  da:  Fig.  i. 


zu  setzen  ist: 

(10)     6  er,  - 


J[o«  -  («  T  -        Ii,  ^^l'  sin  Ö  e 
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In  dem  horizontal  schraffierten  Gtebiete  ist: 

also  auch  d{7,ssO.   Der  Ausdruck: 

Terschwindet  also  kdneswegs  identisch,  wie  Herr  Sommerfeld 
anzunehmen  schein!  Nur  im  Falle  konstanter  Geschwindigkeit 

ist  Taa«r  von  i  unabh&ngig  und  dann  vv*^^«  ^^^^ 

ö  U=  0. 

Zweite  Lage,  vgL  Figur  3.*)  In  dem  vertikal  schraf- 
fierten Gebiete  ist  alles  wie  im  vorigen  Falle;  nur  muß  jetzt 
6  SS  er  —  a  genommen  werden.  Es  behält  also  A  {7,  denselben 
Wert.  Im  horizontal  schraffierten  Gebiete  ist  B<eT  —  a, 
und  somit  8=^0  nach  (5),  also  wieder  d     =  0. 


Fig.  S.  Pig.  4. 

Dritte  Lage,  vgl  Figur  4.  Wir  haben  (vgL  S.  27i 
meiner  Abhandlung)  im  vertikal  schraffierten  Gebiete: 

(1 1)  L\-=-    n  d  u  Jsni  eae. 


et  — a 


^)  Die  Nummern  der  FiffOi«n  sind  dieaelben  wie  in  meiner  größeren 
Abbandlang. 
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wo       durch  die  Gleichung  (109),  d.  h.  durch: 
(II»)  2iJrco8iiie,  — Ä«  +  2»-a» 

bestimmt  wird,  uud  es  ist  S  durch  (3)  bestimmt,  also: 

6U,=  -^{a'-(cz-T-  ay]       a)  (1  -  cosinÖ.)  ^ 
(12)  ,+. 

+  5 J[«' -(CT-  Ity} S 8in  9,^-^  dB, 


WO  im  ersten  Qliede  die  Klammer  (1 — cosin^i)  für  Ü^T+a 
gleich  Null  wird. 

Im  horizontal  schraffierten  Oebiete  ist  wieder  i{< er— a, 
also  8^0  nach  (5)  und  d{7,e»0. 

II.  Üherliehtf Mcliwladflrkeit. 

Erste  Lage,  vgL  Figur  8.  Im  Tortikal  schrafherten  Ge- 
biete haben  wir: 

U,  =  g  J[«^  -  (CT  -  jß)«]  RdRjsin  Bde, 


a  — er 


WO  nach  Qleichung  (145)  meiner  Abhandlung  durch  die 
Gleichung: 

(12»)  a*=^r^  cosin 

bestimmt  ist   Wir  erhalten  also: 

Das  horizontal  schraffierte  Gebiet  ist  wieder  so  in  «wei  Teile 

zu  zerlegen,  wie  es  auf  S.  28t)  meiner  Abhandlung  geschah; 
wir  haben  nach  (4)  in  dem  einen  Teile: 

a  -  T  n 

r;  -    J/? df fijsin eae,  d  ir,  -  -  er (a -  r)« ; 
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uud  im  anderen  Teile: 

a— CT  6^ 

U^^^j  li'dMjsinede, 
WO      wieder  durch  obige  Oleichung  bestimmt  wird;  also: 

a  o; -  +         2)» (1  -  eoAi  e.) 

•  -r 

wo  das  erste  Glied  für  ü    a  —  T  nach  (12^)  verschwindet 
Ein  viertes,  gesondert  su  betrachtendes  Qebiet  endlich  ist 
in  Figur  8  nicht  schraffiert;  in  ihm  ist: 

R>a-\-  CT^  und  folglich  nach  (5):  Ü4     Q,  dü^^  0. 

Zweite  Lage;  es  bleiben  die  Formeln  der  ersten  Lage  gültig 
(vgl.  S.  287  f.  meiner  Abhandlung,  und  Figur  9  daselbst  S.  280). 

Dritte  Lage;  vgl.  Figur  11.  Es  ist  im  vertikal  schraf- 
lierkeu  Teile: 
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also: 

*  ü  -  g  [a*  -  (c  t  -  r  +  a)«]  ( T  -  a)  (1  -  cwriii  »,) 

4  y  J[a» sin  e.^j^°<iÄ, 
r— • 

wo  wieder  das  erste  Glied  wegen  (12*)  verschwindet. 

In  dem  nicht  schraffierten  Qebiete  dagegen  ist  wieder 
{7«0  und  dU'^O, 

Es  geht  hieraus  herror,  dafi  die  durch  Differentiation  der 

Grenzen  entstehenden  Terme  keineswegs  zu  yernachlässigen 
sind.  Es  soll  aber,  gemäli  (8),  das  Resultat  noch  nach  t  in- 
tegriert werden,  nachdem  vorher  mit  —  t)  multipliziert 
ist.  Bei  Unterlichtgeschwindigkeit  wird  die  Grenze  der  ersten 
Lage  gegen  die  zweite  durch  den  Wert  t  =  a/c  gegeben  (vgl. 
S.  261  meiner  Abhandlung);  dieser  ist  unabhängig  von  t;  die 
Grenze  der  sweiten  Lage  gegen  die  dritte  ist  durch  t  » 
gegeben;  es  ist  also: 

(<  —  t)  ^  0,  dr  +  j*o,  (t  —  x)düidT 

zu  bilden,  wenn  mit  S  der  Ausdruck  (10),  mit  d  ü\  der  Aus- 
druck (12)  bezeichnet  wird.  Es  ist  nicht  abzusehen,  weshalb 
die  von  6  U\  und  d  U[  herrührenden  Beiträge  herausfallen 
sollen.  Anders  ist  es  bei  der  nochmaligen  Vertauschung  von 
Differentiation  und  Litegration;  hier  soll  die  Relation  bestehen: 

f  Jo.(<  -T)UdT  =  J^-^  [0.(^  -  r)  U\  d  r. 
0  0 

Die  konstante  Grenze  a\c  bietet  offenbar  kein  Hindernis.  Die 
Grenze  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Lage  ist  durch  den 
Wert  T°  gegeben,  welcher  durch  die  Gleichung  (73'*),  d.  h. 
durch: 

(13)  et^T^2a 
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als  Funktion  von  t  definiert  war.  Es  fragt  sich  hier,  ob  der 
Wert: 

(14) 


Teisehwmdet,  wo; 


et—a 


gesetzt  (woraus  durch  Differenzieren  der  Ausdruck  (10)  ent- 
steht), während  U'i  durch  (11)  gegeben  wird: 

ü\ «  Ijl    -  (CT  —  Ef]  RdRjm  BdB. 

ct  —  a  0 

Nun  isi  für  r  =  nach  (13)  —  a  «  a  —  7;  ein  Blick 
auf  die  Figuren  3  und  4  lehrt  also,  dafi  die  Integrations- 
gebiete für  die  Integrale  Ui  und  {71  für  r  ss  t'^  zusammen- 
fallen, und  dafi  somit  der  Ausdruck  (14)  gleich  Null  wird. 

Jetzt  koiiiinen  aber  noch  die  aus  (10)  und  {VI)  entstehenden 
Glieder  in  Betracht,  die  im  allgemeinen  nicht  verschwinden. 
Es  ist  also,  da  Analoges  für  die  Grenzen  zwischen  den  anderen 
Intervallen  gilt: 

00 


00 


0 


T 


(15)        »  .0 

0 

+jD,(/-T)df;irfT  +  ..., 

wenn  dü^  durch  (10),  öU'x  durch  (12)  gegeben  wird,  und 
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wenn  den  Endpunkt  der  dritten  Lage  bezeichnet,  d.  ii.  durch 
die  Gleichung: 

bestmimt  wird.  Nach  Herrn  Sommerfeld  mfifiten  diese 
Integrale  Ober  SUt,  dül,,,.  der  reehten  Seite  rer- 
schwinden,  was  aber  nnr  in  besonderen  Fallen  wird 

eintreten  können. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  der  Som nierfeldschen  For- 
meln gegenüber  den  nieinigen  liegt  ferner,  wie  schon  bemerkt 
wurde,  in  der  Wahl  der  oberen  Grenze,  die  bei  ihm  gleich  c», 
bei  uns  gleich  f  bzw.  t  -f  gesetzt  wurde  [vgl.  obige  Formeln 
(1)  und  (2),  in  denen  für  das  Vektorpotential  unter  dem  Inte- 

gralzeichen  der  Faktor  —   hinzuzufügen  istj;  es  ist  klar, 

c 

daß  bei  Differentiation  des  Potentials  nach  t  dies  einen  wesent- 
lichen Einfluß  übt. 

§  6.  Vertauschung  von  Differentiation  und  Integration. 

Neben  der  Differentiation  nach  t  kommt  diejenige  nach 
f ,  17,  C  in  Betracht  Die  Krifte  werden  durch  die  Differential- 
quotienten des  Potentials  und  den  rSumlichen  Koordinaten  be- 
rechnet; es  kommt  also  auf  Integrale  der  Form: 

an,  wo  das  räumliche  Integral  über  das  Volumen  zu  erstrecken 
ist;  da  nun  x  und  ^  im  (f  nun  in  der  Verbindung  x  -f"  ^  vor- 
kommen, so  ist: 

dx~  Bf  ' 

und  es  kommt  also  darauf  an,  ob  die  Gleichung: 

richtig  ist.  Diese  Frage  ist  durch  die  Betrachtung  des  ?or- 
hergehenden  Paragraphen  tehon  mit  erledigt,  denn  bei  der 
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Differentiation  der  Grenzen  nach  t  muü  eben  erst  nach  ^  und 
dann  ^  nach  t  differenziert  werden,  da  t  in  den  Grenzen  nur 
▼orkonunt,  insofern: 


von  t  abhängt.  Die  obigen  Relationen  (10),  (12),  .  .  .  . 
zeigen,  daß  die  Gleichung  (16)  tatsächlich  nicht  be- 
stehen kann. 

Herr  Sommerfeld  beruft  sich  (oben  S.  166)  zum  Beweise 


die  Chüßf  S  eine  stetige  Funktion  dor  Variabein  sei,  nach 
der  differenziert  wird*.  Dem  ist  aber  nicht  so;  in  der  dritten 
Lage  z.  H.  ist  die  Größe  W  in  dem  horizontal  schrafderten 
Gebiete  (vgl.  oben  Figur  4)  gleich  Null,  in  dem  vertikal 
schraffierten  Gebiete  von  Null  Terschieden;  an  der  Grenzflache 
erleidet  sie  also  einen  Sprung.  Wenn  allgemein  eine  stetige 
Funktion  fiber  Terschiedene  Gebiete  integriert  wird,  so  gibt 
sie  nicht  notwendig  stetige  Resultate.  Ersetsen  wir  z.  B.  in 
dem  Integrale  W  (zum  Zwecke  der  Vereinfachung  der  Inte- 

grationen)  die  Funktion  ^  in  dem  vertikal  schraffierten  Ge- 
biete (Figur  4)  durch  die  Konstante  1,  so  wird: 


darauf,  daß  .die  Größe 


ebenso  wie 


WO  0,  wieder  durch  (11*)  bestimmt  ist;  es  ist: 


1 

3 


{(r+a)»-(^r-a)>}- 


6T 


{(T+a)*-(cT-a)*} 
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In  dem  horizontal  schraiherteu  Gebiete  sei       ersetzt  durch 

^,  welcher  Wert  an  der  Grenzfläche  gleich  1  wird;  dann 
haben  wir  hier: 


et—m 


^  [2      -  «)*  —  «)*  —  "3"^**      —  «)•] 

Wir  haben  also  in  beiden  Gebieten  ganz  verschiedene  Funk- 
tionen von  |.  Dementsprechend  hatte  ich  a.  a.  0.  das  Bei- 
spiel des  Integrals  L  gewfthlt,  in  dem  auch  unter  dem  Integral- 
zeichen eine  Funktion  steht,  die  in  yerschiedenen  Intervallen 
verschiedene  Funktionen  eines  Parameters  |  darstellt.  Um 
dies  Beispiel  den  obigen  Betrachtungen  an  die  Seite  zu  stellen, 
mUtite  man  nur  in  letzteren  erst  die  beiden  Integrationen  des 
Doppelintograls  trennen;  die  nämliche  Variable  w  des  Beispiels 
ist  dann  durch  obige  Variabel  R  repräsentiert;  die  Funktion 
unter  dem  Zeichen  entsteht  durch  Ausführung  der  Integration 
nach  B.  Aber  es  ist  überflüssig,  über  dieses  Beispiel  zu  dis- 
kutieren, nachdem  im  vorhergehenden  Paragraphen  die  Un- 
gültigkeit der  supponierten  Gleichung  (16)  direkt  dargetan 
wurde. 

Es  sei  nur  noch  betont,  dali  die  Bemerkung  des  Herrn 
Sommerfeld  (oben  S.  löß),  wonacli  das  von  mir  im  Beispiele 
benutzte  Integral  »ohne  weiteres  keinen  Sinn  hat",  unzutreffend 
ist.  Es  ist  hier  die  fundamentale  der  Bedingung  der  Integral- 
rechnung, daß  die  Integrale  von  0  bis  ^  und  von  i  bis  a  je 
für  sich  allein  einen  Sinn  haben  müssen,  erfüllt;  es  braucht 
also  die  Stelle  x  «ss  ^  keineswegs  von  der  Integration  ausge- 
schlossen zu  werden.  ^ 

Herr  Sommerfeld  macht  femer  folgende  Bemerkung: 

.Differenzieren  wir  nun  das  Integral  W  =  J J j ji^^^^^' 

nach  ^  in  den  Grenzen  des  liaumintegrals,  so  ist  nach  der 

1907.  aiUaagsb.  <L  UAth.-pbjs.  JU.  14 
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Integration  derjenige  Wert  von  8  einzutragen,  der  auf"  dei 
Begrenzung  statthat,  d,  h.  eben  der  Wert  5  =  0.*  Dieses 
ist  richtig  bei  einem  einlachen  Integrale;  weuu  man  aber  ein 
Doppelintegral  (und  nur  mit  solchen  haben  wir  hier  zu  tun) 
nach  einem  in  den  Grenzen  Torkommenden  Parameter  diffe- 
renziert, 80  konmit  im  Resultate  zwar  der  Wert  der  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  an  der  Begrenzung  in  Betracht; 
aber  es  ist  das  Doppelintegral  nur  auf  ein  einfaches  Integ^ 
reduziert;  und  unter  dem  Zeichen  ist  dabei  nicht  immer 
S=0  zu  nehmen.  Es  geht  dies  aus  den  Gleichungen  des 
vorhergehenden  Paragraphen  deutlich  hervor. 

Betrachten  wir  z.  ß.  die  in  Figur  4  dargestellte  «dritte 
Lage",  so  bildet  die  Kugel  M=sct — a  einen  Teil  der  Grenz- 
fläche des  Raumintegrals;  und  hier  verschwindet  in  der  Tat 
der  zugehörige,  in  (11)  gegebene  Wert  Yon  d  CT,,  indem 
[a*  —  (cT  —  B)']  und  somit  8  gleich  Null  wird.  Bei  der 
ersten  Lage  (hi^egen  handelt  es  sich  um  die  Grenzfläche 
II  =  a  —  CT.  und  hier  ist  S  nielit  gleich  Null,  und  die  in 
(10)  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  verschwindet 
nicht.  Ebenso  ist  es  bei  Überlichtgeschwindigkeit;  der  für 
die  .erste  Lage"  oben  (S.  189)  gegebene  Wert  von  dL\  ist 
an  der  Grenzfläche  R  =  er  a  gleich  Null :  aber  für  Figur  8 
kommt  außerdem  die  Kugel  J2  a  —  et  in  Betracht,  und  hier 
ist  6Ui  von  Null  verschieden.  Auch  die  für  dU^  und  dU^ 
oben  gefundenen  Werte  (die  sich  auf  das  Yektorpotential  be- 
zogen) sind  in  der  zugehörigen  GhrenzflSche  (Ä  =  a — T)  von 
Null  verschieden,  während  der  auf  S.  191  für  die  dritte  Lage 
(Fig.  14)  gegebene  Wert  von  dU  au  der  Grenzfläche  22  =  «  -|-  ^-'^ 
wiederum  gleich  Null  ist. 

§  7.  Ober  die  Berechnung  des  bestimmten  Integrals 

Was  die  Berechnung  dieses  bestimmten  Integrales  betritt^, 
so  erkenne  ich  an,  daü  das  Verfahren  des  Herrn  Sommer- 
feld korrekt  und  mein  Einwurf  unberechtigt  war,  indem 
ich  nicht  beachtet  hatte,  daß  anch  die  Funktion  unter  dem 
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Integralzeichen  noch  von  dar  oberen  Grenze  fl  abhängt.  Zur 
persönlichen  Entschuldigung  kann  ich  nur  anführen,  daß  ich 
die  ganze  Arbeit  über  Elektronen  unter  einem  gewissen  Drucke 
und  in  Eile  habe  machen  mUsseUf  um  meine  anderen  Arbeiten 
nicht  allzu  lange  zu  unterbrechen.  Ich  hielt  mich  aber  doch 
ffir  Terpflichtet,  die  mündlich  mehrfach  ausges})rochenen  Be- 
denken gegen  die  bisherige  Behandlung  der  Elektronentheorio 
zu  verr)ttentlichen  und  glaul»L-  auch,  dadurcli  wesentlich  zur 
Klärung  der  betretenden  Fragen  beigetragen  zu  haben. 

Der  Wert  des  fraglichen  Integrals  ü  spielt  Übrigens  nur 
in  den  Untersuchungen  des  Herrn  Sommerfeld  eine  Rolle; 
bei  meiner  Behandlung  des  Problems  kommt  das  Integral  nicht 
Tor;  der  betreffende  Irrtum  ist  also  hier  Ton  nebensächlicher 
Bedeutung. 

§  8.  Über  Sommerfelds  vereinfachte  Behandlung  der  Elektronen- 
bewegting  in  den  Sitzungeberiohten  der  Amsterdamer  Akademie. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  der  Sommerfei d'schen 

Formeln  von  den  meinigen  beruht,  wie  inehrt'ach  liervorge- 
hoben,  darin,  dali  Herr  Sommert'eid  die  obere  Grenze  /  in  (1) 
durch  00  ersetzt,  indem  er  sich  einen  Anf'angswert  einge- 
führt denkt,  so  dat3  t  —  an  Stelle  von  t  tritt,  und  dann 
gleich  —  Qc  wählt,  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt),  in- 
dem er  in  (2)  die  Qrdlie  gleich  +  ^  setzt;  ich  hatte  herfor- 
gehoben,  daß  dies  nicht  erlaubt  ist,  denn  der  Grenzprozeß 
^0  s  00  darf  (nach  allgemeinen  mathematischen  Prinzipien) 
erst  gemacht  werden,  nachdem  alle  Größen  (auch  die  Kräfte) 
für  endliche  Werte  von  berechnet  sind;  es  genügte  zur  Be- 
gründung dessen  darauf  zu  vorweisen,  dal.;  das  vektorielle 
l^otential,  bei  Berechnung  der  Kraft,  nach  t  ditteren/iert 
werden  muü,  daü  also  der  Ausdruck  (vgl.  IS.  325  meiner  Ab- 
handlung): 


dx  dff  de 


14» 
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zu  bilden  ist,  der  oifenbar  von  dem  bei  Sommerfeld  au  dessen 
Stelle  tretenden: 

oe 

0 

▼erschieden  ausfallen  muß.  Ich  hatte  femer  erwähnt,  daß 
auch  in  der  später  von  Herrn  Sommerfeld  gegebenen  a^er- 
einfachten  Behandlung*  eine  Begründung  dafür  fehlt,  weshalb 
nach  der  Zeit  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  integriert  wird 

(8.  329  meiner  Abhandlung).  Herr  Sommerfeld  gibt  jetzt 
(ol)eii  S.  171)  zur  ßegründung  an:  ,ni:ui  habe  die  Grenzen 
j)jissend  zu  wälilen,  um  zu  einem  eintaclien  Ergebnis  und  zur 
Ableitung  übersicbtliclier  physikalischer  Tatsachen  zu  gelangen" 
und  weiter  heiii*>rkt  er:  „bei  meiner  Wahl  der  oberen  Grenze 
würde  die  physikalische  Bedeutung  des  Ergebnisses  verscbleiert 
und  die  explizierte  Berechnung  von  qf  unmöglich  gemacht*. 
Daß  letzteres  unrichtig  ist,  glaube  ich  hinreichend  gezeigt  zu 
haben.  Die  Einfachheit  der  Resultate  ist  gewiß  ein  erstrebens- 
wertes Ziel,  die  Richtigkeit  derselben  ist  aber  doch  wichtiger, 
und  diese  leidet  sehr  wesentlich  unter  der  Festsetzung  des 
Herrn  Sommerfeld.  Die  Grenzen  des  nach  der  Zeit  t 
zu  nehmenden  Integrals  sind  nicht  willkürlich  wähl- 
bar, sondern  der  beschränkenden  Bedingung  unter- 
worfen, datä  das  Potential  (p  den  fundamentalen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  zu  genflgen  hat, 
nSmlich: 

^-^  —        9?  =  0    auüerUalb  des  Elektrons, 

—    A*<p  »  c^Q   innerhalb  des  Elektrons; 

und  dieser  Forderung  genügt  die  Sommerfeld^sche 
Funktion  <p  nicht. 

Wir  haben  also  zu  untersuchen,  ob  die  Funktion: 

ß 

(18)  '"'  =  2i^„-.jÄ''' 

0 
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den  angegebenen  Gleichungen  genügt.  Dabei  ist  die  obere 
Grenze  oo  durch  die  Konstante  iJ  ersetzt,  da  sicli  die  Grenze  oc 
bei  der  Differentiation  nach  /  ebenso  verliiilt  wie  eine  Kon- 
stante. Zu  dem  Zwecke  müssen  wir  zunächst  den  Beweis  dafür 
kurz  rekapitiilieren,  daß  obige,  in  (2)  gegebene  Funktion  rp 
den  Bedingungen  (17)  genügt  (vgl.  §§  1,  2  und  3  meiner  Ab- 
handlang  oder  die  entsprechenden  üntersnchungen  bei  Som- 
merfeld, Oottinger  Nachrichten,  1904). 

In  letzterem  bezog  sich  der  Ausdruck  /l*  7    auf  ein  im 
itaum  festes  Koordinatensystem  x',  y\  £'\  mittels  der  Gleichungen : 
t  t  I 

0  0  0 

in  denen  ü^,  ö^^,  die  Komponenten  der  Gesclnvindij^keit  sind, 
wurde  ein  im  Körper  festes  System  y,  z  eingeführt.  Die 
zweite  Differentialgleichung  (17)  ging  dadurch  in  die  folgende 
Aber: 

in  ihr  bedeutet  8  ein  Summazeichen,  so  dai  z.  B.: 

didi^dx  dt     a  y  dt     dz  dt' 

"Während  in  (17)  die  Grölse  n  eine  Funktion  von  ./:'.  //'.  z' 
und  /  war,  ist  jetzt  in  (IM)  o  eine  Funktion  von  x,  y,  r;  und 
nach  der  Theorie  der  Fourier  sehen  Integrale  haben  wir: 


oc 


(20)       j^j  P'e*^'"dkdldm^Q       für  r<a, 

«0        ,  r>a, 

wenn  r  a  Vs^  -i-  -i-  z*  die  Entfernung  vom  Mittelpunkt  des 
Elektrons  (Kugel  mit  Radius  a)  bezeichnet,  und  wenn: 

^^^^       ^  "  sV»  i  J J  ^    ^»  ''^  ^A* 
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gesetzt  wird,  wobei  die  Integration  nach  h,X,/m.  Ober  das  Innere 
des  Elektrons  auszadebnen  ist  Sei  nun  ip'  eine  zu  bestim- 
mende Funktion  Ton  x^y^js  und  Ic^hm^  und  es  sei: 

(21)  <p-=  ^^^ip'{k,l,m)'F'dkdldm\ 

bezeichnen  wir  ferner  mit  D  (p  die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung (19),  so  ist: 


—  0» 

4- » 


«  c»  jjj  P       dk  dl  dm . 


Es  ist  folglich  q>  eine  Lösung  der  Gleichung  (19),  weno 
die  Hilfsfunktion  q>'  der  Differentialgleichung: 

(23)  i>9>'  =  c»c'**' 

im  pfanzen  Kaum  genügt,  so  dafci  wir  jetzt  von  der  Notwen- 
digkeit befreit  sind,  das  Innere  und  das  AuLierc  des  Hlektrons 
zu  unterscheideu.    Zur  Integration  von  (23)  wurde  sodann: 

(24)  ^' =  F(0 

gesetzt,  wodurch  sich  für  Differentialgleichung: 

(25)  '^^^-21  5*».  +  Ic^s^-^iSl  _(5ä;ö.)»]  F^c" 
ergab.   Die  letztere  endlich  ward  durch  die  Funktion: 

i-to 

(2(5)  F==^^je*s^Uinc8zdT 

integriert,  in  der    eine  Integrationskonstante  bedeutet,  während 

Sk^^ki-i-ltj-hmC 

und: 
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•  ■  • 

(27)  f-Jii.(T)it,  i,-Jiv(t)(lt,  f-.jK.W^T 

i-t  i-t  *-T 

gesetzt  ist.    FQr  die  Elektronen theorie  wird  q  konstant  und 

3  F 

zwar  —  ^  ^3  gewälilt;  fOhit  man  statt  il,  /u  räumliche  Polar- 
koordinaten, o,  ^,    ein,  80  ergab  sich: 

(28)  •  " 

  3f    sinas  —  a^cosina^ 

und  somit  nach  (21^  (24)  und  (26): 

See  r  r  rmas—aseosinas      ,j  ,    r        .  , 
«^"si^O  J  J  ?  dkdldmj  e'**'8inc.idT. 

oder  wenn  man  statt  k^l^m  Polarkoordinaten  22,0,  einführt: 

0  0  0  0 

_  3e(?   r  8  , 
~2;i»a*J  12 

0 

wenn  S  das  folgende  Integral  bezeichnet: 

an 

/or.x       o      raina«  — ascoeina«    •    r,     .  , 
(30)  ~  J  •  sin  ifcs  •  sm  CÄ  T  •  as, 

0 

dessen  Wert  oben  unter  (8),  (4)  und  (5)  angej^eben  wurde. 

In  (29)  haben   wir  den  obi«;en  Ausdruck  (2)  des  Poten- 
tials 7    gewonnen,   es  ist  nur  die  willkürliche  Konstante 
durch  — zu  ersetzen  (da  diese  Konstante  damals  eine  andere 
Bedeutung  hatte). 
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Diese  Konstante  ist  willkürlich;  sie  darf  aber 
nicht  unendlich  groß  gewählt  werden,  denn  für 
BS  i:oo  hat  das  in  (26)  aufgestellte  Integral  F  keinen 
Sinn  mehr.  Wenn  man  also  mit  Herrn  Sommerfeld  trotz- 
dem  —  00  setei,  so  hat  man  keine  Sicherheit  darfiber,  ob 
die  Funktion  «p  noch  den  partiellen  Gleichungen  (17)  genügt; 
es  ist  im  Gegenteil  zu  erwarten,  daß  dies  nicht  mehr  der  Fall 
ist.  Diese  Erwägung  veranlaüte  mich  hauptsächlich  zur  Nach- 
prüfung der  Sommerfeld. sehen  Resultate;  sie  erschien  mir 
so  einleuchtend,  dali  ich  bei  der  Divergenz  unserer  Hesultate 
eine  direkte  Prüfung,   ob  für  —  ^    die  Differential- 

gleichungen (17)  noch  erfüllt  sind,  für  nicht  notwendig  hielt. 
Eine  solche  Prüfung  soll  aber  jetzt  Torgenommen  werden. 

Die  Annahme  ^ » —  o>  hat  fttr  das  Di£ferenzieren  die 
nftmliche  Wirkung,  als  wenn  man  die  obere  Grenze  t — in 

(29)  durch  eine  Konstante  Q  ersetzt;  wir  beschäftigen  uns 
also  mit  der  in  (18)  deflnierteu  Funktion  9^^.  Die  Funktion  jF 
ist  dann  durch: 

a 

(31)  Fü  =  ^  J«'**^  aincsidr 

II 

zu  ersetzen.    Wir  treuueu  von  ihr  einen  Faktor  ab,  indem  wir: 

(32)  Fö  =  -c'«*«x^'>(i/ 

8 

setzen,  wo: 

i 

(t)  dx     (und  entsprechend  fttr     und  D,) 

gesetzt  werde,  unter  o)  eine  willkürliche  Konstante  verstanden; 
dann  ist  in  Kücksicht  auf  (31): 

ü 

Q  «  Je-v«-o  sin  esrdr, 
0 

wenn: 
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(34)  y     -  t)  =  i5Ä  25,     ~  t) 

geaetst  wird.  Wir  stellen  zonfidiBt  für  Q  eine  lineare  Diff»- 
rentialgleichung  auf.   Es  ist: 

n 

0 

D 

—      —  sin  esT dt 

I) 

o 

0 

0 

wir  haben  also: 

(34*)  -  Ö)8inc»Ö-c«coeinc«Ö]e-*'<'-^\ 

Gehen  wir  nun  zu  Fq  zurück,  indem  wir  gemafs  (33)  und  (34): 

^  e 

setzen,  so  finden  wir  fUr  Fq  die  Differentialgleichung: 

^^^^  •  Q 

=  v''(* — a))c""^~  c'cosincsi^je'^*^, 

wobei  ^0  aus  (27)  entsteht,  indem  man  t  durch  Q  ersetzt;  es 
ist  also: 

(36)       »«Ä;|o  =  v(0-  V'(^-^)«»5*  J ü.(T)<iT. 

t-ü 
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Wie  Torauszusehen  war,  ist  also  die  Konstante  a>  ftbr  das 
Resultat  ohne  Bedeutung.  Die  linke  Seite  der  Diffsrential- 
gleichung  (35)  ist  mit  der  linken  Seite  Ton  (25)  in  Dberein- 
stimmung;  die  rechten  Seiten  sind  aber  Tollständig  Terschieden. 

Um  nun  zu  einer  partiellen  Gleichung  für  <f)s3  zu  gelangen, 
iiiüssL'n  wir  die  in  obigen  Gleichungen  (19)  bis  (25)  vorge- 
uomnicncn  Operationen  rückwärts  verfolgen. 
Wir  setzen  demnach,  analog  zu  (24): 

= -Fü  (0  • 

dann  genügt  ff]»  derjenigen  Differentialgleiclmng,  weldie  aus 
(23)  entsteht,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  die  Konstante  c^, 
d.  h.  die  rechte  Seite  von  (*J5),  durch  den  auf  der  rechten 
Seite  von  (35)  stehenden  Ausdruck  ersetzt,  d.  h.  der  partiellen 
Gleichung: 

(37)  Viph  =  [v'  (<  —     c  ~  c*cosinCÄö]c'«*"+^«>, 

in  der  das  Zeichen  D  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  (22). 
Hieraus  entsteht,  analog  wie  bei  (22),  die  Differentialgleichang 
für  tpof  wenn  man  beiderseits  mit  P  multipliziert  und  nach 
/,  m  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  <»  integriert  Dabei 
ist  P  durch  (20*)  bezw.  för  konstante  Werte  von  q  (die  jetzt 
allein  in  Betracht  kommen),  durch  /28)  definiert.  Mit  Röck- 
.sicht  Jiul"  den  aus  (3(1)  zu  entiiclnneiidt'ii  Wert  von  i  S  k  ;q 
lüüt  sich  die  rechte  Seite  ron  (37)  lu  luigender  Form  schreiben: 

Infolgedessen  erhalten  wir  als  partielle  DiÜerentialgleichung 
für  die  Funktion  q>Q: 

(38)  u    —  c  ( j; — J,), 

wo  mit  J,  und      die  folgenden  Integrale  bezeichnet  sind: 
— • 
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—  «0 

oder,  wenn  die  konstante  Dichte  q  eingeführt  wird,  nach  (28): 

—  OB 

—  • 

Statt  A',  /,  m  führen  wir  räumliche  Polarkoordinaten  s,  in 
der  gleichen  Weise  ein,  wie  auf  S.  244  meiner  Abhandlung; 
es  ist  dort  nur  t  durch  den  konstanten  Wert  ü  und  demnach 
ü  durch      zu  ersetzen,  wo: 

Ä  =    +      +    4-  vo)'  +  (-^  4-  lo)-, 

wenn  ^q,  ij«,  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  (36).  Dann 
wird: 

8k(x  -f  ^ö)  ^     '  ^ ' 

also: 


y      3«  9lL  (*sinas-a9C08ina5  .     ^  ,    d  1' ./  .r««.««  ^w^^ 

0  1» 

3e     aiL  fsinas-a^cosinas , .  ^  •  «  x. 

0 

0  0 

X 

"Ü'^t'a'  iJ  coeiBMfl.  sin  B,8.  ds. 

0 

Das  in  </,  auftretende  bestimmte  Integral  ist  von  Herrn 
Sommerfeld  ausgewertet ;0  es  ist  dasjenige,  auf  welches  sich 

^  GOttinger  Naehriokten,.  1904»  8. 120. 
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seine  obigen  Bemerkungen  (S.  167  ff.)  beziehen.  Wir  haben 
darnach: 

1.  Aus  den  Strecken  a^cÜ^R^  kann  ein  Dreieck  gebildet 
werden,  dann  ist: 

(89)        J  =  —  a'^m-c'ü'dR, 


2. 


2.  Alts  den  Strecken  a,  cü,  R^  kann  kein  Dreieck  ge- 
bildet werden;  dann  ist: 

(39»)  =  0. 

Das  Integral  kdnnen  wir  berechnen,  indem  wir  es  auf 
die  beiden  Integrale: 


sma8*saiß8  , 


V 


0 

zurflckftlhren ;  es  ist  dann: 


Nun  ist  bekanntlich: 

JV,.  •«  «  ^»i"  /»_»  rf«  -  ^  «tang  ^ 


-  -2  -  ««tang  _  +  ^  log  ^        ^  ^j^^, 
folglich,  indem     ^  0  gesetzt .  wird : 
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imd  bekaontiicb: 

■Pi(ai/J)=-0   ftr  a>ß 

Hiernach  erhalten  wir: 
^         Se«;    Tti      ,  71  jt  1 

—  [2  «  +  2      -       -  2  •  -  ®J 

—  iUr    0<Ä.  — ci^<Ä.-i-cX^<a, 

_  Z  F  c     \n         7t         71  .Tri 

^*  ~  i»»a»Ä,[2  «  -  2 "  -  2  "  +  2  "J 

—  0   für   a<cQ  —  Rt<cQ  +  R^, 

^■^i    für    0<ci^- i2.<cö-f  iL<a. 

Wir  fassen  diese  liesultaie  in  folgender  Weise  zusammen ; 
es  ist: 
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wenn  sich  aus  den  Strecken  a,Il^^cQ  ein  Dreieck  bilden  lilfit, 
wenn  ein  solches  Dreieck  unmöglich  ist,  weil  a  zu  groü  ist, 

(40^)  j;  =  0, 

wenn  das  Dreieck  unmöglich  ist,  weil  a  tu  klein  ist. 

Die  durch  Gleichung  (18)  definierte  Punktion  rpQ 
genügt  der  durch  Oleichung  (38)  dargestellten  Diffe- 
rentialgleichung, wenn  die  auf  der  rechten  Seite  auf- 
tretenden Ausdrucke  cT,  und  so  gewählt  werden, 
wie  es  die  Gleichungen  (39), ...  (40^)  vorschreihen. 

Die  vorstehende  Betrachtung  wird  ungültig,  wenn  die 
Punktion  v'  —  ^)  von  t  unabhängig  wird ,  welche  Werte 
auch  k,  /,  VI  haben  mögen;  dies  tritt  nacli  (o.'i)  und  (34)  ein, 
wenn  Dx  ==  0.  t»^  =  0,  =  0,  d.  h.  im  Falle  dor  dauernden 
liuhe  des  Elektrons.  Dann  nämlich  iat  auch  die  durch  (32) 
eingeführte  Funktion  Q  von  t  unabhängig,  und  an  Stelle  von 
(34*)  erhalten  wir  die  Gleichung: 

dt* 

aus  der  sich  eine  Gleichung  von  der  Form  (35)  nicht  ableiten 

läßt.  Dieser  einfachste  Fall,  mit  dem  wir  uns  schon 
oben  in  §  2  bescliüftigt  habeu,  ist  also  hier  auszu- 
schl  ieljen. 

Herr  Sommerfeld  nimmt  nun  in  (IS)  für  Ü  den  Wert  oo 
oder  eine  sehr  große  endliche  Zahl.  Bei  Unterlichtgeschwin- 
digkeit kann  man  jedenfalls  Ü  so  groß  nehmen,  daß  cü^Ii^ 
ist  und  zugleich  a<eÜ  —  JS^;  denn  bedeutet  die  Ent- 
fernung des  Punktes  x\  y',  d.  h.  des  Punktes,  m  dem  sich 
der  Punkt  x,  y,  m  zar  Zeit  i  befindet,  von  der  Stelle,  wo  sich 
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der  Mittelpunkt  des  Elektrons  zur  Zeit  t  —  ü  befand.  Daun 
gelten  aber  die  Gleichungen  (39*)  und  (40^),  und  zwar  ftir 
alle  Punkte  m  des  Raumes,  unabhftngig  davon,  ob  der 
Punkt  Xffffß  im  Innern  oder  außerhalb  des  Elektrons  liegt. 
Bei  Überlichtgeschwindigkeit  kann  Ü  so  groß  gewählt  werden, 
daß  ll,>cQ  und  a<R,  —  cQ  wird,  und  es  gelten  wieder 
»lie  Gleichungen  (39*)  und  (40'');  ausgenommen  sind  hier 
solche  Hi'\v»'irnngen  mit  L  l)erlichtge.scli  windi^^keit,  bei  denen 
das  Elektron  ein  gewisses  endliches  Kaumgebiet  niclit  verläljt. 

Für  hinreichend  grofse  Werte  von  Q  genügt  hier- 
nach die  Funktion  tpo  im  allgemeinen  der  Differential- 
gleichung: 

Dq>a  —  0, 

und  somit  der  ersten  Differentialgleichung  (17)  im 
ganzen  liaume,  während  die  zweite  Gleichung  (17) 
nicht  erfüllt  ist.    Das  gilt  dann  auch  fUr  iJ=^oc. 

Alle  Entwicklungen  des  Herrn  Sommerfeld  beziehen 
sich  also,  7on  Gleichung  (16)  seiner  ersten  Abhandlung  ab, 
auf  eine  Lösung  97  (und  ebenso  bei  9«,  1^,  91«),  die  nur  aufier^ 
halb  des  Elektrons  brauchbar  ist;  die  Tom  Elektron  auf 
sein  eigenes  Innere  während  der  Bewegung  ausge- 
übten Kräfte  können  daher  durch  die  Sommerfeld'- 
scben  Formeln  nicht  richtig  dargestellt  werden. 

Auf  S.  330  meiner  Abhandlung  erwähnte  ich,  daü  Herr 
Her  glotz  die  Sommerfeld'schen  Formeln  auf  anderem  Wege 
abgeleitet  habe,  daß  aber  bei  ihm  ein  Beweis  dafUr  fehle, 
daß  seine  Lösung  auch  der  zweiten  Gleichung  (17)  genOge. 
Nach  vorstehenden  Ausf&hrungen  ist  derselbe  Einwurf  gegen 
die  Sommerfeld'schen  Entwicklungen  zu  erheben,  und  es  ist 
daher  nicht  aufßUlig,  wenn  beide  Forscher  zu  den  gleichen 
Resultaten  gelangt  sind. 
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Flächen  eines  dreifach  unendlichen  linearen  Systems, 
welche  mit  einer  gegehenen  algebraischen  Kaurn- 
kurve  eine  Berährung  3.  Ordnung  eingehen. 

Von  Dr.  Frans  Thalreiter. 

Die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  verlangt  die  Eii- 
mination  der  Parameter     X  und  /n,  der  homogenen  Yariabeln 
^t«  ^»  ^4»       Differentiale  dx^^  dx^  dx^^  dx^t  der  Di£feren- 
tiale  sweiter  imd  dritter  Ordnung         d^x^  d^x^,  d^x^  und 
d^x^,  d^x^,  d^x^,  d^x^  aus  folgenden  Gleichungen: 

9?  +       +      +       =  0 
dtp     xdxp  -|-  Xdx  +    ^fl*  —  0 

^  «  0,       —  0,  J^^r  =  0,  d'y  =  0. 

Mit  v^,  to  sollen  ganze  homogene  Funktionen  von 
derselben  Ordnung  s  bezeichnet  werden,  mit  f  und  g  zwei 
ganze  homogene  Funktionen  n^'  bzw.  m**'  Ordnunf^. 

Es  soll  hier  dieselbe  Methode  anjrewandt  werden,  die 
Herr  Professor  Lindeniann  in  der  Arlx'it  ,Sur  les  courbes 
d'un  systeniL'  lineaire  tiois  fois  intini  (jui  touclient  une  courbe 
algebrique  donn^e  par  un  contact  du  troisieme  ordre ''.^)  ge- 

Cf.  BuUetin  de  la  Societo  Matbematique  de  France,  Tome  dixieme, 

pag.  21. 

it07.  BUumtßlb,  4.  mth.-ph7«.  KL 
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geben  hat.  An  Stelle  der  Kuiren  des  dreifach  unendlich 
linearen  Systems  treten  hier  Flächen,  während  die  gegebene 

Kurve,  mit  der  eine  lierührung  Ordnung'  erreicht  werden 
soll,  mit  einer  algel)raischen  Kaumkiirve  vertauscht  wird. 

In  der  Ebene  wurden  zu  diesem  Zwecke  die  Punkte  l»e- 
stimmt,  in  denen  die  BerUhrung  stattünden  soll,  und  diese 
wurden  als  Koinzidenzpunkte  einer  gewissen  Korrespondenz  ge- 
funden. £beiiiO  kann  auch  im  Haume  die  KorrMpondens  an- 
gegeben werden,  rermOge  deren  jedem  Punkt  x  die  ihn  ihm 
die  Raumkmre  berührende  Flache  eines  Bflschels  oder  Netzes 
entspricht.  Die  benutzten  Sätze  Uber  Korrespondenz  in  der 
Ebene  können  ohne  weiteres  auf  den  Raum  Obertragen  werden, 
wie  dies  Herr  Hrill  in  der  Arbeit  ,Zur  Theorie  der  Elimination 
und  der  algebraischen  Kurven"  ')  gezeiyi^^  hat. 

Nimmt  man  Ebenen  statt  der  Flächen  des  dreifach  un- 
endlich linearen  Systems,  welche  mit  der  Kaumkurve  eine 
Berührung  3.  Ordnung  haben  sollen,  so  kommt  man  auf  das 
Problem  von  Cleb»^  »Über  die  WendungsberQhrebenen  der 
Raumkuryen*,*)  so  daß  die  hier  behandelte  Aufgabe  die  allge- 
meinere ist,  der  sich  als  Spezial&U  die  von  Glebsch  unter- 
ordnet. 

Wie  in  der  zitierten  Arbeit  des  Herrn  Professors  Linde- 
mann soll  zuerst  eine  Berührung  von  der  1.  Ordnung  unter- 
sucht werden. 

9  l  Beröhrung  I.  Ordnung. 

Die  algebraische  Raumkunre  soll,  um  symbolisch  rechnen 
zu  können,  als  Schnitt  zweier  algebraischer  Flächen  dargestellt 

werden: 

f »  0   oder   /  "  —  0 

und 

^  =  0    oder   ^  (a;,,  x^,  u,,  xj  =  0. 
Ferner  sollen  die  Definitionen  gdten: 

1)  Mathematische  Annalen,  Band  4,  pag.  fiflSL 
>)  Grelles  Journal,  Baad  (18. 
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'      ndXi  ^     m  dXi 

Es  müssen  zuerst  die  Fiüclieu  eines  Büschels: 


(1) 


bestimmt  werden,  welche  die  ßaumkurve  berühren.  Zu  diesem 
Zwecke  kann  man  die  Berührungspunkte  der  yerlangten  Flächen 
auf  der  Raumkurve  suchen.  Diese  Funkte  sind  durch  die 
Eorrespondens  gegeben: 


=  0. 


Setzt  mau  in  dieser  Gleichung  y<  =^  ^  4~        ^  wird: 

Die  dXi  sind  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


(2) 


f^dx^  -f  /;  dx^  -f  /;  arg  -h  f/a-^  «  0 
g^dx^     y^dx^-^-  g^dx^-j-  g^dx^  0 

nnd  ferner  durch  die  Idendität: 

j<,  dx^  +  X,  dx^  -f  >«8  ^^^i  ~  ^» 

wenn  zwischen  den     die  Relation  besteht: 

Ans  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  erhält  man: 

Qdx^  =/4(»t^»— iifi*i)H-y4(/i«i  -  ^%fd—^4.U%g%- g»f$) 

Qdx^  =  /'i(^t5'4— ^'•'«4)— ^iC^t/i— ^i«*)     ^1  (ff»U—9Jt) 

Q^i^fi  (Pt^f^P^  -  ff  Oll  «•—«1 9^  -I-  /•  Pi«i)- 

16» 


(3) 


(4) 
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Diese  Werte  führen  wir  in  obiger  Determinante  ein  nnd 

ündeu : 

Setzen  wir  jetzt: 

also 

80  geht  Gleichung  (5)  über  in: 

Hier  kann  nun  der  Faktor  =  x,  -\-  x^x^-\-  y^T^  t-^i^a 
leicht  abgespalten  werden  durch  Anwendung  der  Uelation:') 

Und  da      =  0,  6j  — 0,      =  1,  so  wird  die  Gl.  (5): 

Die  gesuchten  Berührungspunkte  sind  also  die 
Sclinittpunkte  der  durch  f  =  0  und  7  =  0  dargestellten 
itaumkurve  mit  der  Jacobischen  Flüche  bezüglich  der 
Flächen  des  Systems: 

*)  Diese  Formel  kann  leicht  ans  der  entsprechenden  fOr  temftre 
Formen  gewonnen  werden. 
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wo 


und 


§  2.  Bariihrung  2.  Ordnung. 
G^ben  ist  ein  zweifach  unendliehee  lineares  System: 


Die  Gleichung  der  Fläche  von  der  Ordnung  s,  welche 

obi«^em  System  angehört  und  tlie  Kurve  /  =  0  und  fj  ==  0  in 
einem  i'uukt  x  berührt,  ist,  wenn  y  der  variable  Punkt  ist: 

(f9VX)9(Sf)  +  {f9X9)M»(y)  +  (f99V}x(jlf)  —  0  (2) 

oder 

-f  (aa  y  a)y;- '  a;- » +  (aa  a^a;-  ^  jö;- '  yy  a;  -  'a';  " »  - 

wobei  folgende  Definitionen  eingeführt  werden  sollen: 

a**  =  6"  »  c"  =  0 
•      »  • 

and 

a' J  =  6' =  c' =  0. 
Diese  Gleichung  (3)  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben: 


ü 


(3) 


v(y) 

z(y) 

0 

0 

xM 

=  0.  (4) 


Man  bat  ferner  noch  die  Kelationen: 

;r(a;)  =  a;,;^»  +  ^sZs  +  ^4  Pf* 

^(«)  -*  »i9i  +  «lÄ  +  ^9$  +  «iS^i  = 
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Setzt  man  nun: 

so  gehen  die  Glieder  der  1.  Horizootalreibe  obiger  Determi- 
nante über  in: 

(«-l)ai-2a;5.,    is-l)ßl-'ßl.  is-l)yl-^Yl^, 

(•t-l)a:-«aj.,   (-1-1)0;— «a^,. 
Wir  berechnen  zuerst  den  Ausdruck 

aj.  =  {afynf  =  {aaa'x)  (abb'  »)a;  - '  6;  "  *  tt^*"- '      -  ' .  (5) 
Und  es  ist: 

L  o»  (a  & 6'  x)  »  x«  (abb'a) — 6«  (a  5  xa)  +  bg(a V xa) — a«(&  b*  x  ä). 
II.  6« (a aa  >c)=  xjja  aa  b)  —  a»(a  ax  b)    a,{adxb)  —  a«(a d  x b). 

Wendet  man  dies  auf  den  Ausdruck  (5)  an,  so  wird,  da 
die  Glieder  mit  den  Faktoren  a^"  und  6^"*  verscb winden : 

Q-  aj^  =  a;  -  -  6;-  2  a'm  -  »      -  >  [6,  x,  (a  a  a'  b)  (a    x  o) 
+  at,bg(ad  xb)(ab'xa)  —  agbt,{ad  xb){ab'  ho) 

—  a99tg(aadb)(bh'xa)  ^  amXt(mdK b) (abb' a)  (6) 
-\-  x^{aa  d  b)  (a  b  b'  a)  -f         («      h)  (n  h  II  d) 

—  aaas(ad  xb){bb'Ha)  +  al[adxa)(bb' x&)], 

Durcb  Anwendung  der  ii'ormel  Ii  geht  das  1.  Glied  über  in : 

a^-'b^-'d'^-^  b''^-^lU^{aadb){aadx)  -\-  d^b,{aaxb){aad b) 

—  agbg (a a ab) (a a'xb)-\-    ^(a aa'6) (aa'x 6)]. 

In  diesem  Ausdruck  verschwindet  das  1.  und  2.  Glied 
identisch  wegen  d^  =  0  und  bf^^O,  das  3.  and  4.  Glied  heben 

sich  mit  dem  zweiten  und  dritten  des  Ausdruckes  (6)  auf  und 

das  4.  Glied  von  (6)  geht  durch  V'ertauschung  von  d  und  b' 
in  das  5.  Glied  über.    Also  wird: 
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4-  a*  (a a' « 6)  (6 6' « a)  —  2 (a a' xb)iab b' a)  (7) 
—        (a a'  x  b)  (bb' x  a)  +  a^x^  (a  a'  x  i»)  (a  & 6* a)]. 

Diese  Belation  kann  noch  weiter  yereinfacht  werden; 
durch  Yertauschung  von  a  und  b  und  indem  man  die  halbe 
Summe  des  alten  und  neuen  Ausdruckes  bildet,  geht  das  letzte 
Glied  über  in: 

aj  - 1 - « a;^  - » d > (a  a' X  6)  (a  6  6' a) 

=  i  a;  -  -  *-  ~^^T'^^x  ^  ^'  ^)  L«,  «' «  ^)  "  ^  <*>)J 
«  1  a;  - «  ä;  - « Ä,— » d/»  ~ » (o  d  a)  [a,  (a  a'  X  d)  -  X,  (a  a  a'  d)] ; 

Ebenso  erzielt  man  durch  Yertauschung  von  a  und  b: 

=  ia;-*ft;-«a;»-> 6;" -  •  (66'  X a) [(a^ (a a'  x 6)  -  x,(a aa'  6)]. 
Der  Ausdruck  (7)  erhftit  jetzt  die  Form: 

4-  ia2(aa'x6)(66'xa)  r  a^x^(aa' x 6)(a66'a)]. 

Für  die  4.  und  5.  Kolonne  der  Determinante  (4)  pag.  (5) 
läit  sich  der  Ausdruck  (8)  noch,  mehr  umformen.   Setzt  man 

zuerst  a  ==  c,  dann  kommt: 

(»  —  1) <5 -«  ft; -2  a;«- >  j;« - 1      '    (a a' X 6) {phV  a) 
=  1(«  -  l)a;  -'■'6;-2c;--aj"-'6/-*x^-(c66  a;-L(aa'xcjc^ 

—  (ea'  xd)    —  (aa*  xtf)  6J 

=  J  ( »  —  1 )  a;  -  ^    -  -  c;  -  -      - 1  6 »  x;^  (c  a  a '  6)  (c  6  6' a). 

Und  weil  nocli  die  Gleichungen  gelten: 

/=0   und  df^O, 
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SO  wird  schließlich: 

Seiasfe  man  aber  in  (8): 
80  verschwindet  das  3.  Glied  identisch  und  es  bleibt: 

Multipliziert  man  die  vier  letzten  Reihen  der  Deter- 
minante (4)  mit: 

(«  —  1)  (a  6  i  ),  (aa'  x6)  a;  - «  ä;  -  *  a/- 1  h;;  - '  x,, 
(,_l)(a66'),(aa'x6)a;-2  6j-2o;--»6;"- 'x,, 
(«  —  1 )  (a  6  6 '  j,  (a  a '  X  6)  a;  -  2  6;  -  2     - '  6,*"  - » x^ , 

and  sieht  diese  Produkte  7on  den  Gliedern  der  1.  Reihe  ab, 
80  werden  diese: 

i  («  —  i)(aaa'  b)  {ahb'a)  aj-  a  6j  ~  ?  a.«  -  •  6^—  i  oj-  »xj, 

4(5~l)(^aa'6)0?66'a)a;--&;-^«;«-'6^'»-'/?«-2x], 
i  (s  —  1)  (y  a  a'  6)  (y       a;  -  fc;  -  2^^«  - 1  j^m  - 1  y  •  -  2  ^2  ^ 

i  (m  - 1)  (c'  aa'      bb'  a)a;  - « 6;  - » a^»"  -  ^  6^"  - '  c.-  "  *  xj . 

Durch  diese  Operationen  ist  der  Faktor  vollständig 
abgespalten,  und  die  x^  kommen  in  den  Gliedern  der  Deter- 
minante nicht  mehr  vor. 

Die  Punkte  unserer  Raumkurve,  in  denen  eine 
Fläche  des  Bttschels  (1)  pag.  (215)  eine  Berührang  von 
der  2.  Ordnung  mit  ihr  hat,  sind  ihre  Schnittpunkte 
mit  folgender  FUche: 
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—1)0  (8 

3 

(m  1 

9i 

Vi 

9x 

9% 

Vi 

/. 

9% 

9% 

Vi 

u 

U 

9% 

Vi 

U 

9a 

.0  (11) 


wo: 

!F  =    a  a  •  6)0?  6  6' a)  a;  - « 6;  -  2  a^«.  1     - 1  ^.  -  2 

«  (c'aa'ft)(c'6fc' a) a;  - « 6j  -  -  a,— '  ft;- - » 

In  dem  Ausdruck  (5)  jiag.  216  wurden  zu  seiner  Berech- 
nung die  Symbole  a,  (  der  Form  a|j  =  6jJ .  . .  in  den  Formeln  I 
und  II  zusammengefaßt.  Statt  dessen  kann  dies  auch  in  anderer 
Weise  noch  geschehen.   Hier  soll  s.  B.  von  den  Formeln: 

—     [a  a'  X  b') 

ausgegangen  werden. 

FOhrt  man  in  analoger  Weise  wie  Torher  die  Rechnung 
durch,  90  findet  man,  daß  die  Fläche  (11)  von  vorher  jetzt 
durch  folgende  Flüche  ersetzt  wird: 

(5-l)!Pi  («-1).Y,  (n-l)Ji  !^^^^Gi 


=0  (12) 


in. 


IV. 


Vi 

Vi 

Xi 

U 

9i 

Vi 

Vi 

TL* 

ft 

9t 

Vi 

Vt 

X% 

f. 

9% 

Vi 

V« 

Xa 

9a 
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WO  die  Definitionen  gelten: 

01  ^(aaa'  b')  (a  b  b'a*)  d^-H'^  ~«a;-  >  ij-  >  o«-« 

«  (y  a  a  •  6' )  (y  6  6' a ')  a^»  -  2       2  a;  -  *  *J  - » yj- « 

N  I     X  s  See 

Setzt  mau  nun  5=1,  so  geht  das  FlächenbOschel  (1) 
pag.  215  in  das  EbenenbOschel  aber: 

und  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  werden: 

(«1- 1)  G  (9.  v- X  n  -  -       ^  (9  y'X9)  =  0 

—3—  G^i («?  VZ/)  -  (» -  1)    (y  V^J^f)  «  0. 
Durdi  ümreelmnng  kann  man  aber  seigen,  daß: 

Ji  =  I    und    G=  y . 

Für  den  Fall  s  =  1  sind  also  die  beiden  Flächen  (l  1) 
und  (12)  identisch. 

§  3.  BeriUmiiig  3.  Ordnung. 

Nach  den  voraus^t'ht'nden  Iit'sultaten  kann  man  leicht 
die  Gleichung  einer  Fläche  von  der  s'*"  Ordnung  aufstellen, 
welche  dem  Süach  unendlich  linearen  System: 

angehört,  und  welche  die  Baumkunre  »  0  und  ^  »  0  in 
einem  gegebenen  Punkt  x  von  der  2.  Ordnung  berOhrt.  Diese 
Gleichung  ist  bei  variabeln  y: 
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0 

V 

(s-l)0  (s-l)r  (s-l)X  (s 

n4-2  <?  — ; 
o 

zl  (m-1 

9i  Vi 

Xi 

»1 

9i 

99  Vi 

CO, 

f. 

9% 

i  vt  Vi 

;i:t 

0), 

9% 

1      V4  Vi 

24 

94, 

0  (1) 


Die  Größen  0,  X,  J  und  G  sind  durch  (11)  pag.  219 
deüniert,  und  es  sei  noch: 


m  m  m 


Dieee  Gleichung  (1)  wird  befriedigt  fBx  y  jf  »TS-^dx 
und  y^x-^2dx  d^x,  wie  man  durch  Anwendung  der 
Torausgehenden  Betrachtungen  sehen  kann. 

Nehmen  wir:  y  —  x  ~\-  3  dx  ^(P  x  d^x,  um  eine  Be- 
rührung :1  Ordnung  zu  erzielen,  so  transformieren  sich  die 
Elemente  der  1.  Keihe  in: 


3(»-  l)a;-»a,.a^.  +  (,-l)(,  -2)o'-»a;., 

3  (n-lja',-%,a^,  +  (»  -  l)(»-2)a;  "  ^oj., 
3(m-l)a;— »ai.«;^.  +  (m-l)(m-l)a;— «a;». 


(2) 


Multipliaiert  man  (8)  pag.  217  mit  a^~~^  und  diflbrenaert, 
so  kommt: 


dg 


(3) 


+  (m-l)a;-«^-«a;2»-«6J'-»a;-«xJ(aaa'6)(o66'a)a;, 
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■^2{n-2)a'^-H';  'a;^-^b';^--'a'-^x^{aa'xb)(ahb'a)a^^ 
+  2(m-l)a;-^e5-2a;r-26,'--iai-»x,(aa'j<6)(a66'a)a;,, 
+  {s—)al~^b2-^a;'-^b'^-^a'-^x^{aa'xb)(abb'a)a^^. 

Es  ifli  weiter: 

ff  «d-. =  ^* «I ~ ^  c*""^ 

=a»  [(ioee*a)x^  —  (acxo)c]^  +  (ac*xa)c^  —  (cc'Ha)aJ  cj    cj"-  * 

wobei  aber  immer  güi: 

<?J  =  0    und   c^"»  =  0. 
iielation  (3)  geht  dann  Uber  in: 

+(m-l)a;-«6;-2a;'"-«6;r~X"*«J<5"*«?'"H«««'ft)(aftft'a)(o'cc'x) 

-|(«-2)£5^4;-«a^->d;^»<^«x;<5-^c^->(aaa'6)(a66'a)(c(?'xa) 

+ (n  -  2)a;  -  8  a;«  - '  ft;^"  - 1  a«  a^^  •  q  {aa'  x  b)  {b  b'  x  a) 
+(m-l)a;  «i,  •  Q  (aa'xh)Qfh'Ha) 

+  |saJ-2  6;-'^a;"''  ^^^""'a'-'a^^-  ij{aa' y.h)[bh' xa) 

+2{m  A)a*'-^bl-'a^-W^-^ a*-^x^<i^^'U'^-\aa' xb)^^^^ 

Dies  kann  man  anders  schreiben: 

-        ;^  *"  -  ?iLi^rzi    *"  +  (2  «  +  »  -  5)x, 

+ («  - 1)  ii»>  -  (m  - 1)  2(m  - 1>«,*^". 
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Hier  bezeichnen  A  und  Ii  Größen,  welche  die  Sjmbole  a 
nicht  mehr  enthalten  und  wir  setzen: 

«  {aaa'h){abb'a){avc'a}a^~^h»  ^a'^-^h'^^  «^'^^~^^x'"""^  (^*) 
^' «  (aaa'6)(a6&'a)(xcc'a)aj-äi5-*a^-iftj— '<^-«<5-»cJ— S 
0"'  =  {xaa'b)[ahh'a)(xcc'a)al-*y^'^a';;^^h'^^^ 

wo: 

^  (aa'Jc6)(a66'a)(ac<?'a)a|;!-«6;-«a;"-'^;;•"--»c;-^^;;•"-'aJ-^ 
wo: 

Den  Ausdruck  fttr  cPiv  wollen  wir  noch  weiter  behandeln. 

Es  ist: 

Das  1.  Glied  wird  gleich  0",  das  dritte  vei*schwindet  durch 
Vertauschung  von  a'  mit  c'  identisch,  und  es  bedeutet: 

0        X         C  <B  X        S  S 

Dann  ist: 

tf»»v  ^  i(6cc'a)(aa'xa)[(a66'a)(;,-  (acd'a)Äir]  • 

=  — i(6<?«'a)(«a'xa)[ax(a66V)— ax(6Ä'«(?) 

+  6,(a6ac)].// 

da  das  3.  Glied  verschwindet  wegen      ^  0  und  das  1.  Glied 
wird: 
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Definieren  wir  noch: 

=  -^'6'.  9..  (5") 
80  geht  die  rechte  Seite  des  Ausdruckes  (5)  Aber  in: 

+  Ä<p  +  BcJ^)— (m—  l)xl 4  2(«— 1)  X,  ^w. 
Studiert  man  den  Ausdruck  so  kommt: 

=      ««    «  ^  X         X.  s  r        X  X 

— i  xi(aaa'6)(a66'a)(acc'Ä)ap«6; -«aJ'-^ÄJ'-»  c;-»       oj-»  (7) 
Durch  Anwendung  der  Relation: 

{aee'Hya^^-^c'^'  ^  [(acc'a)*,  -  (c«'>ia)aj<5-»  (8) 
erhält  man: 

Multij)liziert  man  die  Gleichung  (5)  bzw.  (6)  mit  ^  is  1 ) 
und  zieht  davon  die  mit  \{s  —  l)(s  —  2)  multiplizierte  Gl.  (9) 
ab,  so  erhält  man  das  Besultat: 

Ml 

+  8(m-l)(«-l)K,*^, 
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Auf  dieselbe  Weise  erzielt  man  andere  Relationen,  die 
uus  (lU)  hervorgehen,  indem  man  n  durcli      7,  d  nacheinander 
ersetzt.    Nimmt  man  aber  d  an  Stelle  von  a(<^  «=  aj  =  0),  • 
so  geben  die  Ausdrücke  (5*)  Aber  in: 

r  =  {daa'h){dhh' a){dcc' a)a'*^  - «6;-' 6;* - > >        =  0  ( llj 
J"=(rfaa'Ä)(d66'a){xcc'a)a;-»6;-M;-2a,"- » •  c;-^  c;«- » 
J"'=(xaa'6)(rfÄ6'a)(xccV/)a;-»ft;-«d5-»a;-->5;»-»(--»<?7»-»  = 
J^=(6<Jc'a)(aa'xd)(c6'a6)a;-»6;-«d;-'a^"-»6.~-*c;--c,~^^ 
J^>a(<laa'6)(<l66'a)(xcc'a')«;       -2(/---'a;"-2fe;— '  c;-  ^  c;— ' 
J^"=(xaa'6)(d66'a)(xccV)o;-*6;-«(;^-'a,«-='6,-»-'<5-'c.-'-'. 

Daß  P  identisch  verschwindet,  sieht  man  sofort  l)ei  Ver- 
tauschung  der  iSjmbole  a  und  d.  Veriauscbt  mau  in  ä"*  b 
mit      80  wird: 

J'"  =  \{xcc'a){dhh'a^\{y.aa'h)d, 

—  (aa'6d)xj aj-«  6;-^  <i;j-- a^-  '  6^—»  c;«^» 

Letzteres  Glied  ist  aber  NuU,  da: 

i  [(xo'6d)(x  cc'a)  —  (xa'a<Q(xcc'6)  —  (xa'6a)(xcc'<i)] 

Ebenso  behandelt  man  J^'^: 
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Das  3.  Glied  ist  gleich  J^S  das  2.  Tench windet  bei  Ver- 
tauschung  von  a*  und  0'  identisch,  und  geht  bei  Yertauschung 
.  von  a  mit  d  in        über.   Also  wird: 

Uleichung  (10)  nimmt  dann  die  Form  an: 

8     («  - 1)  «r '«rfx  'Kns  2)  a;  "«  aj^ 

«  -  3(n  -  l)e»a[ßa;-2aj,— 4(n— l)(it-2)J"xJ     (12) . 

Ebenso  erhält  man  ähnliche  Belationen,   wenn  noch 
o  =  rf'  (<!;«  =  a;-  =  0)  in  (10)  gesetzt  wird: 

=  (rf'aa'6)(rf'66'a)(x  <?  c'  a)  aJ-'Ä^^^;--»»;—»  '  « 
(T'"  =  (xaa'J)(d'66'a)(p<cc'a)o;  3^j-2a;;"-'6,"-'<^-»c^«-»d^^^^ 
6?^  =  (Ä<?c'a)(ao'j<rf')(c6'o/>)a''  V/'  \/ » rT— »  =  0 

Ö^"  « (xaa'6)(<f'66'a)(if  tfc'a)  aj-'ftj  -^a^— «ft^— 1      c;—'  ei';."-» »  0 

(7'",  (7^  und  Q^^  yerschwinden  identisch,  wie  man  durch 
Vertauschung  der  Symbole  b*  mit  d\  a'  mit     und  b'  mit 
sieht,  so  dafi  man  fttr  Gleichung  (10)  erreicht: 

3  ^»  (m  - 1)  a^-^  a^,  «i^  «  +    («  - 1)  (m  -  2)  a?->  aj^  (14) 

—  —  3(m-l)ß»rf^a;— 2a^2^  — |(m-l)(»»  +  m-3)pc2G" 

Nach  denselben  Methoden  wie  bei  g  2  kann  man  die 
Glieder 

-  3  (*     1)         a-« a^^  -  3  (n  - 1)  rf^a-^aj,, 

-.3(m-l)e»dea?-»a3'. 
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vernachlässigen,  auch  in  Ilinsiclit  auf  /  =  0,  (lf=0  und 
//  =  0,  f/^  =  0  diejenigen,  welche  die  Faktoren  9^'  und  ä<p 
u.  s.  w.  enthalten. 

Damit  auch  die  Glieder,  welche  iP'",  X"'  und  Q"' 
enthalten,  wegüftUen,  niufi  man  von  dem  4.  und  5.  der  Aus- 
drücke (2)  abziehen : 

i(s  -  l)(6n+2fi  — 13)J'"x^«l(«-  l)(6n-f  2s-13)J"x2, 
Iis  -  l)(6n-h2«  — 13)G'"x.=  0. 

Ebenso  entfernt  man  . . bzw.  , . .  durch  Sub- 
traktion Ton: 

(25-1)  a^x^^O, 
bzw.  3(m-l)(5— l)x.zl^^'  -(^m  — -l)J^'»;c^, 

3(m-l)(«-l)x,öv"«0. 

Auf  diese  Weise  erlmlten  die  Glieder  der  1.  Reihe  unserer 
Determinante  folgende  ii'orm: 

— 2)xJ0'  — f(s-  l)(n  -f-  s-3)x3  0" 
-|(m-l)(s-l)<P^'pc;, 

4    - 1 )  («  -  2)  y '  - 1    - 1 )  (n  +  «  -  8)  " 

-}(m  -  1  '/^vi^.^ 

i («  - 1) -  2) xlX'  -  |(«  - 1)(«  +  « -  3) «2 -X" 

-|(m-l)(5-l)X^«|,  (15) 

4 (ä  -  l)(s  —  2)x3     —  f  (s  -  1)  («  +  s—  3) x2  £J" 
-|(m-l)(«-l)övi^2, 

-  [i(n-l)(n-2)+  H*'— l)(3»  +  2s  — 7)]x^J" 
-*(m-l)(n-H2«-3)<JVi^ 

J  (m  —  1)  (m  -  2)  jc»  ö' —  I  (m  —  1 )  (m  +  n  -  3)  x5  ö*' 

-i(m-l)^;c;avi, 

1907.  Sttemigsb.  d.  niatb.-p]i7a.  Kl.  |0 
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Die  Determinante  selbst  nimmt  den  Wert  an: 


D  : 

-  1  - 

-lim 

wenn  man  setst: 

r9 

«•<  UP 

0 

(S—  l)(p  (s 

—  D'i'  (s 

—  \)Q 

9\ 

Vi 

Xi 

Vi 

Xt 

V^s 

Xt 

9t 

V* 

Xt 

9*, 

o  <I>" 

n  X" 

oQ" 

r/f" 

(«—1)0  (s 

—  1)!P(« 

(« 

— 

o'J  (m-l)(; 

ß= 

Vi 

Xi 

a>, 

/; 

9t 

v« 

Xt 

a>. 

ff 

9t 

<pt 

Vi 

Xz 

a>. 

9% 

V4 

u 

0I4 

/; 

9a 

(16) 


.(17) 


■  (18) 


(s-l)<P  (s-l)«'  (s-l)X   («-l)fl   o'J  («-!)<? 


Vi 

Vi 

Xi 

fl 

9t 

Vi 

Vf 

Xt 

0), 

f. 

9% 

Vi 

x% 

f. 

9% 

Vi 

Vi 

Xi 

Ö>4 

u 

9a 

ferner: 

r'«(«— 1)(«  — 2),  ß  =  (m— l)(m  +  «-  8), 

^  =  (m-l)(m    2),  a'^-^  . 

 j 

o  =  (s  -  1 )  (n  +  «  —  3) ,  <'  «  — j  , 

r  -=  i  [(»  -  1  i  C«  -  2)  +  (s  -  1 )    »  +  2  s  -  7 )] . 


(20) 
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Es  bleibt  noeb  flbn^.  von  den  DetermüiaDten  B  und  C 
einen  Faktor  Xx  abzuspulteu.    Setzt  man: 

r     "x     f  T       X       X        X        X        9       X      '  i  ^ 

ferner: 

I    o(aaö'Ä){a56'a) . . .  r{daa'V){tihy a\  g(d'aa'b)(d'h}/a)  | 


...        d^dx^  dfdz 
OgOx  ...         ^^dr,  dsdj^ 

a^ci«  ...        d^dgf  didg 


Die  zweite,  dritte  und  vieite  Kolonne  dieser  Determinante 
sind  wie  die  erste  gebaut,  nur  ist  das  Symbol  a  bzw.  durcb 
die  Symbole  ß,    6  ersetzt. 

Es  wird  dann: 

B^E'  (xcc'd)  bxCxfz  •  H'; 
nan  wendet  man  die  Idendität  an: 

Dadurch  wird  B  in  eine  Summe  von  vier  Gliedern  trans- 
formiert. Das  zweite  und  dritte  Glied  dieser  Summe  ver- 
schwinden, weil  sie  die  Faktoren  »  0  and  »  0  ent- 
halten; das  1.  Glied  ist  gleich  B^  wie  man  erkennt,  wenn  man 
a  mit  e,  b  mit  /,  a'  mit  und  h*  mit  /*'  Tertanscht  Man 
erhSlt  also: 

B^i'X,E'  (ec&  a)lhf^  •  U\  (21) 
Ebenso  behandelt  man  die  Determinante  C\ 

I6» 
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wo  • 

77"  =      .  N'\ 

a?      •  äC      '  JB         7         X         2  XX  'X 

jr         X        X         z        X      '  X  ^ 

und  F  aus      heirorgeht,  wenn  in  E  man  eraetst  r  durch  o', 

f>  durch  w  —  1,  und  o  durch  (s — 1). 
Durch  Anwendung  der  Idendität: 

geht  die  Determinante  C,  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  jB, 
Uber  in: 

C^\H,'F{^cc'a')b;il'  ir.  (22) 

Das  Resultat  unserer  Untersuchung  ist  also: 
Die  Punkte,  in  denen  eine  Raumkurve  von  einer 
Fläche  des  linearen  Systems: 

von  der  3.  Ordnung  berührt  wird,  sind  ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Flüche: 

D     ^  —  3-B^—  3(m  —  1)  C/o  =  0  (23) 

wo  A,  B,  C  durch  die  Ausdrücke  (17),  (21)  und  (22)  definiert 
sind,  und: 

gesetzt  ist. 

Setzt  man  in  der  Fläclio  (23)  .9=1,  so  erhält  man  eine 
Flüche  von  der  Ordnung  G  m-f  6«  —  20.  welche  die 
Kurve  /'=0,  y  —  (>  in  den  nnt{^m  6»  — 20)  Berührungs- 
punkten von  Wendungsbertthrebenen  schneidet. 

Die  Oleichung  dieser  Fläche  erscheint  in  der  Form: 

i(m-2)  •  J  •  G'-{pcc'a)I{  •  l(n-2){(laa'b)(dbb'a)(d'e(r  f) (</'  /  /^  e) 
-(m'^n-S)(d'aa'b){d'bb'a)(dee'ß(dtf'e)}  (24) 
^{m-l)(c'cc'a*)S'  [(d a a* b) (db b* a) (d* ee'f) {d'  ff  e) 
-  (d'nn'h)  (^d'hb'u){dee'f){dff'€)'\  =  0. 
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Hier  sollen  die  Definitionen  gelten: 

S        X        X         X        Z      'X         XXX  XX        'x  9 

X  *'»     **x     ^x    '*  *äe      "«  Ix  9 

und  für  J  und  G'  gelten  die  Bezeichnungen  von  p.  219  und  226. 
Die  Gleichung  (24)  kann  aber  noch  weiter  Tereinfacht 

werden,  da  die  beiden  Glieder  in  der  2.  und  3.  Suninie  durch 
Vertnuschung  von  n  mit  e,  b  mit  /',  a'  mit  c'  und  b'  mit  / ' 
ineinander  Ubergelien.  £s  wird  Gleichung  (24)  jetzt  in  der 
Gestalt  erschemen: 

» (m  -  2)AG'  -  \(m -}-2n-S){ecc'a)R-\-2ifn  - l)(e'cc'a')Si 

•  {daa'b)iäöb'a)(d'ee'f)(d'fre)  =  0.  ^^^^ 

Diee  ist  die  Gleichung  der  Clebsch'schen  Fläche  in  sym- 
bolischer Form.  Die  Unsvmetrie  rührt  davon  her.  ilatä  der 
Ausdruck  (o)  p.  216  in  verschiedener  Weise  behandelt  werden 
kann,  wie  am  Schlüsse  von  §  2. 


Digitized  by  Gt) 


233 


öffentliche  Sitzung 

sur  Feier  des  148.  Stiftungstages 
am  16.  Mftrs  1907. 


Die  Sitzung  er»)ffnete  der  Präsident  drr  Akademie,  (Jelieiiiirat 
Dr.  Karl  Theudor  v.  Heigel,  mit  lulgeuder  Ansprache: 

Mit  FrUiilingsanfang  findet  ein  Arbeitsjahr  unserer  Akademie, 
heuer  seit  der  Stiftung  das  148.,  seinen  Abschluß.  Die  Wende 
bietet  Anlaß,  wenigstens  einen  Blick  auf  die  jüngste  V'crganj^en- 

heit  zu  werfen,  auf  die  'J^ätiifkeit  unserer  Körperschatt  und  der 
mit  ilir  vereinigten  Sammlungen  und  Institute  im  abgelaufenen 
Jahre. 

Die  Mitteilungen  über  die  Klassensitzungen,  sowie  die  ge- 
druckten Referate  und  Abhandlungen  geben  Zeugnis  —  ich 
darf  wohl  sagen  —  von  ehrlicher,  emsiger  Arbeit  zur  För- 
derung menschlicher  Erkenntnis  auf  allen  Wissensgebieten,  um, 
wie  es  Bacon  in  seinem  Buche  De  dignitate  et  augmentis 
scientiarum  ron  den  Gelehrten  fordert,  unser  wehbeladenes 
Geschlecht  mit  neuen  Kräften  und  Werken  (novis  operibus  et 
potestatibus)  zu  bereicbern,  die  feindseÜLCt^  Natur  zur  Helferin 
zu  wandeln,  die  zahllosen  Übel  auszurotten  oder  <iocii  zu  mil- 
dem und  alimähiicb  der  heiligen  Zone  des  höchsten  Wissens 
n&her  äu  kommen. 

Den  Akademien  ist  gerade  in  unserer  Zeit  eine  wichtige 
Aufgabe  beschieden.  Die  Wissenschaft  hat  sich  im  19.  Jahr^ 
hundert  so  unendlich  ausgedehnt  und  so  mannigfach  gespalten, 
daß  auch  erleuchtete  Geister  nur  noch  einen  Bruchteil  aber- 
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sdiAuen  und  nur  ein  kleines  Gebiet  mit  Aussiebt  auf  ISrfoIg 
anbauen  können.  In  dieser  allgemeinen  Zerteilung  und  Zer- 
splitterung bietet  eine  Akademie,  wie  die  unsere,  für  die  nach 

allen  Hiclitungt  n  auseinandergehenden  Disziplinen  einen  Mittel- 
und  bannnelpunkt,  einen  Fokus,  in  welchem  die  in  Folge  der 
weit  verästelten  Spezialisierung  gebrochenen  Licht-  uud^Värme- 
strahlen  der  Wissenscliaft  zusammentrefifen.  Der  Einzelne  ver- 
mag beute  niobt  mehr  eine  Universalität  des  Wissens  zu  er^ 
reicben,  docb  was  dem  Individuum  nicbt  vergönnt  ist,  vermag 
eine  verständig  aus  jüngeren  Kräften  sieb  immer  wieder  er- 
gänzende und  dadurcb  verjüngende  Körpersebaft  Durcb  sie 
und  in  ihr  ist  im  Wechsel  der  Zeiten  und  Menseben  eine 
segensvulle  Kontinuität  ermöglicht:  reife  Früchte  entwickeln 
aus  sich  Keime,  die  sich  zu  Blüten  entfalten  und  dann  ihrer- 
seits auch  wieder  Frucht  werden. 

Auf  die  Tätigkeit  unserer  wissenschaftlichen  Institute 
brauche  ich  an  dieser  Stelle  nicbt  einzugehen,  da  sie  als  Lehr- 
anstalten in  näherem  Zusammenbang  mit  den  Hoehscbulen 
stehen.  Ich  kann  mich  beschränken  auf  die  mit  den  Instituten 
verbundenen  Sanmüungen  und  darf  auch  hier,  um  die  Geduld 
meiner  Hörer  nicht  über  Gebühr  in  Anspruch  zu  nehmen,  nur 
die  wichtigsten  Veränderungen  und  die  wertvollsten  Erwer- 
bungen herausgreifen. 

„Am  Ausbau  der  Wissenschaft*  sagt  Du  Bois-Reymond, 
«beteiligen  sich  alle  Kulturvölker  in  dem  Maü,  wie  sie  diesen 
Namen  verdienen".  Doch  kommt  auch  in  Betracht,  welche 
materiellen  Mittel  zur  Ver^gung  stehen.  Wissensohaft  ist  an 
sich  ebensowenig  für  Geld  zu  haben,  wie  Kunst,  aber  hier 
wie  dort  spielt  das  allgemeine  Wertausgleichungsmittel  eine 
leider  gar  bedeutsame  Rolle.  Zur  Untersuchung  der  Natur- 
kräfte braucht  man  Laboratorien  und  Maschinenhallen,  Apparate 
und  Ingredienzien  aller  Art;  die  Geisteswissenschaften  haben 
Büchereien  utid  Kunstsammlungen  nötig;  nicht  bloü  die  eigent- 
lichen Forschungsreisen  beanspruchen  ininihatte  Summen,  auch 
lieisen  zur  Besichtigung  fremder  lustitute,  zur  Benützung  aus- 
wärtiger Archive  und  Bibliotheken  sind  unumgänglich  erforder- 
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lieh.  Und  nur  das  Neueste  und  Beste  ist  für  diese  Zwecke 

gut  genug,  denn  in  der  Wissenschaft  darf  es  keinen  Stillstand 
geben,  ebensowenig  in  Sprach-  und  Geschichtsforschung,  wie 
in  den  exakten  Wissenschaften. 

Nur  ünvei-stand  könnte  behaupieDt  daiä  es  in  den  deutscheu 
Staaten  den  ünterrichtsverwaltungen  und  den  V^olksvertretungen 
an  Verständnis  fttr  den  Segen  der  geistigen  Arbeit  und  an 
gutem  Willen  su  ausgiebiger  Unterstützung  mangelt.  Doch 
der  Staat  allein  kann  nicht  allen  Anforderungen  Genüge  leisten. 
Die  Wissenschaft  wie  die  Kunst  kann  der  opferwilligen  Hilfe 
der  Privaten  nicht  entraten. 

Da  möchte  die  Frage  berechtigt  ersclieinen  :  Wie  koniriit 
es,  dati  gerade  im  Lande  der  Denker  uinl  Dicliter  so  selten 
wirklich  bedeutende  Schenkungen  und  Stiftungen  zu  Förderung 
wissenschaftlicher  Foi'scherarbeit  zu  verzeichnen  sind  ?  Darauf 
dürfte  zu  erwidern  sein :  Deutschland  ist  heute  glücklicher 
Weise  nicht  mehr  blofi  das  vom  Ausland  so  liebevoll  und 
geringsch&tzig  angesehene  Land  der  Denker  und  Dichter.  Das 
neue  deutsche  Bach  ist  nicht  nur  eine  politische  Macht  ge- 
worden, sondern  auch  in  wirtschaftlicher  Beziehung  gewachsen 
und  erstarkt.  Doch  auch  heute  noch  sind  Multimillionäre  in 
Herlin  und  München  und  Dresden  seltener  anzutreffen,  als  in 
St.  James  Street  oder  in  der  5.  Avenue  in  New  York. 

Immerhin  fehlt  es  in  Deutscliland  nicht  an  großmütigen 
und  verständigen  Gönnern  der  Künste  und  Wissenschaften. 
Man  braucht  nur  die  Museen  in  Leipzig,  Hamburg,  Frankfurt 
zu  besuchen,  um  dafür  tröstliche  Gewähr  zu  finden. 

Vielleicht  würde  rtthmliohe  Freigebigkeit  noch  häufiger 
betätigt  werden,  wenn  nicht  die  Opferwilligen  ein  eigentflm« 
Hohes  Vorurteil  der  öffentlichen  Meiuiuig:  ,Es  geschieht  ja 
doch  blotj  aus  Eitelkeit  I"  zu  scheuen  hätten. 

Mag  sein,  daß  djis  [Streben,  sich  und  seinen  Besitz  zu 
zeigen,  an  manchen  öffentlichen  Spenden  Anteil  hat.  Mag 
sein,  daü  neben  anderen  Gründen,  die  den  Pariser  Bankier 
Osiris  vor  einigen  Wochen  bewogen,  dem  Pasteur 'sehen  Institut 
drei  Millionen  Franks  zu  schenken,  auch  die  Absicht  mitwirkte. 
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Ton  sich  sprechen  zu  machen.  Jedenfalls  isfc  selbst  diese  Eitel- 
keit nicht  so  yerwerflich,  wie  es  mancher  Diogenes  in  seiner 

Biertonne  glauben  machen  will.  Rflhmlicher  Eitelkeit  rerdankt 
die  W  v\t  ilie  äi;\  jitisclu  u  l'yniniiden  und  das  (irrab  des  Hadrian, 
den  Moses  von  Michel  Angelo  und  Mozarts  Hecjuiem.  Hiilini- 
licher  Eitelkeit  hat  es  Amerika  zu  danken,  daü  seine  Kunst- 
sammlungen und  Lehranstalten  von  Jahr  zu  Jahr  den  euro- 
päischen Schwesterinatituten  ebenbürtiger  werden.  Wenn  ein 
Mitbürger  zu  wissenschaftlichen  oder  kfinstleriscben  Zwecken 
einen  Teil  seines  Vermögens  opfert,  so  dient  er  dem  Gemein* 
wohl  und  verdient  den  Dank  des  Vaterlandes. 

Ich  erfülle  freudig  diese  Dankespflicht,  indem  ich  daran 
erinnere,  daß  auch  unserer  Akademie  im  ;il>t>t'laufenen  Jahre 
wertvolle  < iahen  und  Stif"tuii;^n'ii  /u'j^i'wcndet  wnnien  sind. 

Auf  gnädige  A nregung  Ihrer  Königlichen  Hoheit  i'  r  i  n  z  e  s  s  i  n 
Tlierese,  unseres  EbrenmitgliedSt  wurde  mit  Unterstützung  von 
Gönnern,  die  nicht  genannt  sein  wollen,  eine  reicfie  Sammlung 
peruanischer  Altertümer  für  das  ethnographische  Museum  er- 
worben. Um  dem  Publikum  Gelegenheit  zu  bieten,  die  seltenen 
Reste  einer  untergegangenen  Kultur  kennen  zu  lernen,  und 
zugleich  um  den  Bestrebungen  unserer  Akademie  die  Sympathie 
weiterer  Kreise  zu  gewinnen,  wurden  die  Peruana  ein  paar 
AN  oclicn  lang  öffentlich  in  unserem  Festsnal  ausgestellt.  Ich 
ladt-  wohl  kaum  den  N'orwurt"  der  Kuhniredii^keit  auf  mich, 
wenn  ich  von  einem  durchschlagenden  Erfolg  sj)reche  und  den 
Zuwachs  für  unser  Museum  als  einen  hocherfreulichen  be- 
zeichne, und  ich  weiü  mich  Eins  mit  allen  Kollegen,  wenn  ich 
der  grotimfltigen  Stifter  dankbar  gedenke  und  auch  an  dieser 
Stelle  unserem  hochverehrten  Ehrenmitglied  herzlichen  und 
ehrerbietigen  Dank  ausspreche. 

Die  von  dem  deutschen  .\rzt  Dr.  (xaffron  in  Lima  ange- 
legte Sammlnntif  l»ietct  ein  nahezu  er-«("hr>jirendes  Bild  der 
Kultur  jenes  Landes  dei-  ( nLr»nsätze,  wo  K'unst  ntid  Natur  in 
j^nol.iartig«'n  und  manniirtaltigen  Formen  wetteifern,  wo  am 
Ful'ie  hinimeian.strebender  Herge  und  an  den  Ufern  geheimnis- 
yoUer  Seen,  inmitten  unzugänglicher  Wüsten  und  lachender 
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Fluren  die  Reste  imposanter  Baudenkmäler  und  die  düsteren 
Grabstätten  der  Incas  und  der  von  ihnen  l)e/wuiitrenen  Llr- 
bevölktTUii<r  sich  erliel)en.  Von  Kennern  und  Teclinikern  wird 
dem  in  unserer  Sammlung  belindlichen  Gold-  und  Silberschutz, 
den  Geweben,  den  Holzschnitzereien,  den  keramischen  Objekten 
ein  hoher  künstlerischer  und  antiquarischer  Wert  beigemessen. 
Die  Gesohichte  der  Ornamentik  wird  durch  diese  Naecakrttge 
und  Ponchos  um  manches  neue  Blatt  bereichert  werden.  Nur 
wenige  Sammlungen  der  Welt  haben  so  köstliche  Reliquien 
Sitester  mdianischer  Kultur  aufzuweisen,  üm  so  dankbarer 
ist  anzuerkennen,  daLi  die  K.  Staatsrepfierung  für  die  neue  Er- 
werbung, die  im  überfüllten  ethnograpliisclien  Muspiiui  nicht 
mehr  Phitz  Huden  kann,  in  j)rovisorisclier  W Cise  geeignete 
iiäume  im  Studieugebäude  des  ^ationaimuseums  zur  Verfügung 
gestellt  hat. 

Ein  hochherziger  Stifter  im  idealsten  Sinne  war  unser 
lieber  Kollege,  Professor  Wilhelm  Königs,  den  uns  der 
neidische  Tod  im  vorigen  Jahre  entrissen  hat.  Ohne  jeden  Hinter- 
gedanken, nur  weil  er  edel,  hilfreich  und  gut,  hat  er  einen 
betrachtlichen  Teil  seines  Vermögens  für  wissenschaftliche  Zwecke 
bestimmt.  öOOOO  M.  liat  er  seiner  eigenen  Adolf  von  Haeyer- 
Jubiläums-Stiftung  für  cheniisclie  Foiscliungen  zugewendet, 
500UO  M.  der  Miinchenn-  liürgerstiftung,  außerdem  noch  be- 
sonders 10 000  M.  dem  chemischen  Laboratorium.  Er  scliied 
aus  dem  Leben,  ehe  er  seine  von  vollem  Verständnis  für  die 
wirklichen  fiedOrfhisse  zeugende  Absicht,  fQr  botanische,  zoo- 
logische, chemische  Forschung  noch  etwas  zu  tun,  ins  Testa- 
ment aufnehmen  konnte.  In  pietätvoller  Weise  wurde  nichts 
desto  weniger  der  letzte  Wunsch  des  Verblichenen  von  seiner 
Familie  erfüllt.  Herr  Hegierungsrat  Richard  l\("»nigs  in  l)ü>std- 
dorf  richtete,  als  ihm  die  Annahme  der  Stiftung  von  Seite  der 
K.  iStaatsregierung  bekannt  gegeben  war,  an  das  Präsidium 
die  hochherzigen  Worte:  ,Dies  ist  die  schönste  Ehrung  für 
den  Verstorbenen,  der  bei  Lebzeiten  wiederholt  dem  Wunsche 
Ausdruck  gegeben  hat,  daß  die  besitzenden  Kreise  in  Deutsch- 
land mehr  noch  als  bisher  angeregt  werden  möchten,  den  Uni- 
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▼eisitäten  und  wuaenscbaftlichen  Instituten  reiche  Zuwendungen 
zur  Förderung  wichtiger  Forschungen  zu  machen.*  £hre  dem 
edlen  Spender  und  seinen  Angehörigen! 

Zahlreiche  kleinere  Geschenke  an  das  Münzkabinett,  an 

die  iinthropolo^sch-prähistorische,  die  geologische  und  palä- 
ontologische, die  mineralogische  und  die  zoologische  Sammlung 
werden  im  gedruckten  Bericht  l)ekannt  geiü^dien  werden.  Heute 
sei  nur  darauf  hingewiesen,  dalj  das  Antiquariura  durch  den 
neuen  Konservator  Professor  Furtwängler  eine  durchgreifende 
Reform  erfahren  hat.  Wenn  auch  die  räumlichen  Verhältnisse 
nichts  weniger  als  gUnstig  sind,  so  wird  doch  die  mustergiltige 
Au&tellung  auch  weiteren  Kreisen  zum  Bewußtsein  bringen, 
dafi  Manchen  im  Antiquariuni  eine  Sammlung  der  neuerdings 
so  hochgeschätzten  antiken  Kleinkunst  hesitzt,  die  gegenwärtig 
zwar  noch  nicht  miitangreich  ist,  dafür  aber  Stücke  von  er- 
lesener Schönheit  aufzuweisen  hat.  Diese  Erkenntnis  liat  auch 
bereits  Frucht  gezeitigt.  Unter  einer  stattlichen  Anzahl  neu 
aufgestellter,  besonders  reizender  Gegenstände  findet  sich  die 
zur  Nacheiferung  spornende  Bezeichnung:  , Leihgabe  des  baye- 
rischen Vereins  der  Kunstfreunde"  (Museumsverein). 

Die  Erforschung  der  Urgeschichte  Bayerns,  für  welche  in 
der  jüngsten  Zeit  ein  lebhaftes  Interesse  auch  in  den  histo- 
rischen Vereinen  des  Königreiches  erwacht  ist,  hat  von  Seite 
des  Staates  eine  dankenswerte  Förderung  durch  Erhöhung  des 
Jahresetats  von  4000  auf  8000  M.  erfahren.  Uni  auch  die 
Wünsche  der  auswärtigen  Gesellschaften  kennen  zu  lernen, 
lud  die  akademische  Konimission  für  Urgeschichte  Vertreter 
des  neu  gegründeten  ,  Verbands  der  bayerischen  Gescbichts- 
und  Urgeschichtsvereine'  zu  einer  kombinierten  Sitzung  am 
16.  Dezemher  vorigen  Jahres  ein.  Von  dieser  Versammlung 
wurde  ein  systematisches  Arheitsprogramm  gemeinsam  fest- 
gestellt; in  einer  Sitzung  der  akademischen  Kommission  am 
27.  Februar  wurde  es  nach  nochmaliger  Beratung  der  einzelnen 
Punkte  genehmigt.  Als  die  drei  vordringlichsten  Hauptauf- 
gal)en  der  prähistorischen  Forschung  in  Bayern  haben  dem- 
gemäß zu  gelten:  1.  die  Vollendung  der  Untersuchung  der 
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rOmisehen  Kastelle,  2.  die  Erfonchang  der  ▼orzeitlichen,  zum 
Teil  bis  in  die  Steinzeit  zurflckreichenden  Wohnungsst&tten, 
8.  die  InTentarisierung  der  BodenaltertOmer  und  der  prähis- 
torischen Sammlungen. 

Es  ist  zu  hoffen,  daü  es  bei  gutem  Willen  aller  Beteilij^ten 
gelingen  wird,  die  zur  Mitarbeit  an  der  urgescliithtlich»  ii 
Forschung  berufenen  Kräfte  zu  vereinigen,  insbesondere  tlie 
berechtigten  AnsprUche  der  Archäologie  2U  eriüUen,  ohne  die 
ebenso  unanfechtbaren  Rechte  der  naturwissenschaftlichen  Dis- 
ziplinen zu  beeintrftehtigen. 

Vom  Thesaurus  linguae  latinae  sind  w&hrend  des  Ter- 
flossenen  Jahres  ausgegeben  worden:  die  Schlufiliefemng  des 
n.  BandeSf  die  1.  Lieferung  von  Band  III  und  die  1.  und 
2.  Lieferung  von  Band  IV.  Für  den  rascheren  Portgaii;^  des 
groLit'ii  ünteriieliniens  war  es  von  AVert,  daü  vom  HI.  Bande 
ab  die  Eigennamen  gesondert  bearlieitet  und  herfinsge<j:eben 
werden  sollen.  Auch  der  Druck  dieses  Eigennamen-Supple- 
ments hat  bereits  begonnen.  An  Stelle  des  nacli  Halle  be- 
rufenen RedaktcHTS  Professor  Ihm  trat  am  1.  April  190«)  Dr. 
Berthold  Maurenbrecher,  bisher  Privatdozent  an  der  Uni- 
Teraitat  Halle.  Die  Frage  der  Rftumlichkeiten  bat  sich  leider 
noch  nicht  in  befriedigender  Weise  lösen  lassen.  Mit  der  ge- 
samten wissenschaftlichen  Welt  beklagt  der  Thesaurus  das 
Hinscheiden  des  hochverdienten  Vorsitzenden  der  Thesaurus- 
Kommission,  Seiner  Exzellenz  Herrn  Dr.  von  Härtel  in  Wien. 

Auf  Antrag  der  Wiener  Akademie  haben  die  fünf  deutschen 
kartellierten  Akademien  im  Jahre  1906  beschlossen,  eine  Samm- 
lung und  kritische  Ausgabe  der  mittelalterlichen  Hibliothek- 
kataloge  Deutschlands  in  Angriff  zu  nehmen.  Es  sollen  damit 
diese  wichtigen,  aber  weit  zerstreuten  und  schwer  benutzbaren 
Dokumente  der  literarischen  Kultur  und  Überlieferungsge- 
schichte des  Mittelalters  in  einer  ihrer  Bedeutung  entsprechen- 
den Weise  zugänglich  gemacht  werden.  Die  Arbeit  wurde  so 
verteilt,  dali  die  Wiener  Akademie  die  Kataloge  Österreichs, 
die  Münchener  Akudemie  die  übrigen  deutschen  Kulturkreise 
übernahm.    Die  Müncheuer  Akademie  erfreut  sich  dabei  der 
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wt  iti^du'ndeii  Unt<  istiit/.uii^  der  Bciiiiu-r  Akiulrmir  und  der 
Gesellsclialten  der  Wissenschaften  zu  Leij)zig  und  Güttin<xen. 
Die  gleichmäßige  Ausführung  des  Unternehmens  wird  verbärgt 
durch  Einsetzung  der  von  den  einzelnen  Kartell-Genoflsen  er* 
nannten  «Bibliothek-KommisBion*  (Berlin  Burdach,  Göttingen 
Schröder,  Leipzig  Hauck,  München  Traube,  Wien  Ottenthai). 
Die  Müncbener  Akademie  ihrerseits  setzte  zur  Durchführung 
ihrer  besonderen  Aufgabe  eine  Kommission  ein,  die  aus  den 
Professoren  Traube,  Grauert  iin<l  Vollmer  hesteht.  l)iese 
KoMimission  ernannte  zum  Kedakt(tr  der  Ausgabe  den  Privat- 
düzeuten  an  hiesigtr  Universität  Dr.  Sigmund  liellmann.  An 
einzelnen  grolien  Bibliotheken  lüüt  sie  durch  eigene  Mandatare 
das  Material  sammeln  und  zum  Teil  selbständig  bearbeiten. 

ZographoB- Preis. 

Auf  die  von  der  Kommission  der  Zographo»-Stiftung  an 
unserer  Akademie  am  14.  März  1904  gestellte  Preisaufgabe 
»Die  Metrik  der  kirchlichen  und  profanen  Poesie  der  Byzan- 
tiner" ist  reclitz«  itig  eine  Abhandlung  mit  dem  Motto:  «Orien^i 
Graecus*  eingelaufen. 

Der  Schwerpunkt  der  Arlieit  fällt  auf  die  literarisch  wert- 
vollste Gattung  der  byzantinischen  Poesie,  die  alten  Kirchen- 
lieder. Auf  diesem  Gebiete  hat  der  Verfasser  die  eingehendsten 
Studien  gemacht  und  Tiel  Neues  gefunden.  Auch  über  die 
spätere  Eirchendichtung  wird  das  Wesentliche  mitgeteilt.  In 
den  der  Profaapoesie  gewidmeten  Kapiteln  beschreibt  der  Ver- 
fasser vor  allem  auf  Gh*und  peinlichster  Detailuntersuehuugen 
die  Entwickelungsgeschichte  und  die  Gesetze  des  byzantinischen 
ZwcUfsilbers,  dann  auch  die  fibrigen  Metren,  besonders  den 
sog'^nannten  .politischen"  Vers.  Wichtige  Xadi weise  gibt  der 
Verfasser  auf  Grund  metrischer  Beobachtungen  über  gewisse 
sprachliche  Eigentümlichkeiten  und  besonders  die  Akzentver- 
hältnisse. Die  Bedeutung  der  Metrik  für  die  Textkritik  wird 
treffend  hervorgehoben  und  die  Stellung  unserer  Handschriften 
zu  den  EigantOmlichkeiten  der  metrischen  Form  scharf  ehairak- 
terieiert 
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Die  Darsteliuug  bewegt  sicli  «^'^rt'H.ttonteüs  in  objektiver 
Form,  ist  aber  immer  interessant  und  ott  spannend.  Der  Ver- 
fasser hat  auiier  einem  reichen  Uandechriftenmatenal  und  den 
Torhandenen  Ausgaben  auch  die  älteren  theoretischen  Unter- 
suchungen in  gewissenhafter  Weise  yerwertet;  er  ist  aber  durch 
scharfsinnige  und  mOhevolIe  Studien  sowohl  in  vielen  Einzel- 
heiten als  auch  in  der  ver^hMchenden  Betrachtun}^  der  nK  trisclu  ii 
Foi-nien,  in  d>'r  PrütiniLT  iiires  Verhältnissen  zur  litriaiischen 
Entwickcluiit^  und  in  anderen  allj^cnieinen  Fra<(en  erhehlich 
über  die  Vorgänger  hinausgekommen,  ihm  gebUbrt  das  Ver- 
dienst, zum  erstenmale  ein  auf  breiter  Grundlage  autgebautes, 
sowohl  zur  Einführung  geeignetes,  als  zu  weiteren  Studien  an- 
regendes Lehrbuch  der  byzantinischen  Metrik  geliefert  zu  haben. 
Die  Arbeit  erscheint  als  eine  yortreffliche,  in  den  meisten 
Punkten  erschöpfende  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  und  die 
Akademie  hat  daher  beschlossen,  der  Abhandlung  den  Preis 
von  1500  M.  zu  erteib'n. 

Als  Name  des  Autors  ergab  sich  Dr.  Paul  Maas,  München. 

Ah  neue  Preisautgabe  uiit  dem  Termin  '61,  Dezember  1910 
stellt  die  Aktadeniie: 

,Das  Plagiat  in  der  griechischen  Literatur*, 
untersucht  auf  Grund  der  philologischen  Forschung  Ober 
xXoTtij  und  owi/imoDOKf  der  rhetorisch -ästhetischen 
Theorie  und  der  literarischen  Praxis  des  Altertums. 

Aus  den  Zinsen  des  Thereianosfonds  konnten  zwei  Preise 

Ton  je  800  M.  verteilt  werden : 

1.  an  den  Gyninjisialprot'essor  Dr.  Otto  Stilhlin  für  den 
1.  und  11.  Band  seiner  Aus«(abe  des  Clemens  Alexandrinus. 

2.  an  den  Gymnasialprofessor  Dr.  Th.  Preger  in  Ans- 
bach fOr  Band  I  und  II  seiner  Ausgabe  der  Scriptores  originum 
Gostau  tinopolitanarum. 

Außerdem  erhielten:  1.  Kustos  Dr.  Curtius  für  TJntor- 
sucluHifren  zur  (Jeschiclite  der  korinthischen  und  protokorin- 
thiiichen  Keramik  ÜüO  M. 
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2.  Prof.  FurtwüugltT  und  IVof.  Ueichhold  zur  Fort- 
seUuiig  ihres  Werkes:   aGriechisclie  Vasenmalerei*'   2000  M. 

3.  Prof,  Krumbacber  zur  FortfObning  der  «Byzanti- 
niscben  Zeitscbrift'  1500  H. 

Aus  den  Renten  des  IfumbeimeT  Fonds  wurden  f^enebmi^ : 

1.  3000  M.  zum  Ankauf  «  iiies  Iierrlichen  Bronzeklapi)- 
Spiegels  mit  versilberter  Gravierung,  sowie  mehrerer  Tauagra- 
figuren  für  das  K.  Antiquarium. 

2.  2000  M.  zur  Erwerbung  der  vom  yerstorbenen  2jOO- 
logen  Selenka  auf  Bomeo  gesammelten  Affen-  und  Reptilien- 
Skelette. 

Aus  (Irr  MÜTichener  Bürger-  und  Gramer- Klett- Stiftung 
konnten  iblgende  Unterstützungen  gewährt  werden: 

1.  720  M.  an  Prof.  Grotb  für  Arbeiten  zur  «chemiscben 
Eristallograpbie  * . 

2.  600  M.  an  Prof.  Bürkcr  in  Zürich  zu  Untersuchungen 
der  })hy.siologisclien  Wirkung  des  Höhenklimas. 

3.  1000  M.  an  den  Privatdozenten  Dr.  Gürber  in  Würz- 
burg zu  Forschungen  über  Veränderungen  des  Blutes  unter 
dem  Sinflufi  der  Luftrerdttnnung. 

4.  900  M.  an  den  Gymnasialprofessor  und  Privatdozenten 

der  technischen  Hochschule  Dr.  ilt^rmann  Stadler  filr  seine 
Studien  zur  Herausgabe  der  zoologischen  Schriften  des  Albertus 
Magnus. 

Aus  der  Wilhelm  Königs-Stiltong  zu  Ehren  Adolis  v.  Baeyer 
wurden  verlieben: 

1.  300  M.  an  Prof.  Karl  Hof  mann  zur  Beschaffung 

norwegischer  Mineralien. 

2.  200  M.  au  Prof.  Dimroth  zu  Untersuchung  der  Car- 
minsäure. 
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Aus  dem  Etat  für  naturwissensckaitlicke  Erfurschung  des 
KöDigreiclies : 

1.  700  M.  an  die  paläontologische  Sammlung  des 
Staates  zu  Aufsammlungen  in  Bayern  und  den  Nadibar- 
gebieten. 

2.  800  M.  an  die  orni thologische  Gesellschaft  zu 

weiteren  ornitliologischen  Forschungen. 

3.  400  M.  an  die  Bayerische  botanische  Gesell- 
schaft zur  pflanzengeographischen  Erforschung  des  Landes. 

4.  300  M.  an  den  Euraten  Dr.  Farn  iiier  in  Karthaus 
Prüll  f&r  biyologische  Arbeiten. 

Vielleicht  darf  ich  zum  Schluß  meiner  Mitteilungen  noch 
an  ein  zweites  Wort  Francis  Bacons  erinnern:  «Wer  die 
Wissenschaft  fördert,  ehrt  die  Menschheit  und  nOtzt  den 
Menschen!" 


Aus  den  Erwerbungen  der  wiBflensohaftliohon  Staatssamm- 
Inngen  und  den  Gesehenken  des  Jahres  1906  seien  die  folgenden 

herrorgehoben : 

Anthropologisch -prähistorischa  Sammlang.  Erwerbun- 
gen: Gipsabgüsse  von  bayerischen  Funden  aus  den  Snmm- 
lungen  der  historischen  Vereine  in  Regensburg,  DUlingen, 
Landshut,  Augsburg,  Traunstein,  Friedberg,  St.  Ottilien, 
des  Germanischen  Museums  in  Nflmberg  und  des  Museums 
f&r  Völkerkunde  in  Berlin.  2  Goldohrringe  aus  dem  Reihen- 
grSberfeld  bei  AUach,  einige  La-T^ne-Fandgegenstände  aus 
Manching,  ein  Heitergrab  aus  der  Karolingerzeit  (ausgegraben 
bei  Schwabmülilen).  Geschenke:  von  Dr.  Hugo  Ober- 
mai er  Pseudoeolithen  aus  der  Kreidomülile  in  Müntes;  von 
Dr.  Schweinfurth  (Berlin)  eine  Kollektion  von  Eolithen  aus 
Ägypten;  von  Dr.  Eutot  (Brilssel)  eine  systematische  Kollek- 
tion von  eolithischen  und  palaolithischen  Silexartefakten  aus 
Belgien;  Ton  Dr.  Jacobs  Funde  aus  Vojkovici  in  Bosnien; 
Ton  Stud.  Sprater  bemalte  neolithische  Scherben  aus  BrSsd 
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(Ungarn);  von  Medizinalrat  Dr.  Thenn  in  Beilngries  sftmtliche 

Ergeljnisse  seiner  Keiliongräbertoiscliuiigen  bei  Beilngries;  von 
Koninierzienrat  Linlow  ici  in  Jockj^rim  das  Modell  eines  rö- 
mischen Bades;  von  der  Stadtgtineinde  München  als  Leih- 
gabe die  Funde  aus  6  Hockergräbern  vom  Ende  der  Steinzeit 
bzw.  Anfang  der  Bronzeperiode  und  aus  170  Heihengräbem 
der  Völkerwandeningszeit,  die  bei  der  Kanalisation  der  Wolf- 
ratshauserstralie  von  der  städtischen  Baubehörde  ausgehoben 
wurden. 

Antiquarium.  Erwerbungen:  Bronzespiegel  mit  Sirene 
als  Griff&gur,  strengen  Stiles;  Bronzefigur  eines  Stieres  ak 
Yotir;  archaisches  Gorgoneion  aus  Euboea;  Goigoneton  freien 
Stiles,  Yon  einem  Gef&ße  stammend;  griechischer  Spiegel  mit 
Palmettenornament.  Von  Terrakotten :  Europa  auf  dem  Stier, 
Frau  auf  Kline,  beide  strengen  Stiles;  Göttin  auf  dem  Greif, 
freier  Stil  phidiasischt  r  Zeit;  Kind  in  der  Wiege,  hellenistisch: 
geHügelter  Knabe  mit  Hündchen,  auf  der  Kückseite  Töpier- 
name;  eine  Gruppe  zweier  Kindtr;  Hermes  Kriophoros,  ar- 
chaisch ;  brodbackeude  Frau ;  Göttin  mit  Vogel  auf  der  Schul- 
ter; Reiter,  geoniefrisrli-böotisch ;  Atthis,  sitzend;  primitives 
glockenförmiges  Idol;  Kopf  eines Nubiers,  aus  Smyma;  Herakles 
mit  Keule,  Motiv  einer  gro^n  Statue;  Eros  auf  Delphin; 
Knabe  mit  Schusserbeutel.  Aus  Marmor:  Statuette  eines  be- 
kleideten MSdchens,  prazitelisch.  Aus  Stuck:  ägyptischer 
Porträtkopf.  Aus  Glas:  mehrfarbige  Perle  mit  menschlichen 
Köpfen  verziert. 

BthnogiaphlaeheB  HasBiuiL  Erwerbungen:  77  Kümmern, 
Ton  denen  keine  herrorragend  ist 

Botanischer  Garten.  Geschenke:  Nordische  Pflanzen  von 
Frau  Dr.  Retvoll;  Alpenpflanzen  aus  Südtirol  und  der  Schweiz 
von  Professor  Goebel  und  Kustos  Dr.  Hegi.  Eine  Sammlung 
neuseeländischer  Moose  von  Prof.  Goebel  und  eme  gröfiere 
Anzahl  hayerischer  Moose  von  Kurat  Dr.  Familler  in  Kart- 
haus Prüll  bei  Kegensburg. 
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fiotanisohes  Hnseiim.  Erwerb  untren:  lOü  Arten  aus  Si> 

Zilien  ((AMituria  V  (l«»s  Ht'rl)Jiriuin  Siculiini  von  Dr.  lioss);  KU) 
aus  den  canurischen  Inseln;  l-'Ui  aus  British  ('oluiiihiu :  -ÖO  von 
Paraguay;  150  aus  Sihl-IJolivien ;  50  aus  dem  8alicetum  ex- 
sicatum  von  Ad.  Toep  ff  er.  Geschenke:  51  Arten  aus  Au- 
stralien von  Professor  Goebel;  47  aus  dem  Herbarium  des  bo- 
tanischen Gartens  zu  Galcutta ;  133  aas  Guatemala  und  Honduras 
von  Doneil  Smith  (Baltimore);  26  Sapindaceen  aus  den  Phi- 
lippinen Ton  dem  Government  Laboratorium  in  Manila;  4  aus 
Aden  von  Hofrat  Martin;  18  Sapindaceen  aus  den  Philip|)inen; 
84  Arten  der  Flora  exsiccata  Bavarica  t'asc.  XII  von  der  bo- 
tanischen (ft'.sellscliaf t  in  lie^ensburg;  'M't  Staiiuiistikkc  von  (le- 
wächshausptianzen  des  botanistben  (jartens  in  München;  6  der 
Gattung  Brownea  aus  belgischen  Gärten. 

Geologiiohe  und  palftontologische  Sammliiag.  Erwer- 
bungen: Fossile  Fische  aus  dem  Silur  und  Devon  Schottlands, 
der  Trias  von  Adnet  bei  Hallein  und  von  Seefeld,  aus  dem 
EocSn  des  Monte  Bolca  und  aus  dem  Miocän  von  Bordeaux. 

Fossile  Säu^retiere  aus  dor  Lybischen  Wüste  und  von  Quercy 
(Eocänj  s«>\viL'  aus  driii  Pliorän  von  Terual  in  Spanien.  Eine 
wertvolle  Sannnlun^^  oli^ocäuer  Foraniiniteren,  deren  gegen 
300  Arten  schon  bestimmt  waren.  Die  Sammlung  von  227 
HandstUcken  und  zugehörigen  Dünnschliffen  der  Eruptiv- 
gesteine Norwegens,  welche  Prof.  BrGgger  in  Christiania 
susammengestellt  hat  Steinkohlenpflanzen  aus  dem  Saar-  und 
Rheinpialzgebiet.  Triasisehe  YerBteinerungen  aus  Dalmatien. 
Medusen  aus  dem  lithographischen  Schiefer  von  Solnhofen. 
Geschenke:  von  Dr.  Klessin  in  Hegensburg  diluviale  Land- 
schnecken; von  Konservator  M  a u re r - lieichenhall  llippuriten 
aus  der  Kreide;  von  Koiniuti  zienrat  Ludowici  diluviale  Ele- 
phantenreste  aus  der  Pfalz;  von  Oberleutnant  liubuer  Jura> 
▼ersieiiMningen  aus  Franken;  von  Dr.  Wanderer  Verstei- 
nerungen  ans  der  Oberpiaiz;  von  Dr.  Knaner  Gesteine  und 
Versiemerungen  aus  dem  Herzogstandgebiet;  von  Dr.  K.  Leuchs 
Gesteine  und  Versteinerungen  aus  dem  Eaisergebirge;  von 
Haniel  und  Mylius,  eand.  geoL  Steinkohlenpflansen  dee  Ruhr- 
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gebietes.  Von  Konserrator  Rothpietz  aas  Canada  nlunsche 
Yeisteineniiigen  und  ein  Block  des  „Eozoon  canadense*;  Ver^ 

Steinerungen  aus  Mexiko  (Jura- Kreide),  aus  der  Gegend  von 
S.  Francisco  (Tertiär) :  l^ronzt  relief  von  Zittel. 

Münzkabinett.  Mit  lüicksichfc  auf  die  im  vorigen  Jahre  er- 
folgte umfangreiche  Erwerbung  der  Sanunlung  Sattler  traten 
die  Antiken-Erwerbungen  in  diesem  Jahr  quantitati?  zurttck. 
Hervorzuheben  sind:  Elektronstater  von  Eyzikos;  Goldstaier 
▼on  Philippi;  Goldmünzen  des  Hadrian;  Bronzemflnzen  des 
Hadrian  von  Elis;  Didrachme  von  Velia;  Silbermünzen  von 
Gortyiia;    liionzeinünzen   der  TrHiKiuilliiia   von   Mvra.  Von 

^  1  ^ 

neueren  Münzen  und  Medaillen  (Mittelalter  und  Neuzeit  bis 
ca.  1850):  V'ier  Funde  von  Mittelalteruiün/en  (darunter  einer  von 
circa  ''HO  Stück);  ein  neuzeitlicher  Fund  von  26  Stück;  femer 
102  Münzen  und  Jetons,  sowie  12  Medaillen,  darunter  viele 
bayerische  Gepräge;  30  Prämien-Medaillen  der  Universität  Alt- 
dorf in  Silber;  Pesttaler  von  1528;  9  Brandenburger  Gold- 
gulden. Von  Renaissance-Medaillen:  4  wertvolle  Wachs- 
modelle  aus  dem  Anfang  des  XVI.  Jahrhunderts  oberdeutschen 
Ursprungs  und  eine  Bronzeniedaille  auf  Pico  della  Mirandola.  Von 
Modernen  Kunstniedaillen:  /SO  Stück  Medaillen  und  Pla- 
ketten, darunter  33  Stück  von  Münchener  Künstlern,  13  Stück 
von  anderen  deutschen  Bildhauern  und  Medaiiieureo,  «  Stück 
belgischen  und  2  Stück  französischen  Ursprungs.  Das  Fach 
der  Gemmen  erhielt  einen  Zuwachs  von  5  Stück,  darunter 
mykenischer  Stein  mit  Tierdarstellung,  etruskischer  Scarabäus 
mit  Perseus,  Amethyst  mit  Kopf  einer  Bakchantm.  Das  Eabinet 
empfing  Schenkungen  von  S.  E.  Hoheit  Prinz  Ruppreeht 
von  Bayern,  Staatsminister  von  Frauendorfer,  der  Numis- 
matisch -  aiiti<]iiaiischen  Gesellschatt  in  Montreal,  dem  Ge- 
schichts-  und  Altertums-Verein  in  Frankenthal,  Stadtmagistrat 
Freiburg,  Stadtmagistrat  Nürnberg,  ferner  von  Sanitütsrat 
Jaquet  in  B(>rlin.  Maler  Freiherr  von  Cederströra,  Freiherm 
von  Löffelholz-Colberg,  Obermünzmeister  Riederer  und 
der  Firma  Deschler  und  Sohn  hier,  von  C.  F.  Gebert  in 
Nürnberg,  Generaldirektor  Thieme  hier  und  J.  Pittowski  in 
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Lemberg.  Im  Ganzen  beträgt  die  Zahl  der  im  Jaliro  1906 
der  Staatssamiulung  einverleibten  Münzen  und  Medaillen  1636 
Nummern,  wobei  jedoch  größere  und  kleinere  Funde,  die  als 
GhtDzes  in  den  Besitz  des  MOnzkabinets  übergingen,  nur  mit 
einer  Akzessionsnnmmer  bezeichnet  sind. 

Museum  für  Abgüsse  antiker  Bildwerke.  T.  An  Ergän- 
zungen wurden  ausgeführt:  1.  an  der  Athena  Lenmia  die 
beiden  Arme  mit  Helm  und  Lanze,  2.  an  der  kapitolinischen 
Amazone  der  rechte  Arm  mit  Lanze,  3.  an  der  neugefundenen 
Sphinx  Ton  Aegina  die  Flügel  und  Teile  der  Beine,  4.  an  dem 
Westmacottschen  Athleten  im  British  Museum  mit  Benutzung 
der  Wiederholung  Barraco  der  rechts  einen  Kranz  haltende 
Arm,  außerdem  der  Kopf  durch  die  bessere  Wiederholung  in 
Petersburg.  IL  Neugeformt  im  Gipsmuseum  wurden  1.  hel- 
lenistischer Porträt  köpf,  iSanunlung  Jacobsen ,  Kopenhagen, 
2.  römi.scher  Portrütkopf,  ebendaher,  3.  Hronzestatuette  des 
Hermes,  München  (Privatbesitz),  4.  Basaltkopf  eines  ägyptischen 
Priesters  aus  dem  Kunsthandel,  5.  drei  Fragmente  vom  Schatz- 
haus des  Atreus,  München,  Antiquarium.  III.  Von  käuflichen 
Abgüssen  wurden  erworben :  40  Stück (4  Statuen,  4  Statuetten, 
3  Reliefs,  29  Köpfe  aus  Boston,  Born,  Berlin,  Paris,  Dresden, 
Athen,  Kopenhagen,  Petersburg).  IV.  Neugeformt  in  aus- 
wärtigen Museen  wurden  auf  Veranlassung  des  Konsenratoriums 
1  Kopf  in  Amsterdam,  5  Köpfe  und  1  Relief  in  Peters))urg 
(Eremita^'e),  2  Statuetten  und  6  Küpfe  in  Rom  (Museo  Barraco 
und  Lateran).  V.  Geschenke:  1.  Bronzefigürclien  im  Mün- 
chener Privatbesitz,  2.  linker  Arm  eines  ueugefundeueu  Diskus- 
werfers in  Rom,  3.  12  Stück  römisches  aes  grave.  VI.  Die 
Photographiensammlung  wurde  Tormehrt  um  648  Stück. 

Zoologische  Staatssammlnng.  Unter  den  Erwerbungen 
ragen  hervor:  etwa  300  Reptilien  und  Amphibien  aus  Kamerun, 
Vögel  aus  Neuguinea,  sowie  Vögel  und  Reptilien  aus  Nord- 
anstralien,  Amphibien  und  Reptilien  aus  China,  eine  Sammlung 
antarktischer  und  südafrikanischer  Orustaeeen,  sowie  Medusen 
Tom  malayischen  Archipel  und  stillen  Ozean,  endlich  eine 
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gröljere  Kollektion  Keptilirii ,  Concbylien  und  Insekten  aus 
Aniiam  und  Siain,  und  AtiVn  aus  Südamerika.  Gesclienke: 
von  Oberleutnant  O.  Kauft'niann  in  Marburg  eine  wertvolle 
Sammlung  von  .Säugetieren  aus  K<i8chmir  und  Mysore ;  von 
Piautagenbesitzer  Widnmann  in  Deli  eine  grötiere  Samm- 
lung sumatranischer  Säugetiere;  ferner  von  S.  K.  Hoheit 
Prinz  Rupprecht  ein  Dammhirsch  und  ein  Schneehase;  von 
S.  K.  Hoheit  Prinz  Alfons  ein  Wapiti;  yon  Notar  Braun 
(Amstorf)  einheimische  Vögel;  von  Rentner  J.  Brttckmann 
siebenbOrgische  Säuger  und  Vügel ;  von  Dr.  BrOgel  Concbjlien 
und  Insekten  aas  Malakka;  von  l'ostadjuukt  Fischer  (Augs- 
burg) Bälge  und  Kier  seltener  einheimischer  Vr>gel ;  von  Major 
Ilauser  (München)  transkaspische  Rej)tilien  ;  von  iJr.  Hoseus 
Muscheln  und  iveptüien  ausSiam;  von  Gutsbesitzer  Kotzbauer 
in  Diessen  Vügel  vom  Ammersee;  von  K.  Lankes  Keptilien; 
yon  Kunstmaler  L.  Müller  (Mainz)  Conchjlien  aus  Griechen- 
land; vom  ornithologischen  Verein  Bälge  zahlreicher  Vogel- 
arten; von  Dr.  Parrot  (Mflnchen)  europäische  und  javanische 
Vögel;  von  Institutsdirektor  Roemer  (MUnchen)  südafrikanische 
Reptilien;  von  Jos.  Scherer  (München)  Keptilien  und  Fische 
vom  uutereu  Senegal. 
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Hierauf  teilt  der  Sekretär  der  inatheniutisch-jdiysikalisLlirri 
Klasse,  Herr  (J,  v.  V'uit,  mit,  dal.'i  die  mathemHtiscb-physikali.sclie 
Klasse  in  dem  vergaageuen  Jahre  i'üaf  Mitglieder  durch  dea 
Tod  Terloren  hat: 

Zwei  einbeimisehe  oHentliche  Mi^lieder: 

den  Mathematiker  Gustav  Bauer,  gestorben  den     April  11)00 

UDd  den  Chemiker  Wilhelm  Koenigs,  gestorben  den  15.  De- 
zember 1906 

und  drei  auswärtige  Mitglieder: 

den  Physiker  Ludwig  Boltzmaun  in  Wien,  gestorben  den 
6.  September  1906, 

den  Direktor  des  metoorologisoben  Instituts  in  Berlin  Wilhelm 
Bezold,  gestorben  den  17.  Februar  1907, 

den  Chetiiikt  r  Henri  Moissau  in  l'aris,  gestorben  den  21.  Fe- 
bruar iyo7. 

Gustav  Bauer.^) 

Am  3.  April  1906  ist  das  an  Jahren  älteste  Mitglied  der 

math.-pbys.  Klasse,  der  Mathematiker  (jiistav  Bauer,  im  hohen 
Alter  von  85  Jahren  gestorben.  Während  5(1  Jahrt  ii  hat  er  un- 
gemein tätig  und  erfolgreich  an  dem  Ausbau  der  mathematischen 
Wissenschaften  mitgearbeitet  und  war  als  ein  bewährter  und 
vielseitiger  Forscher  auf  einer  Anzahl  von  Gel>ieten  dei*selben 
bei  seinen  Fachgenossen  hoch  geschätzt.  £s  ist  ihm  gelungen, 
schwierigen  Problemen,  welche  vor  ihm  die  hervorragendsten 
Mathematiker  beschäftiget  hatten,  neue  Seiten  abzugewinnen  und 
die  Kenntnine  seiner  Wissenschaft  zu  vertiefen.  Sein  Leben 


Siehe  Aurel  Vuli,  Zur  Erinnerung  an  (iuutav  Bauer.  Allg.  Zeitung, 
Beilage  1906,  Nr.  271  und  272,  und  Jahresbericht  der  Denttchen  Mathemat. 
Vereinigung  Bd.  16,  Heft  1,  S.  54.  —  Gustav  Bauer,  Erinnemiigen  ans 
meinen  Btodienjahreii.  Fettvortnig  snm  16.  Stiftungsfeste  des  mathem. 
Yareias  sa  Mflnehen  1A98. 
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gibt  uns  ein  lehrreich«  Beispiel,  wie  beharrliche  Aasdauer  trotz 
größter  Schwierigkeiten  zum  ersehnten  Ziele  führt. 

Bauer  wurde  am  18.  November  1820  zu  Augsburg  geborten. 

Nach  dem  frühzeitigen  Tode  des  V'aters,  eines  geachteten  Kaul- 
iiianns,  leitete  die  vortreft'liclie  Mutter,  deren  er  l>is  an  sein 
Lebensende  in  Dankbarkeit  gedachte,  seine  erste  Erziehung. 
Er  besuchte  sodann  das  protestantische  Gymnasium  zu  8t.  Anna, 
an  dem  damals  der  ausgezeichnete  Rektor  und  Schuhiiann  Kas- 
par Mezger  wirkte,  der  seinen  Schülern  nicht  nur  Kenntnisse 
beibrachte,  sondern  sie  auch  zum  Denken  anleitete  und  sie  für 
die  Schönheiten  des  Altertums  zu  begeistern  wufite. 

Schon  irUhe  war  bei  dem  jungen  Bauer  die  Vorliebe  und 
Begabung  zur  Mathematik  hervorgetreten;  in  dem  Abgangs- 
zeugnisse vom  (ilymnasinni  sind  seine  reichen  Kenntnisse  in  der 
Mathematik  liervorgehoben  und  besonders  spricht  dafür,  daü  er 
vor  dem  Übertritt  an  die  Universität  während  eines  Jahres  die 
von  dem  Rektor  Leo  geleitete  polytechnische  Schule  in  Augsburg 
als  Hospitant  besuchte,  uro  eingehenderen  mathematischen  Stu- 
dien zu  obliegen.  Aber  nicht  nur  in  der  Mathematik  war  er 
Tortrefflich  Torgebildet,  er  hatte  lebhaftes  Interesse  fttr  alle 
Zweige  des  Wissens  und  sich  eine  reiche  allgemeine  Bildung 
erworben.  Seine  Vaterstadt  liebte  er  sehwSrmeriseh  wegen  ihrer 
altertümlichen  Schönheit  und  ihrer  hohen  Bedeutung  in  der 
Geschichte. 

Es  stand  in  ihm  von  Anfang  an  fest,  daü  er  Lehrer  und 
Forscher  in  der  Mathematik  werden  wolle;  es  war  aber  damals, 
namentlich  in  Bayern,  nicht  so  leicht  wie  jetzt  sich  auf  der 
Universitftt  zum  akademischen  Berufe  Torzubereiten  und  tiefer  in 
die  mathematische  Wissenschaft  einzudringen.  An  den  meisten 
deutschen  üniYersitäten,  insbesondere  an  den  bayerischen,  wurde 
die  Mathematik  noch  nicht  als  reine  Wissenschaft  betrieben, 
sondern  nur  insoweit,  als  es  das  Bedürfnis  der  Gymnasien  und 
Gewerbeschulen  zu  erfordern  schien.  So  lehrten  hierin  in  Mün- 
chen um  diese  Zeit  der  früliere  Wundarzt  im  »"»sterreieliisehen 
Heere  und  Uofbedieusteter  bei  ilem  Churfürsten  Karl  Theodor 
Dr.  med.  Franz  Paula  Gruithuisen,  von  dem  Uber  alle  möglichen 
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Fächer  der  Naturwissenschaft  eigentümliche  Beobachtungen  und 
Versuche  herrühren/)  als  Professor  der  Astronomie,  ferner 
Eduard  Hierl  als  Professor  der  Vermessungskunde  tUr  Forst- 
kandidaten und  der  durch  Herausgabe  mehrerer  mathematischer 
Lehrbücher  bekannte  außerordentliche  Profeasor  Dr.  Georg  Recht, 
alle  drei  ohne  jede  Bedeutung  fttr  die  mathematische  Wissen- 
schaft Nnr  Karl  G.  Chr.  t.  Staadt  in  Briangen  f5rderte  dieselbe 
spftter  durch  seine  bertthmte  Schrift  Aber  die  ,  Geometrie  der 
Lage",  war  aber  als  Lehrer  von  geringer  Wirksamkeit. 

Bauer  bezog,  19  Jahre  alt,  die  Universität  zu  Erlangen, 
welche  die  Abiturienten  des  protestantischen  Augsburger  Gym- 
nasiums zumeist  wählten.  £r  mußte  zunächst  die  vor  dem  Fach- 
studium noch  jetzt  Torgeschriebenen  acht  philosophischen  Vor- 
lesungen hOren;  er  h0rte  Naturgeschichte  bei  K.  Raumer, 
Botanik  bei  dem  trefflichen  Wilhelm  Daniel  Joseph  Koch,  der 
die  ihm  zeitlebens  gebliebene  Lust  an  den  Pflanzen  und  dem 
Botanisieren  in  ihm  erweckte.  Mathematik  trieb  er  nur  für 
sich,  offenbar  da  darin  in  den  Vorlesungen  an  der  Universität 
nichts  mehr  für  ihn  zu  holen  war. 

Er  verlieL^  nach  einem  Semester  Erlangen  und  beschlolä 
nach  einem  kurzen  Aufenthalt  in  Wien,  wo  er  bei  Andreas  v. 
Ettinghausen  Physik  und  bei  Jos.  Joh.  v.  Littrow  Astronomie 
horte,  zu  seiner  Ausbildung  in  der  Mathematik  nach  Berlin  zu 
gehen. 

•  Von  der  Ostlichen  üniTersitSt  Königsberg  war  zu  dieser 
Zeit  eine  neue  Auffassung  und  eine  Reform  in  dem  mathe- 
matischen Unterricht  durch  den  genialen  Astronomen  Friedrich 
Wilhelm  Bessel  und  den  ausgezeichneten  Mathematiker  C.  G. 
J.  Jacol)i  ausnfetrangen,  denen  sich  F.  Kichelnt  un«l  der  berühmte 
Lehrer  der  mathematischen  Fhysik,  Franz  Neumann,  anschlössen. 
Nach  ihnen  sollte  der  mathematische  Unterricht  nicht  wie  bisher 
in  einigen  allgemeinen  und  elementaren  Vorlesungen  bestehen, 
sondern  sein  Schwerpunkt  in  die  Übungen  und  in  die  Anleitung 
der  Studierenden  zu  eigenen  Arbeiten  im  Seminar  im  Anschluß 


')  Siehe  teiue  Beiträge  zur  Physiognomie  und  Eantognone. 
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an  die  ihrer  Lehrer  verlegt  werden.  Durch  diese  Vereiiiiiufun^ 
von  Mathenmtikeru  ersten  Ranges  entstand  in  Deutschland  eine 
glänzende  wissenschaftliche  Schule  der  nmtlicniatischen  Fur- 
schuDg  und  von  ihr  aus  das  neue  Aulleben  der  Mathematik 
in  unserem  Vaterlande. 

Das  gleiche  Prinsip  hatte  schon  in  einigen  Naturwissen- 
schaften Eingang  gefunden  und  drang  allmählich  auch  in  ande- 
ren Wiflsensdiaften  durch.  Durch  di«  unausbleibliche  Erweite- 
rung desselben  wird  die  Ausbildung  an  den  Hochschulen  eine 
Umwälzung  von  Grund  aus  erfahren,  indem  Weles,  was  man 
jetzt  in  austUhrlirlien  Vorlesungen  lehrt,  dem  Privatstudium  der 
Lelirlnicher  überlassen  werden  muLi,  und  an  deren  Stelle  der 
Anschauungsunterricht  und  das  Arbeiten  in  den  Laboratorien 
treten  wird. 

Von  Königsberg  aus  pflanzte  sich  die  neue  Art  des  raatbe- 
matischen  Unterrichts  nach  Berlin  fort,  woselbst  die  banroi^ 
ragenden  Mathematiker,  Peter  Gustav  L^une-Dirichlet  und 
Jakob  Steiner  wirkten,  welche  Bauer  au  hören  wünschte.  Ins- 

besonders  Übten  die  geistvollen  Vorträge  des  ersteren  Uber  paiv 

tielle  Differentialgleich un«;en  und  über  bestimmte  Integrale  und 
Zahlentheorie  einen  grölten  Einfluß  auf  ihn  aus;  er  trat*  unter 
den  sechs  Zuhörern  seinen  späteren  Münchener  Kollegen  Phi- 
lipp Ludwip^  Seidel,  der  dann  zu  Bessel  nach  Königsberg  ging, 
wo  auch  der  frUh  verstorbene,  für  Mathematik  und  Musik  hoch- 
begabte Augsburger  Freund  Bauers,  Gustav  v.  Httiilin,  zog. 
Zur  Charakteristik  Bauers  sei  angegeben,  daß  er  außerdem  noch 
die  Vorlesungen  von  Poggendorf,  Seebeck  und  Ohm  Ober  Physik, 
von  Dove  Ober  Meteorologie,  von  Steffens  über  Naturphilosophie, 
von  Werder  Uber  Geschichte  der  Philosophie  und  die  der  Ge- 
brüder Grimm  Uber  ItechtsaltertUmer  und  über  das  Gudrunlied 
besuclite. 

Nach  einjälirigem  Aufenthalte  in  Berlin  (1840/41)  nach 
München  zurückgekehrt,  bestand  er  eine  eben  ausgeschriebene 
staatlich  theoretische  Prüfung  mit  ausgezeichnetem  Erfolge  und 
erhielt  dann  zur  Aushilfe  einen  Lehrauftrag  für  Mathematik  am 
Augsburger  Gymnasium,  wobei  die  Lehrgabe  und  der  Eifer  des 
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21  Jährigen  viel  Anerkennung  fanden.  Damach  beschäftigte  er 
sich  in  München,  wohin  die  Mutter  gezogen  war,  bei  Joh.  La- 
niont  an  der  Sternwarte  und  l)earbeitete  seine  der  niutlie- 
niatischen  Physik  entnommene  Dissertation:  ,Von  der  Theorie 
der  Wärme*,  mit  der  er  (^1842)  in  Erlangen  (mit  dem  Prädikat 
insigne)  den  Doktorgrad  erwarb. 

Nun  sollte  noch  ein  Aufenthalt  in  Paris  folgen.  Bekannt- 
lich hatte  zu  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  eine  Ansammlung 
eminenter  Mathematiker  und  Physiker  wie  Camot,  Gauchy, 
Dulong,  Fourier,  Lagrange,  Laplace,  Legend re,  Monge,  Poisson 
Paris  zum  Zentrum  der  mathematisch-physikaiischen  \Vis.sen- 
schalt  gemacht.  Ihr  Ruhm  zog  lange  Zeit  die  jungen  Gelehrten 
aller  Länder  nach  Paris,  um  ihre  Ausbildung  zu  vollenden. 
Auch  Liebig  mußte  daselbst  bei  dem  Chemiker  Gay  Lussac  das 
suchen,  was  er  in  Deutschland  nicht  fand.  Als  Bauer  nach 
Paris  kam,  wirkten  daselbst  die  Mathematiker  Chasles,  Lacroix, 
Lam^,  Libri,  Liourille,  Poncelet,  Sturm  und  die  Physiker  Arago, 
Dumas,  Pouillet,  Itegnault.  Man  kann  sich  denken,  wie  der 
wissensdurstige  Jün<^'iing  seine  Zeit  verwertete  und  auch  sonst 
in  der  großen  Stadt  neu»'  KindrUcke  für  das  lieben  empfing. 
HeKoiiders  zogen  ihn  die  Vorlesungen  von  Liouville  über  die 
Theorie  der  Attraktion  nach  dem  Newtonscheu  Gesetz  und  die 
von  Libri  über  höhere  Mathematik  an. 

Mit  dem  Pariser  Aufenthalt  (1842/43)  waren  die  Lehrjahre 
Bauers  abgeschlossen,  und  er  mußte  sich  nun  einen  seinen  reichen 
Kenntnissen  entsprechenden  Wirkungskreis  zu  verschaffbn  suchen. 
Sein  sehnlicher  Wunsch  war  die  akademische  Laufbahn,  ahet 
in  Bayern  tet  sich  unter  dem  den  wissenschaftliehen  Bestre- 
bungen wenig  geneigten  Ministerimn  Aljel  keine  Aussieht  aut. 

In  dieser  Sori^e  wurde  er  von  dem  Ht'daktour  der  Augs- 
burger Allgemeinen  Zeitung  Gustav  Kolb  auf  eine  Krzieher- 
sieile  bei  dem  Fürsten  Nikolaus  Ghykba  in  tlumäuien,  der  mit 
seiner  Familie  abwechselnd  in  Jassy  und  auf  dem  ausgedehnten 
Gute  Comanesty  in  einem  einsamen,  Ton  dichten  Wäldern  um- 
gebenen Schlosse  lebte,  aufmerksam  gemacht.  Mit  schwerem 
Herzen  entscfalofi  er  sich,  diese  Stelle,  welche  sonst  sehr  gttnstige 
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Bediii^iuigeii  bot,  (1845)  anzunehmen:  drängte  sie  ihn  doch 
von  der  [((nvühnlichen  Laufbahn  eines  üelehrten  ab  und  brachte 
ihm  ungewis.se  VVanderjahre.  Er  hatte  die  Autgabe,  die  Er- 
ziehung der  drei  fürstlichen  Söhne  zu  leiten  und  sie  in  allen 
Schulfachem  zu  unterrichten,  wozu  er  durch  seine  aligemeine 
Ausbildung  und  sein  pädagogisches  Talent  in  hohem  Maße  be- 
fähiget war.  Er  hat  sich  durch  den  Erfolg  seiner  Tätigkeit 
befriediget  gefühlt«  und  die  fQrBtliche  Familie  sowie  seine  Zög- 
linge dankten  es  ihm  durch  innige  Verehrung  und  Anhänglich- 
keit. Er  blicl)  daselbst  acht  Jahre  lang,  bis  die  Erzieliung  in 
den  oberen  Gymna-sialklassen  zu  München  ihren  Abschluß  fand. 
Er  bedauerte  nur,  daLi  er  in  der  Einsamkeit  in  Rumänien  die 
literarischen  Hilfsmittel  und  den  Verkehr  mit  der  wissenschaft- 
lichen Welt  entbehrte. 

Bauer  hatte  sich  dadurch  endlich  die  Mittel  erworben,  die 
akademische  Laufbahn  einschlagen  zu  können;  allerdings  erst 
im  Alter  Ton  37  Jahren,  in  dem  andere  wohlbestallte  ordent- 
liche Professoren  .sind  und  einen  guten  Teil  ihrer  wissenschaft- 
lichen Tätigkeit  hinter  sich  haben.  Sein  um  ein  Jahr  jüngerer 
früherer  .Studiengenosse  in  Herlin,  Seidel,  war  schon  seit  zwei 
Jahren  ordentlicher  Professor. 

Im  Jahre  1857  hal)ilitierte  sich  Bauer  an  unserer  Univer- 
sität als  Privatdozent  der  Mathematik  mit  einer  wertvollen  Ab* 
handlung:  «Über  die  Integrale  gewisser  Differentialgleichungen, 
welche  in  der  Theorie  der  Anziehung  yorkommen.*  Es  war 
nach  der  Doktordissertation  seine  erste  wissenschaftliche  Arbeite 
Seitdem  war  er  unablässig  bemüht,  der  Wissenschaft  zu  nützen 
und  durch  seine  Vorlesungen  die  matlieinutischen  Studien  an 
der  Universität  zu  fiirdern  und  zu  lieben,  was  ihm  auch  in 
reichem  Maüe  ^n  hingen  ist.  Durch  den  Einfluß  seines  Kollegen 
und  späteren  Freuntles  Seidel,  der  ihn  besonders  hoch  schätzte, 
wurde  er  1865  auläerordentlicher  und  1869  ordentlicher  Professor. 

Die  wissenschaftlichen  Arbeiten  Bauers  bewegen  sich  auf 
zwei  ganz  verschiedenen  Gebieten  der  Mathematik. 

Die  erste  Art  derselben  handelt  von  der  theoretisch  inter- 
essanten und  für  die  mathematische  Physik  so  wichtigen  Theorie 
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der  Kugelfunktionen.  Die  Vorlesungen  von  Dirielilet  und  Liou- 
ville  hatten  ihn  in  die  Anwendungen  der  Potentiultheorie  iiut 
d}Ls  Problem  der  Wärmeleitung,  inshesondere  in  die  Lehre  von 
den  Kugelfunktionen,  eingeführt,  der  seine  hauptsächlichsten 
Arbeiten  bis  in  die  Mitte  der  siebenziger  Jahre  angehören;  die- 
selben sind  größtenteils  in  dem  CreUe-Borchardtschen  Journal, 
sp&ter  in  den  SitEungsberichten  unserer  Akademie  yeröffentlicht. 
Die  vorher  erwähnte  Dissertation  zeigte,  daß  er  sich  schon  da- 
mals eingehend  mit  der  Theorie  der  Kugelfunktionen  abgegeben 
hatte.  Vor  allem  war  es  seine  allerdings  durch  die  Arbeiten 
von  Franz  Neuniann  überholte  Habilitationsschrift,  in  der  er 
völlig  selbständig  die  Theorie  der  Kugelt unktionen  zweiter  Art 
entwickelte.  Hierher  gehören  noch  mehrere  weitere  Abhaud- 
Inngen,  wie  die  Uber  die  Gammafunktionen ,  Über  die  Ber- 
nonillischen  Zahlen  und  über  Erweiterungen  der  Lehre  von  den 
Kugelfunktionen.  Er  lieferte  dadurch  neue  Beiträge  zur  Er^ 
kenntnis  der  Art  der  Darstellung  beliebiger  Funktionen  durch 
Beihen,  die  nach  solchen  Gebilden  geordnet  sind,  und  zeigte 
den  Weg  zu  einem  neuen  Beweise  der  Konvergenz  solcher  Ent- 
wicklungen, der  wesentlich  verschieden  von  dem  Ix  rühniten 
Dirichletsciion  sich  gestaltet.  Er  hat  dadurcli  die  Wi^st  ii^c  haft 
mit  schönt  n  Sätzen  Uber  die  vor  ihm  von  einer  Anzahl  der 
ausgezeichnetsten  Mathematiker  bearbeiteten  Kugelfunktionen 
bereichert,  welche  Sätze  bereits  in  die  Lehrbücher  überge- 
gangen sind. 

Die  zweite  Art  seiner  Arbeiten  ist  geometrischer  Natur. 
Die  Lehrtätigkeit  an  der  Universität  wies  ihn  besonders  auf  das 

mit  so  vielem  Erfolge  kultivierte  Feld  der  Anwendungen  der 
Algebra  auf  die  Geometrie  iiin.  Es  galt  die  weitere  Verfolgung 
der  analytisch-geometrischen  Methode,  welche  er  im  Anschluü 
an  die  Arbeiten  der  englischen  Ueometer  sich  selbständig  zu 
eigen  gemacht.  Auch  in  dieser  iiichtung  hat  er  sich  mit  sehr 
gutem  Erfolg  betätiget  und  verwickelte  Aufgaben  zu  lösen  ge- 
wußt Es  gehört  hierher  die  Untersuchung  Uber  die  Keziprozi- 
tätsrerhiUtnisse  des  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  so  wich- 
tigen Paskaischen  Sechsecks,  durch  welche  er  die  Kenntnis  der 
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interessanten  Eigenschaften  desselben  einerseits  bereicherte, 
antlercrscits  .iIkt,  was  noch  \vichti»;»'r  ist,  dieselben  unter  geniein- 
sanieni  (iesiclitspunkte  in  ihrer  l)isher  vermiliten  Einheit  erkennen 
ließ»  so  daü  er  das  Problem,  über  welches  vorher  Hesse  nicht 
zur  Entscheidung  gekommen  war,  in  höchst  anschaulicher  Weise 
völlig  löste. 

Ferner  sind  hervorzuheben  die  schönen  Arbeiten  Aber  die 
Theorie  der  Flachen  dritter  Ordnung,  die  ihm  einen  ihrer  wesent- 
lichsten Sätze  verdankt,  sowie  über  eine  Eigenschaft  des  gerad- 
linigen HyperboloidSi  welche  bis  dahin  den  Mathematikern  ent- 
gangen war.  Noch  im  Alter  von  85  .Jahren  legte  er  in  der 
Sitzung  der  Akademie  vom  4,  März  1905  seine  letzte  Arbeit 
vor:  ,Vnn  der  Kurve  sechster  Ordnung,  welche  der  Ort  der 
Brennpunkte  der  Kegelschnitte  ist,  welche  durch  vier  Kegel- 
schnitte gehen." 

Ein  Uauptverdienst  Bauers  liegt  in  seiner  fruchtbaren  Lehr- 
tfttigkeit.  £r  las  über  die  geometrischen  Wissenschaften,  die 
sich  zu  jener  Zeit,  namentlich  durch  die  deutschen  Mathematiker, 
so  gewaltig  entwickelt  hatten,  und  dann  über  Algebra  und  ana- 
lytische Mechanik.  Er  war  ein  beliebter  Lehrer;  die  vielen  im 
Lehramt  fiir  Mathematik  und  Physik  an  den  bayerischen  Mitkd- 
schulen  Angestellten  waren  fast  alle  seine  Schüler.  Man  kann 
nicht  sagen,  daß  er  einen  glänzenden  Vortrag  hatte;  bei  seinem 
ungemein  lebhaften  Naturell  pflegten,  wie  Kollega  A.  Vo6  in 
seinem  schönen  Nachruf  sich  ausdrückt,  seine  Gedanken  nicht 
sdten  dem  gesprochenen  Worte  und  damit  auch  dem  Verständ- 
nis des  Hörers  Toranzueilen;  aber  die  an  die  origbelle  Vor- 
tragsweise einmal  Cbwöhnten  eii[aiinten,  dafi  es  ihm  heiliger 
Smst  war  und  er  mit  aller  seiner  Kraft  bestrebt  war,  ihnen 
das  richtige  Verständnis  fOr  die  Lehren  der  Wissenschaft  bei- 
zubringen. Besondere  Sorgfalt  widmete  er  dem  Unterricht  in 
dem  mathematischen  Seminar  sowie  der  Ausgestaltung  desselben 
mit  Büchern  und  Modellen,  und  hier  war  es  vor  allem,  wo  er 
den  Studierenden  nahe  trat.  £r  hatte  ein  warmes  Herz  für 
den  Hei&igen  Studenten  und  er  war  für  sein  Wohl  mit  üat 
nnd  Tat  wie  ein  gütiger  Vater  besorgt 
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Die  allgemeine  Verehrung  zeigte  bei  sei  tiein  70.  und 

80.  Geburtstage,  welche  Feste  er  in  vollster  Uüstigkeit  leiern 
konnte.  Bei  dem  16.  Stiftungsfeste  des  mathematischen  Ver- 
eins am  7.  Juli  1893  hielt  er  den  Festvortrag:  «Erinnerungen 
aus  meinen  Studienjahren,  insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die 
Entwicklung  der  Ifotfaematik  in  jener  Zeit*,  in  dem  er  eine 
musterhafte  Darstellttng  der  ruhmvollen  Geschichte  der  Mathe- 
matik und  der  mathematischen  Studien  gab.  An  seinem  80.  Ge- 
burtstage brachte  ihm  der  mathematische  Verein  als  Festgabe 
seine  »Vorlesungen  über  Algebra"  dar.  Dieselben  sind  aus  den 
von  ihm  revidierten  Heften  der  Studierenden  von  seinem  Schüler 
Professor  Karl  Döblemaun  im  Auftrage  des  Vereins  heraus- 
gegeben worden. 

Bauer  ist  jugendfrisch  an  Körper  und  Geist  bis  in  das  höchste 
Alter  geblieben.  Niemals  ernstlich  krank  erhielt  er  seinen  Körper 
leistnngsfthig  durch  LeibesQbiingen  und  weite  Ausflüge  in  die 
schüne  Umgebung  unserer  Stadt  In  rastloser  geistiger  Tätig- 
keit hielt  er,  obwohl  er  mit  dem  Sommersemester  1901  von  der 
Verpflichtung,  V^orlesungen  zu  halten,  entbunden  wurden  war, 
doch  noch  im  Winter  1904/05  seine  gewohnte,  ihm  lieb  ge- 
wordtMie  Vorlesung.  Er  war  t  ine  frohe,  sinnige  Natur,  wahr- 
heitsliebend und  zuverlässig,  ein  durch  und  durch  edler,  reiner 
Charakter;  als  solcher  wird  er  in  uaserem  Gedächtnis  bewahrt 
bleiben.  Sein  Leben  ist  ein  wahrhaft  glückliches  gewesen. 

Wilhelm  Koenigs. 

Am  15.  Dezember  1906  starb  im  Alter  von  55  Jahren 
das  ordentliche  Mitglied  der  mathematisch-physikalischen  Klasse, 
der  verdiente  Clieniiker  Wilhelm  Koenigs.  Er  hat  sich  mit 
groüem  Erfolg  an  der  Aufhellung  des  Baues  der  verwickelten 
Kohlenstoifrerbindungen  beteiliget  und  sich  namentlich  von 
Anfang  seiner  Tätigkeit  an  der  planm&&igen  üirforschung  der 
Ofaina-Alkaloide  gewidmet 

Koenigs  wurde  am  22.  April  1851  sn  Dülken  bei  Düssel- 
dorf als  Sohn  «ms  wohlhabenden  Kaufmanns  geboren.  Den 
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ersten  Unterricht  erhielt  er  in  dem  Priedricli  Wilhelms-Oym- 
iiasiiuu  zu  Kühl  (1862  — 18G<S).  wohin  iVw  Familie  überj^eüiedelt 
war.  Nach  Ahsolvierung  dus  Gyiiinasiunis  hezog  er  (im  Herbst 
1868)  die  Gewerbeakademie  zu  Herlin  in  der  Absicht  Maschinen- 
baukunde  zu  studieren;  neheoker  hörte  er  mathomatische  und 
naturwissenschaftliche  Vorlesungen  an  der  Universität  und  an 
der  fiauakademie.  Dabei  entwickelte  sich  in  ihm  die  Neigung 
zur  Chemie,  die  ihn  Teranlafite,  ein  Semester  im  Laboratorium 
des  bertlbmten  Chemikers  Aug.  Wiib.  Hofmann,  des  Begründers 
der  Teerfiu-benchemie,  und  ein  zweites  bei  Plrofessor  Finkener 
auf  der  Bergakutlemie  zu  arbeiten.  Im  Herbst  1871  verlieü 
er  Berlin  und  Lrin*(  zur  Fortsetzung  seiner  naturwissenschaft- 
lichen und  sjK  zit  II  chemischen  Studien  nach  Bonn,  woselbst 
er  drei  Jahre  lang  in  der  organischen  Abteilung  des  Labora- 
toriums von  August  Kekule,  des  damals  auf  der  Höhe  seines 
Ruhms  stehenden  Schöpfers  der  Strukturchemie,  sich  beschaitigte. 

Nach  einem  in  Heidelberg  bei  dem  Altmeister  der  Chemie, 
Robert  Bunsen,  zugebrachten  Semester  (1874/75)  promovierte 
er  in  Bonn  auf  Grand  einer  im  dortigen  Institut  ausgeführten 
Untersucliung:  „Über  die  F^iu Wirkung  von  Phosphorsuperchlorid 
auf  Äthylt'ndisullbsäure. * 

Nachdem  er  den  Sommer  1875  noch  analytische  Chemie 
bei  Proft  ssnr  Finkener  in  Berlin  getrieben  und  den  Winter 
187r>/7t)  im  TechnoiogiBchen  Laboratorium  des  Polytechnikums 
zu  Zürich  tätig  war,  kam  er  ab  junger  Doktor  im  Sommer 
1876  mit  reichen  Vorkenntnissen  ausgerüstet  nach  München. 
Nach  dem  Tode  Liebigs  war  mit  glücklichem  Qriif  ab  Nach- 
folger der  angesehene  Chemiker  Adolf  Baeyer  aus  Straßburg 
berufen  worden.  Während  vorher  eine  Ausbildung  in  der 
Chemie  duliier  nicht  möglich  war,  entstand  rasch  ein  groües 
Laboratoriuni,  das  bald  mit  an  erster  Stelle  im  Unterricht  und 
in  der  wissenschaftlichen  Forschung  stand,  iiane  grolle  An- 
zahl talentvoller  Schüler  hatte  sich  um  den  in  volkter  Kraft 
stehenden  Leiter  gesammelt,  von  denen  einige  zu  großer  Be- 
rühmtheit gelangt  sind.  In  diesen  Kreis  strebsamer  Jünger 
trat  Koenigs  ein;  hier  fand  er  die  ihm  zusagende  Wirksamkeit 


Digitized  by  Google 


0.  Yoit:  Nekrolog  auf  Wilhehn  Koenigs. 


259 


für  sein  Leben,  so  dafi  er  in  MOncben  seßhaft  blieb;  alle  seine 
Arbeiten  bat  er  von  nun  an  hier  ausgeführt. 

Im  Jahre  1881  hal)ilitiertt'  er  sieli  als  l*riviitdo/ent  liir 
Chemie  mit  einer  bemerkenswerten  A)»lian(lhin<jj:  «StnditMi  üb«?r 
die  Alkaloide."  1892  bekam  er  den  Titel  und  Kani;  eines  aulier- 
ordentlichen  Professors  an  der  Universität;  seit  189()  war  er 
außerordentliches  und  seit  iW6  ordentliches  Mitglied  unserer 
Akademie;  1897  lehnte  er  einen  ehrenvollen  Ruf  als  ordent- 
licher Professor  an  die  Technische  Hochschule  zu  Aachen  ab, 
er  fohlte  sich  durch  seine  hiesige  Tätigkeit  toU  befriediget. 

Koenigs  begann  seine  wissenschaftliehe  Laufbahn  tot  fast 
30  Jahren  mit  einer  Untersuchung  der  Kinwirkung  von  schwef- 
liger Säure  und  von  SulHnsäurcn  auf  Diazobenzol  (ls77l.  Kr 
erhielt  dabei  eine  Substanz,  wekiie  einerseits  ein  Azokür})er 
und  andererseits  ein  Sulfobenzid  ist,  und  die  er  dement- 
sprechend aus  ßenzolsulßnsäure  und  Diazobenzol  aufbauen 
konnte.  Durch  diese  Beobachtungen  wurde  er  veranlafit,  die 
Einwirkung  der  salpetrigen  Säure  auf  Bensosulfinsfiure  zu 
studieren,  und  entdeckte  dabei  die  Dibenzsulfhydrozamsäure, 
welche  der  Ausgangspunkt  für  höchst  interessante  Unter- 
suchungen iilx  r  die  Oxydation  des  Il^'droxylamins  geworden  ist. 

Seit  dem  Jahre  1880  wamlte  sich  Koenigs  dem  Gebiete 
der  stickstoffhaltigen  Kolib'iistoffVerbindungen  von  basischem 
Charakter,  der  natürlichen  Alkaloide,  zu,  das  er  seitdem  unab- 
lässig und  mit  reicher  Ernte  bebaut  hat.  Zunächst  gelang  es 
ihm,  zwei  fundamentale  Reaktionen  aufzufinden,  nämlich  die 
Synthese  des  Ghinolins,  das  man  durch  Destillation  von  Chinin 
oder  Ginchonin  gewinnt,  aus  Alljlanilin,  und  die  Überführung 
des  aus  dem  Fiperin  des  Pfeffers  dargestellten  Piperidins  in 
Pyridin. 

Die  Beschäftigung  mit  diesen  Basen  führten  ilin  zu  eiiu  r 
neuen  Auff.issung  der  in  drr  Natur  vorkommenden  x\lkaloide, 
die  er  in  seiner  vorhergenamiten  Habilitationsschrift  zusammen- 
faßte. In  dieser  Schrift  setzte  er  auseinander,  daü  zahlreiche 
Pflanzen basen  als  Derivate  des  Pyridins  und  hydrierter  Pyridine 
aufznüusen  seien  und  daher  zu  den  Pyridinen  in  einem  ähn- 
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liehen  Veiliältnis  stiiiulen  wie  die  Terpeiie  und  Kamj)h«_'rarten 
zu  den  aromatischen  Verbindungen.  Die  Schrift  bildet  ge> 
wissermaßon  das  Programm  für  seine  umfangreichen,  in  un- 
unterbrochener Beihe  yerOffentUchten  Untersuchungen  Aber  die 
Pflanzenbasen. 

Die  erste,  auch  für  weitere  Kreise  interessante  Entdeckung 
war  die  des  durch  Reduktion  des  Chinolins  und  darauf  folgende 

Methylierung  gewonnenen  MethyltetrahydrochinoHns  oder  Kai- 
rolins: dassclh«'  hat  stark  fieberstillende  Kigenscliatttn  und 
gab  den  Anstoü  zu  den  Untersuchungen,  welche  zur  Auffindung 
des  besser  wirkenden  Antipyrins  durch  Knorr  geführt  haben. 

Darauf  wandte  sich  Koenigs  mit  aller  Kraft  dem  Studium 
der  in  medizinischer  Hinsicht  so  wichtigen  Chinabasen  zu;  es 
gelang  ihm,  durch  eine  sehr  große  Reihe  Ton  Ezperimental- 
untersuchungen  die  Konstitution  derselben  soweit  festzustellen, 
daß  die  künstliche  Darstellung  des  Chinins  nur  mehr  eine  Frage 
der  Zeit  ist.  In  diesen  seinen  Arbeiten  ist  eine  Fülle  von 
neut^n  Gesichtspuukttii  tur  den  Aufl>au  derartiger  Pflanzen- 
basen enthalten,  die  eine  höchst  wertvolle  Bereicherung  der 
chemischen  Wissenschaft  bilden. 

Im  weiteren  Verfolg  dieser  Untersuchungen  über  die 
Alkaloide  erhielt  er  durch  Oxydation  von  Oinchonin  neben 
anderen  Ozydationsprodukten  das  Merochinen.  Es  glückte  ihm 
nun,  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  Substanzen  auüni- 
klären  und  damit  eine  neue  Stütze  für  die  Richtigkeit  der 
Formel  des  Merochinens  beizubringen.  Ferner  stellte  er  Methy- 
lierungsprcjdukte  von  Desoxycinchonidin  und  1  )es()xycinchonin 
dar  und  untersuchte  das  Verhalten  der  Jod  wasserst  oÖadditions- 
produkte  von  Ciiiohoniuchlorid  und  von  Cinchonin  sowie  die 
der  Sulfoderivate  des  Cincheus.  Das  aus  Cinchonin  gewonnene 
Lepidin  wurde  einer  genaueren  Prüfung  unterworfen  und  eine 
Anzahl  neuer  Derivate  dargestellt,  welche  für  dieses  Kapitel 
großes  Interesse  haben. 

Durch  Behandlung  der  Cinchoninsäure  mit  rauchender 
Salpetersäure  stellte  er  eine  Nitrocinohoninsaure  dar,  welche 
sich  bei  der  Keduzierung  als  ein  Ana-Substitutionsprodukt  er- 
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wies,  indem  es  sich  ebenso  wi«'  il;is  <  iitsprecLende  Derivat  der 
Naphtonsäure  in  ein  inneres  Anhydrit  verwandelte. 

Besonders  erfolgreich  gestaltete  sich  seine  Untersuchung 
Aber  die  Produkte  der  Einwirkung  von  Formaldehyd  auf 
Gbinaldin,  indem  es  ihm  möglich  war,  nicht  nur  ein  Molekül 
des  ersteren,  sondern  auch  zwei  und  drei  in  das  Alkaloid  ein- 
zuführen. Die  neuen  Basen  tnthalten  nach  seinen  Ermitte- 
lungen nur  eine  einzit^e  S^'itenkctte.  wie  die  Oxydation  der- 
selben zu  Chinaldinsäure  beweist,  der  Kohlenstoff  ist  alx  r  ein 
verzweigter,  da  der  doppelte  Alkohol  durch  iieduktion  in 
Isopropylchinolin  verwandelt  wird.  Hieran  reihen  sich  seine 
Versuche  über  die  Einwirkung  von  Aldehyden  auf  solche 
Chinolinderivate,  welche  eine  Methyl-  oder  Methylengruppe  in 
der  a-  oder  j'-SteUung  enthalten,  sowie  die  Arbeiten,  welche 
bestimmt  waren,  das  neu  gewonnene  Gehiet  abzugrenzen. 

In  der  Sitzung  der  mathematisch  -  physikalischen  Klasse 
vom  2.  Dezember  1905  hielt  er  seinen  letzten,  in  Liebigs 
Annalen  der  Chemie  veröüentliebten  ^'(H•trllg:  „Über  ilie  Kon- 
stitution der  Chiuaaikaloide",  in  dem  er  den  damaligen  Stund 
dieses  Problems,  an  dessen  Klärung  ihm  ein  so  hervorragender 
Anteil  zuföllt,  darlegte. 

Eine  andere  Reihe  wichtiger  Arbeiten  ist  endlich  die  über 
Derivate  von  Zuckerarten,  in  denen  er  einen  neuen  und  leicht 
gangbaren  Weg  für  die  Synthese  von  Glucosiden  nachwies. 

Nicht  nur  die  Wissenschaft  sondern  auch  das  chemische 
Laboratorium  unserer  Universität  ljut  durch  das  Ableben  von 
Koenigs  einen  schweren  Verlust  erlitten.  Er  war  dem  Vor- 
stand eine  getreue  Hilfe  seit  fast  drei  Dezennien  bei  dem 
Unterricht  im  organischen  Laboratorium  und  bei  der  Aus- 
führung der  wissenschaftlichen  Arbeiten  der  Schüler.  Den 
Anfänger  wufite  er  aufzumuntern,  wenn  er  an  dem  Erfolg 
seiner  Arbeit  verzweifeln  wollte,  und  den  filteren  Fachgenossen 
war  er  ein  fördernder  Berater. 

Als  Dank  dafür,  was  er  in  dem  Laboratorium  genossen, 
und  in  Begeisterung  für  die  Wissenschaft,  machte  er  in  hoch- 
herziger Gesinnung  im  Jahre  1900  mit  .seinen  Geschwistern 
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eine  Stiftunj^  zur  Fönlerun^  wissenschaftlich-chemischer  For- 
schungen, welche  er  später  am  70.  Gehurtstage  seines  geliebten 
Lehrers  zur  Adolf  von  Baeyer-Jubiläurasstiftung  mit  einem 
Kapitale  von  50000  Mark  erweiterte;  in  seinem  Testamente 
fahrte  er  der  Münchener  BUrgerstiftung  50  000  Mark  su,  außer- 
dem noch  besonders  10000  Mark  dem  chemischen  Labora- 
torium und  eine  weitere  ansehnliche  Summe  f&r  botanische, 
zoologische  und  chemische  Forschung. 

Als  Woliltätcr  der  Akademie  ist  sein  Name  in  den  Tafeln 
der  Spender  der  Akademie  für  immer  eingegra])en ;  er  wird 
aber  auch  in  den  Annalen  seiner  W  issenschait  als  der  eines 
feinen  Denkers  und  Experimentators  fortleben. 

Ludwig  Boltmuum. 

Ludwig  Boltzmann,  der  hervorragende  Physiker,  ist  am 
6.  Septt  iuhtT  y.u  Duijio  bei  Triest,  wo  er  Erholung  siiclite,  eines 
jähen  Todes  gestorben.  Mit  ihm  hat  die  Wissenschaft  den  Meister 
und  Führer  in  der  theoretischen  Physik  verloren,  dem  es,  wie 
nur  wenigen,  gelungen  ist,  auf  diesem  schwierigen  Gebiete  in  die 
Tiefe  zu  dringen;  er  war  einer  der  bedeutendsten  Denker  in 
seiner  Wissenschaft,  von  größtem  mathematischen  Scharfsinn 
und  ein  ftufierst  gewandter  Experimentator. 

Ludwig  Boltzmann  wurde  in  Wien  am  20.  Februar  1844 
geboren;  er  miiclite  seine  akademischen  Studien  hauptsächlich 
in  seiner  Vaterstadt,  wo  Joseph  Stefan  und  Lohschmidt  seine 
Lehrer  waren.  Als  Assistent  Stefans  habilitierte  ersieh  (1^67) 
au  der  Universität  als  Privatdozent.  Man  erkannte  bald  das 
ungewöhnliche  mathematische  Talent  des  jungen  Gelehrten,  denn 
schon  im  Alter  von  25  Jahren  (1869)  wurde  er  als  ordentlicher 
Professor  der  mathematischen  Physik  an  die  üniTersitSt  Qras 
berufen.  Er  war  eine  unstete  Natur,  die  nirgends  dauernde  Buhe 
fand  und  immer  glaubte,  einen  mehr  zusagenden  Wirkungskreis 
erreichen  zu  können.  Er  blieb  in  Graz  nur  vier  Jahre,  ging 
dann  als  Professor  der  reinen  Mathematik  an  die  Wiener  Uni- 
versität, hierauf  nach  zwei  Jahren  als  Trofes-sor  der  Ezperi- 
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mentalphysik  und  Vorstand  des  neu  erricliteten  physikalischen 
Institutes  wiederum  nach  Graz.  Seine  glänzende  Entwicklun«r 
und  die  hohe  Bedeutung,  die  w  in  der  Wissenschaft  erlangt 
hatte,  brachten  es  mit  sich,  daiä  man  von  vielen  Seiten  bestrebt 
war,  ihn  zu  gewinnen.  Seine  bereits  erfolgte  Ernennung  zum 
Nachfolger  Kirchhofs  in  Berlin  machte  er  wieder  rückgängig, 
folgte  aber  im  Jahre  1890  gerne  einem  Kufe  an  die  hiesige 
üniTersitat  als  Professor  für  theoretische  Physik.  Er  lebte  sich 
dahier  bald  ein  and  yersammelte  einen  Kr^  vorgeschrittener 
Schüler  nm  sich;  wir  waren  stolz  darauf,  ihn  als  tötiges  Mit- 
glied unserer  Universität  und  Akademie  zu  besitzen;  um  so 
gröläer  war  unsere  Ijherruschung,  als  er  nach  vier  Jahren  sich  be- 
stimmen lieli  abermals  nach  Wien  als  Professor  der  theoretischen 
Physik  als  Nachfolger  seines  Lehrers  Stefan  zu  gehen.  JÜIt  hielt 
es  jedoch  auch  in  seiner  Vaterstadt  nur  sechs  Jahre  aus;  es  zog 
ihn  nach  Leipzig,  weil  er  glaubte,  an  dieser  Universit&t  mit 
ihrer  glänzenden  mathematischen  Sdiule  in  der  Anregung  eines 
grSieren,  besser  vorgebildeten  Schfilerkreises  eine  befriedigendere 
Wirksamkeit  zu  finden.  Er  fand  aber  auch  da  nicht  das  Ge- 
suchte und  kehrte  (1902)  endlich  als  Professor  der  theoretischen 
Physik  nach  Wien  zurück.  Er  wäre  nicht  abgeneigt  gewesen 
nochmals  nach  München  zu  kommen.  In  den  letzten  drei  Jahren 
erhielt  er  noch  einen  Lehrauttrag  für  Methode  und  allgemeine 
üieorie  der  Naturwissenschaften  als  Erbe  der  Lehrkanzel  des 
Physikers  Emst  Mach,  welcher  ü1)er  Geschichte  und  Theorie 
der  induktiven  Wissenschaften  Vorlesungen  zu  halten  hatte. 

Boltunann  stand  nach  dem  Tode  von  Clausius,  Eirchhoff 
und  Heknholtz  nach  dem  Übereinstimmenden  Urteil  aller  Fach- 
genoesen  trater  den  theoretischen  Physikern  Deutschlands  an 
erster  Stelle.  Seine  zahlreichen,  zum  größten  Teil  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Wiener  und  unserer  Akademie,  sowie  in  Clebschs 
mathematischen  Annalen  und  in  Wiedemanns  Annalen  der  Physik 
veröffentlichten  Arbeiten  bewogen  sich  fast  sämtlich  auf  dem 
Gebiete  der  theoretischen  Physik,  und  wenn  er  im  Laboratorium 
Beobachtungen  und  Messungen  ausführte,  so  geschah  es  immer 
im  Anschluß  an  theoretisohe  Untersuchungen  und  zur  Prüfung 
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ihrer  Konsequenzen.  Dabei  zeigte  sich  der  eminente  Theoretiker 

zugleich  als  Erfinder  der  sinnreichsten  Beobachtungsmethoden 
und  fein  ausi^cilachter  Apparate.  Seine  hervorragende  Begabung' 
für  theoretische  üntersucliungen  in  Verbindung  mit  einer  sel- 
tenen Beherrschung  des  niathematiscliea  iiUstzeuges  haben  ihn 
beiahiget,  die  physikalischen  Theorien  von  Glausius  und  ins* 
besondere  von  Maxwell  in  glücklichster  und  erfolgreicher 
Weise  weiter  auszubilden  und  zu  ergänzen ,  sowie  eine  Reihe 
anderer  schwieriger  Fragen  zu  lösen  oder  der  Lösung  nfther  zu 
führen. 

Seine  Lehrer  Lohschmidt  und  Stefan  hatten  ihn  als  an- 
gehenden Forscher  auf  die  kinetische  Gasthenrie  und  die  Theorie 
der  elektrischen  Erscheinungen  von  Maxwell,  dem  er  die  tief- 
sten Anregungen  verdankte,  aufmerksam  gemacht.  Den  größten 
Teil  seines  Lebens  widmete  er  der  Klärung  dieser  schwierigen 
Probleme. 

Die  Untersuchungen  Uber  die  mechanische  Theorie  der 
Wärme  und  der  auf  die  (Jase  bezügliche  Teil  dieser  Theorie, 
die  kinetische  Theorie  der  Oase,  waren  wohl  seine  größten 

Leistungen ;  schon  ab  21  jahriger  Student  schrieb  er  seine  erste 

Afjhandlung,  in  der  ihm  die  mechanische  Begründung  des  zweiten 
llauptMit/i  s  der  Wärnit  tlieorie  durch  Zurückffihrung  auf  das 
llaniiltonsche  Prinzip  gelang;  dieselbe  blieb  aber  ganz  unbe- 
achtet. h]<  eine  Polemik  mit  Glausius,  der  vier  Jahre  nachher 
zu  ähnlichen  iiesuitaten  gekommen  war,  die  Aufmerksamkeit 
auf  sie  lenkte. 

Später  deckte  er  die  Beziehungen  auf  zwischen  diesem  Satze 
und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  sowie  den  Sätzen  über 
das  Wärmegleichgewicht.   Er  verfolgte  denkend  bis  in  die 

letzten  Konseqnenzen  den  Vorgang  beim  Zusannnenstoü  zweier 
T(*ilclicn  Jiach  den  (irunilsätzen  der  ^lechanik  und  stellte  fest, 
in  welcher  Weise  sich  die  Geschwindigkeiten  heider  Teilchen 
beim  Stola  ändern,  und  berechnete  sodann,  wie  oft  in  einer  ge- 
gebenen Zeit  jede  Art  von  Zusanimenstölien  vorkömmt. 

So  erhielt  er  das  Gesetz,  nach  dem  sich  in  einem  GUs 
während  des  stationären  Zustandes  die  Geschwindigkeiten  auf 
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die  yenehiedenen  Moleküle  Terteilen,  so  daß  er  davon  ausgehend 
die  £rBcheinungen:  den  Dnick,  die  innere  Reibung,  die  Diffusion, 
die  Warmeleitung  etc.  abzuleiten  vermochte. 

Nur  wenige  konnten  ilnn  anfangs  in  die  abstrakten  Höhen 
seines  Denkens  folgen,  so  dalj  seine  Lehren  längere  Zeit  vielen 
fremd  geblieben  sind;  in  England,  wo  Maxwell  vorher  mit  solchen 
Problemen  beschäftiget  war,  fand  er  früher  Verständnis  und 
Anerkennung.  Die  Zusammenstellung  seiner  diesbezüglichen 
Arbeiten  in  dem  zweibändigen  Werke:  «Vorle^gen  Aber  kine- 
tische Gastheorie'  (1895  - 1899)  gab  eine  un?ergleichliche  Ein- 
ftüining  in  das  schwierige  Gebiet  und  rfickte  ihn  in  Deutsch- 
land in  die  Stellung  neben  Glausius  und  Maxwell. 

Die  mechanische  Begründung  des  zweiten  Hauptsatzes  der 
Therniodynaraik  war  ihm  die  Veranlassung,  sein  merkwürdiges 
Buch:  ,  Vorlesungen  über  die  Prinzipien  der  Mechanik"  in  zwei 
Bänden  (1897  und  lii04)  zu  schreiben;  es  ist  eines  der  hervor- 
ragendsten deutschen  theoretisch-physikalischen  Werke,  eine 
Darstellung  und  Prüfung  der  allgemeinen  Sätze  der  Mechanik 
Yon  unerreichter  Genauigkeit  und  meisterhafter  Kritik. 

Nfiehst  der  Gastheorie  hat  rieh  fioltsmann  am  ringehendsten 
mit  der  Elektrodynamik  beschäftiget,  insbesondere  mit  der  Er- 
weiterung der  klasrischen  Theorie  der  elektromagnetisehen 
Schwingungen  in  Nichtleitern  von  Maxwell.  Mit  besonderer 
Vorliebe  war,  wie  gesagt,  Boltzmann  den  von  letzterem  er- 
öffneten Pfaden  gefolgt.  Maxwell  hatte  vorausgesagt,  daü  das 
Licht  auf  elektro-magneti sehen  Schwingungen  beruhe,  und  auf 
der  Ton  Faraday  geschaffenen  breiten  induktiven  Grundlage  einen 
theoretischen  Bau  kühnster  Konstruktion  aufgeführt,  dessen 
Schlnfistein  jener  Zusammenhang  zwischen  Licht  und  Elektri- 
ritfit  bildete,  welcher  spater  (1888)  durch  die  bewundernswerten 
Yersuche  des  leider  zu  fiüh  yerstorbenen  Heinrich  Hertz  eine 
so  überraschende  experimentelle  Bestätigung  fand.  Die  Schriften 
des  genialen  Schotten  sind  jedoch  nicht  immer  von  klarer  und 
logisch  gegliederter  Darstellung,  und  deslialb  oft  dunkel  und 
schwer  verständlich.  Pür  Boltzmann,  der  die  Tragweite  der 
Maxwellschen  Konzeption  alsbald  erfaßte  und  deren  begeisterter 
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Apostel  in  Deutscbland  wurde,  gab  es  jedoch  aueh  hier  keine 
Schwierigkeiten;  sein  Scharfsinn  erkannte  leicht  die  einfachen 

Prämissen,  welche  sich  hinter  der  manchmal  nebelhaften  Dar- 
stellung Maxwells  verbargen,  und  er  entwickelte  daraus  mit 
der  ihm  eigenen  Eh'ganz  und  Durclisichtigkeit  ein  logisch  kon- 
sequentes Lehrgebäude  der  Elektrodynamik.  Er  hat  als  erster 
Maxwells  Theorie  der  Elektrizität  experimentell  geprüft  und 
gerade  hierin  sich  als  Meister  in  der  Kunst  des  Experimen- 
tierens durch  Überwindung  der  grOfiten  Schwierigkeiten  gezeigt 
Hierher  gehören  Tor  allem  seine  in  den  Jahren  1873  und  1874 
gemachten  bertthmten  Untersuchungen  ttber  die  dielektrischen 
Körper  mit  experimentellen  Bestimmungen  der  DielektrizitSts- 
konstanten  einiger  Gase  und  des  kristallinischen  Schwefels, 
wodurch  er  die  Maxwellsche  Theorie  stützte,  indem  er  sie  in 
Beziehung  zu  dem  optischen  Brechungsvermögen  ])rachte.  In 
seinem  im  Wintersemester  1890  an  unserer  Universität  ge- 
haltenen ,  Vorlesungen  über  Maxwells  Theorie  der  Elektrizität 
und  des  Lichts",  welche  1891  im  Druck  erschienen  sind,  treten 
jene  Vorzfige  in  glänzender  Weise  herror. 

Wir  besitzen  von  ihm  noch  eine  eingehende  Theorie  der 
elastischen  Nachwirkungen  nebst  bestätigenden  Versuchen,  Ab- 
handlungen ttber  das  Hall-PhSnomen ,  Uber  die  molekulare 
Theorie  der  Dissoziation,  über  das  Strahlungsvermögen,  wo- 
nach die  Gesamistralihmg  eines  Körpers  proportional  ist  der 
vierten  Potenz  seiner  absoluten  Temperatur. 

Er  war  ein  überzeugter  Anhänger  der  Annahme  von 
Atomen  und  der  kinetischen  Theorie  der  Materie.  Alle  seine 
Werke  ruhten  auf  dieser  Voraussetzung,  seine  Lehren  in  der 
kinetischen  Gastheorie  sowie  in  den  Prinzipien  der  Mechanik. 
Immer  wieder  verteidigte  er  seine  Anschauung  gegen  Mache 
Beschreibung  oder  Ph&nomenologie  und  gegen  Ostwalds  Ener- 
getik auf  das  energischste. 

Boltzmann  war  ein  ausgezeiclmeter.  höchst  aiiregender  aka- 
demischer Lehrer,  welcher  dem  nach  Erkenntnis  strebenden 
denkenden  Studierenden  auch  schwierige  Themata  verständlich 
zu  machen  wuüte.  Gerne  hielt  er  auch  Vorträge  und  Keden 
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Tor  einem  größeren  Kreise,  z.  B.  bei  NatnrfbrsebeiTersamni- 

lungen  und  Festsitzungen  der  Akademie,  die  sich  durch  Klar- 
heit, ungemeine  Lebendigkeit  und  Schönheit  der  Darstellung 
auszeichneten.  In  der  wissenschaftlichen  Debatte  war  er  ein 
ungemein  schlagfertiger  und  gefUrchteter  Gegner. 

Im  Jahre  1905  gab  er  seine  gesammelten  Reden  und  popu- 
lären Abbandiungen  von  allgemeiner  Bedeutung  heraus.  Nicht 
alle  sind  in  gewöhnlichem  Süine  populftr,  aber  der  naturwissen- 
schaftlich gebildete  Leser  wird  die  geistToUen  Darlegungen 
mit  dem  größten  Interesse  yerfolgeu.  Seine  Nekrologe  auf 
Kirchliotf,  Lohschmidt  und  Stefan  zeigen  eine  rührende  Pietät 
und  Dankbarkeit  für  die  Männer,  welche  ihm  als  Lehrer  die 
Wege  geebnet  haben.  Die  letzte  Abhandlung  darin,  eine  Be- 
schreibung seiner  Heise  nach  Amerika,  ist  yoll  von  Humor  und 
feinem  Witz,  die  man  dem  sonst  so  ernst  erscheinenden  Ge- 
lehrten nicht  zugetraut  hfttte. 

In  den  letsten  Jahren  hielt  er  an  der  üniTersitftt  vor 
einem  Zuhörerkreis  Ton  mehr  als  600  Studierenden  aus  allen 
Fakultäten  Vortrftge  Ober  philosophische  Themata ;  es  war  wohl 
die  wahre  Naturphilosophie,  reich  an  Gedanken,  geschöpft  aus 
den  tiefsten  Kenntnissen  der  Naturwissenschaft. 

Boltzmann  war  eine  eigenartige,  in  sich  gesclilossene  Per- 
sönlichkeit. Sein  ganzes  Denken  und  Sinsen  war  erfüllt  von 
seiner  wissenschaftlichen  Arbeit  und  seinen  Ideen,  so  daß  anderes 
keinen  Platz  mehr  fand.  Daher  kam  es,  daß  ihm  die  Gebräuche 
und  Gewohnheiten  des  gewöhnlichen  Lebens  unbekannt  blieben 
imd  er  ihnen  ab  Fremdling  gegenüberstand;  er  war  darin  von 
einer  Einfachheit  und  Kindlichkeit,  die  in  grellem  Gegensatz 
stand  zu  der  Höhe  seines  Geistes. 

Es  bildete  sich  bei  ihm,  hcrvorücerufen  durch  körj)erliche 
Leiden,  allmählich  eine  tiefe  Melancholie  aus,  die  auch  die  Ur- 
sache war,  daß  er  Hand  an  sich  legte. 

Boltzmann  wird  stets  als  einer  der  größten  Denker  in  der 
Naturwissenschaft  gepriesen  werden. 


Digitized  by  Google 


268 


öffBiitlicfae  Sitemg  Tom  16.  Min  1907. 


Wilhelm  Ton  Beiold. 

Am  17.  Februar  1907  ist  der  Direktor  des  K.  Preulaischen 
Meteorologischen  Instituts  und  Professor  der  Meteorologie  an 
der  Universität  zu  Berlin,  Wilhelm  von  Bezold,  im  Alter  von 
nicht  ganz  70  Jahren  gestorben.  Er  hat  bis  zum  Jahre  1885 
an  den  beiden  hiesigen  Hochschulen  in  ausgezeichneter  Weise 
gewirkt  und  war  seit  1875  ein  hochgeschätztes  und  tätiges  ein- 
heimisches ordentliches  Mitglied  anserer  Akademie.  Mit  ihm 
ist  einer  der  angesehensten  Physiker  und  Meteorologen,  der 
sowohl  ab  Forscher  wie  als  Organisator  sich  hohe  Verdienste 
erworben  hat,  aus  einem  großen  Wirkungskreise  geschieden. 

Bezold  wurde  am  '21.  Juni  1837  zu  München  als  der  Solni 
eines  hr.lu  irn  Ministerialbeamten  geboren.  Die  Familie  der  Be- 
zolde  stammt  aus  der  alten  ehemaligen  freien  Reichsstadt  Rothen- 
buig  ob  der  Tauber,  die  1800  mit  den  protestantischen  frän- 
kischen Landen  an  Bayern  g^ekommen  war.  Schon  frtthe  zeigten 
sich  an  ihm  ein  ungemein  lebendiger  Geist  und  ungewöhnliche 
Talente,  namentlich  trat  seine  Vorliebe  für  Mathematik  und 
Physik  hervor;  aber  auch  fttr  andere  Wissenszweige  hatte  er 
das  «r)öt3te  Interesse  und  wie  andere  Mitglieder  der  Familie  ein 
tiefes  V' erständnis  für  die  Kunst. 

Von  Anfang  an  entschied  er  sich  für  das  Studium  der 
Physik  als  Lebensaufgabe.  Zunächst  besuchte  er  die  Universität 
München,  an  der  seit  1854  Philipp  Jelly  als  Physiker  wirkte, 
wandte  sich  aber  bald  nach  Göttingen,  wo  der  bedeutendste 
Physiker  der  damaligen  Zeit,  Wilhelm  Weber,  sein  Lehrer  war. 
In  Göttingeu  erwarb  er  (1860)  den  Doktorgrad  mit  einer  Disser- 
tation ,Zur  Theorie  des  Gondensators*.  Nach  München  zurück» 
gekehrt,  wurde  er  Assistent  am  Physikalischen  Institut  und 
]ial)ilitierte  sieh  an   der  Universität  für  l*hysik  uiittT 

\'orla_Lr«'  <'iiier  Schrift  ,Cber  <lie  physikiilisclu'  IjiMlt'utung  der 
Potentialfunktion*.  Nachdem  er  als  Privatdozent  und  seit  1806 
als  außerordentli<  ]i<M-  Professor  an  der  Universität  gelehrt  hatte, 
erhielt  er  bei  Errichtung  der  Technischen  Hochschule  (1868) 
eine  ordentliche  Professur  fttr  Physik  und  zwar  flir  mathe- 
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matische  und  aiige wandte  Physik  an  derselben.  Auüeideni  wurde 
er  infolge  seiner  ausgezeichneten  meteorologischen  Studien 
(1878)  zum  Vorstand  der  neu  begründeten  K.  Bayerisclien  Me- 
teorologischen Zentralstation  ernannt  und  ihm  die  Organisation 
des  meteorologischen  Dienste«  ühertragen,  welche  er  mit  ebenso 
großem  Eifer  als  Erfolg  ins  Leben  rief.  Sowohl  die  für  die 
Beobachter  ausgearbeiteten  Instruktionen  als  auch  die  Publi- 
kationen der  Beobaehtungsresultate  wichen  in  vielen  Bexiehungen 
▼on  den  herkömmlichen  Formen  ab  und  können  als  muster«- 
gflltig  bezeichnet  werden.  Er  führte  auch  die  tägliche  Heraus- 
gabe von  Wetterkarten  und  Wetterberichten  mit  Wetterpro- 
gnosen ein  und  organisierte  einen  weit  ausgebildeten  Dienst 
für  die  Untersuchung  der  Gewitter. 

Das  hohe  wissenschaftliche  Ansehen,  das  er  sich  durch  die 
letzteren  Arbeiten  erworben,  vemnlaßte  die  preußische  Regierung 
ihn  (1885)  als  ersten  ordentlidien  Professor  der  Meteorologie 
in  Deutschland  an  die  üniTeisitit  su  Berlin  und  als  Direktor 
des  Meteorologischen  Instituts  daselbst  zu  berufen.  Es  ist  ihm 
ungemein  schwer  gefallen,  MOnchen  zu  Terlassen,  da  er  dadurch 
den  Entschluß  fassen  muläte,  der  Physik,  der  er  so  lange  treu 
gedient  und  in  der  er  durch  seine  elektrischen  Forschungen 
eben  an  einen  ihm  die  weitesten  Aussichten  eröffnenden  Punkt 
gelangt  war,  zu  entsagen  und  sich  einer  neuen  Lebensaufgabe 
zuzuwenden.  Er  sollte  den  damals  noch  sehr  daniederliegenden 
Wetterdienst  in  Preußen  reorganisieren ;  es  ist  ihm  auch  durch 
sein  organisatorisches  Talent  und  durch  unablftssige  Wirksam- 
keit als  Leiter  des  enormen,  viel  verzweigten  Verwaltungsappa- 
rates gelungen,  das  Institut  zu  einer  mustergfiltigen  Anstalt  aus- 
zubauen, die  im  In-  und  Auslande  das  gröfäte  Ansehen  genieiät. 

Bei  seiner  wissenschaftlichen  Tätigkeit  befaläte  sich  Bezold 
dementsprechend  in  der  ersten  Zeit  mit  rein  physikalischen  Pro- 
blemen, später  insbesondere  mit  solchen  der  Meteorologie. 

Von  seiner  physikalischen  Arbeit  bewegt  sich  der  größere 
Teil  auf  dem  Gebiete  der  Elektrizitätslehre.  An  den  vorher  er- 
wähnten ersten  größeren  Ansatz  ttber  die  physikalische  Be- 
deutung der  Potentialfunktion  schließen  sich  Untersuchungen 
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an:  über  das  Verhalten  der  starren  Isolatoren  gegen  Elektri- 
zität, üb<'r  die  elektrische  Entladung,  über  die  elektromotorische 
Kraft  des  galvanischen  Lichtbogens,  Uber  die  Theorie  des  Elektro- 
phors,  Uber  den  Zusammenhang  zwischen  Temperatur  eines 
glühenden  Drahtes  und  der  Zusammensetzung  des  von  ihm  aus- 
gehenden Lichtes  sowie  Uber  die  Brechung  von  Strom-  und 
Kraftlinien;  seine  Versuche  Uber  elektrische  Staubfiguren  gaben 
ihm  ein  elegantes  Mittel  zur  experimentellen  Prüfung  für  die 
Art  der  Entladung.  Die  hohe  Bedeutung  seiner  Untersuchungen 
Aber  elektrische  Entladungen  ist  anfi^ngs  nicht  genügend  be- 
achtet worden,  bis  später  Heinrich  Hertz  die  Aufmerksamkeit 
darauf  lenkte;  sie  kamen  den  bahnbrechenden  Entdeckungen 
des  letzteren  über  den  Zusammenhang  von  Licht  und  Elektri- 
zität, die  unter  anderem  für  die  Begründung  der  drahtlosen 
Telegraphie  den  Ausgang  bildeten,  sehr  nahe. 

Eine  zweite  Ueihe  von  Arbeiten  Bezolds  gehört  der  Optik 
und  der  Farbenlehre  an.  £s  sind  namentlich  auch  schwierige 
Fragen  der  physiologischen  Optik,  welche  er  mit  tiefem  Ver- 
ständnis und  feiner  Beobachtungsgabe  zu  lösen  bemflht  war; 
es  sind  hierher  zu  z&hlen  seine  Untersuchungen  über  binokulares 
Sehen  und  über  binokulare  Farbenmischung,  über  Zerstreuungs- 
l)ilder  aul  der  Netzhaut,  über  das  Gesetz  der  Farbenmischung 
und  die  physiologischen  Grundfarben,  seine  Vergleichung  von 
Pigmentfarben  mit  Öpektrulfarben  und  seine  Arbeit  zur  Lehre 
von  den  identischen  Netzhautpunkten.  Ganz  eigenartig  ist  sein 
1874  erschienenes  Werk:  ,Die  Farbenlehre  im  Hinblick  auf  Kunst 
und  Kunstgewerbe",  wozu  er  durch  den  Umgang  mit  Kttnstlem, 
besonders  mit  seinem  Schwager,  dem  feinfOhlenden  Maler  Anton 
Seitz,  Teranlafit  worden  war. 

Seit  der  Gründung  der  Bayerischen  Meteorologischen  Zentral- 
station und  seiner  Berufung  als  Direktor  des  Meteorologischen 
Instituts  nach  Berlin  wurde  Bezolds  Arbeitskraft  fast  ganz  von 
der  Meteorologie  in  Anspruch  genommen.  Schon  frühe  inter- 
essierten ihn  die  Erscheinungen  iu  der  Atmosphäre,  die  er  auf 
das  genaueste  beobachtete.  Er  bezeichnete  die  Meteorologie  als 
eine  Physik  der  Atmo^hfire;  seine  Arbeiten  hierin  haben  die 
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Meteorologie  in  bahnbrechender  \V^ei.se  gelürdert.  Durch  sta- 
tistische Zusammenstellungen  fand  er,  daß  gewisse  Gesetzmä^g- 
keiten  in  der  Häufigkeit  der  Gewitter  existieren  und  darin  eine 
säkulare  Periode  auftritt,  welche  zu  den  schon  bekannten  Peri- 
oden der  Sonnenflecken  und  der  Nordlichter  in  einfacher  Be- 
ziehung steht.  Hierher  gehört  seine  Abhandlung  Uber  die  K&lte- 
rückfalle  im  Mai,  die  ^strengen  Herren*,  sowie  die  über  die  Ver- 
teilung des  Lut'tdruckes  und  der  Temperatur  Ihm  (iewittern.  Die 
Vorgänge  während  iler  Dämmerung  und  den  Al)l;iut  der  Farben- 
erscheinungen  wäJirend  derselben  wurden  von  ihm  in  München 
imd  im  Gebirge  genau  verfolgt  und  beschrieben.  In  Berlin  be- 
achäi'tigte  er  sich  mit  einer  neuen  Klasse  von  Untersuchungen 
über  die  Thermodynamik  der  Atmosphäre,  in  denen  er  den  Zu- 
sammenhang zwischen  Meteorologie  und  Physik  herzustellen  ver- 
staad  und  die  Meteorologie  erst  eigentlich  zu  einer  der  exakten 
Naturwissenschaften  erhoben  hat.  Seine  Forschnngen  zur  Gauß- 
schen  Theorie  des  Erdmagnetismus  haben  diesem  Wissenszweige 
neue  Wege  gewiesen. 

Noch  im  vorigen  Jahre  erschienen  seine  gesammelten  Ab- 
handlungen aber  Meteorologie  und  Erdmagnetismus,  welche  dar- 
tun, wie  sehr  er  hierin  die  Wissenschaft  bereichert  hat. 

Bezold  war  auch  ein  ausgezeichneter  akademischer  Lehrer; 

namentlich  hat  er  in  ört'entlichen  Vorträgen  in  weiteren  Kreisen 
über  viele  allgenu  ine  Fragen  der  Meteorologie  ein  Verständnis 
für  letztere  zu  erwecken  gewulät. 

Die  physikalischen  und  meteorologischen  Arbeiten  Bezolds 
sichern  ihm  ein  ehreuTolles  Andenken  in  der  Geschichte  der 
Wissenschaft. 

Henri  Moissan. 

Am  21.  Februar  1907  ist  das  auswärtige  Mitglied  unserer 
Akademie,  der  berOhmte  Chemiker  Henri  Moissan,  Professor  der 
Chemie  an  der  Universität  zu  Paris  und  Membre  de  Tlnstitut, 

im  rüstigsten  Alter  von  55  Jahren  und  in  Toller  Schafienskraft 
auf  der  Höhe  seines  Ruhmes  der  tückischen  Blinddarmentzündung 


Digitized  by  Google 


272 


r)tfentiiche  8iUung  vom  Iti.  Märs  1907. 


erlei^tni.  luirlulom  i  r  i  ljuii  von  einer  Iveise  nacli  Stockholm,  wo 
er  den  Nobelpreis  in  der  scliwedischen  Akademie  in  Empfang 
genommen,  zurückgekehrt  war.  Seine  unermüdliche  Tätigkeit, 
durch  die  er  für  die  Wissenschaft  und  die  Technik  die  gröiiten 
Erfolge  errang,  bewegte  sich  fast  aussehlieülich  auf  dem  Ge* 
biete  der  anorganischen  Chemie,  welche  durch  die  mächtige 
Entwicklung  der  Chemie  der  Kohlenstoffrerbindungen  sehr  su- 
rfickgedräng^  worden  war. 

Moissan  wurde  am  28.  September  1852  zu  Paris  troboren. 
Er  l^e^ann  an  der  Pariser  Universität  seine  den  Naturwissen- 
schatten,  besonders  der  (Jhemie  und  Physik,  gewidmeten  Studien. 
Den  ersten  chemischen  Unterricht  empfing  er  um  Museum 
d^Histoire  naturelle  in  dem  Laboratorium  von  Fremy;  hierauf 
trat  er  in  das  Institut  von  Decaisne  und  Deh^rain  ein,  wo  er 
im  Alter  von  22  Jahren  seine  erste  wissenschaftliche  Arbeit 
Ober  die  Aufnahme  und  Abgabe  yon  Kohlensäure  und  Sauer- 
stoff durch  die  Pflanze  in  der  Abhängigkeit  Ton  der  Belichtung 
ausftihrte.  Nachdem  er  die  yerschiedenen  Grade  erlangt  hatte, 
wurde  er  (1879)  Repetitor  der  Physik  an  dem  Institut  agro- 
nomique,  dann  (188ii)  Professor  der  Toxikologie  an  der  Ecole 
sup^rieure  de  Pharmacie  und  zuletzt  (1900)  Professor  der  Chemie 
an  der  Facult^  des  Sciences  an  der  Sorbonne,  wo  er  das  aus- 
schließlich wissenschaftlicher  Forschung  gewidmete  Laboratoire 
de  Ohimie  gän^rale  leitete. 

Seine  ersten  Arbeiten  in  der  unorganischen  Chemie  waren 
die  Aber  Terschiedene  Chromverbindungen  und  über  neue  Amal- 
game der  Metalle  der  Eisen gruppe. 

Von  1884  an  beschaftiL^t*'  er  sich  mit  Untersuchungen 
Uber  Fluor  und  Fluorverbin düngen,  welche  er  20  Jahre  lang 
fortsetzte.  Im  Jahre  18Sf)  gelan»»'  ihm  dabei  eine  der  glänzend- 
sten Entdeckungen  in  der  rheniie  des  vorigen  Jahrhunderts, 
nämlich  die  Isolierung  und  Keindarstellung  des  Elementes  Fluor, 
ein  Problem,  dessen  LOsung  vorher  die  bedeutendsten  Chemiker, 
wie  Dayy  und  Fremy,  erfolglos  versucht  hatten.  Er  stellte  zu- 
nftchst  eine  große  Ansahl  merkwürdiger  Fluorrerbindungen  dar: 
die  Fluoride  des  Kohlenstoß,  Jods  und  SehweMs,  die  Ozjfluor* 
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Verbindungen  des  Schwefels  uud  äfcickstoü's,  das  wasserfreie 
Platinfluorid,  das  Phosphor-,  Mangan-  und  Arsentrifluorid,  das 
Pbosphorpenta-  und  Phosphorozyfluorid;  er  machte  ferner  Ver- 
suche Aber  die  Einwirkung  Ton  elektrischen  Funken  auf  das 
Phosphortrichlorid  und  studierte  die  Additionsprodukte  von  Brom 
auf  Phosphortrifluoride.  Von  besonderem  Interesse  ist  das  yon 
ihm  entdeckte  Schwefelhexafluorid,  welches  ein  höchst  bestän- 
diges Gas  bildet,  das  weder  von  Wasser  noch  von  Alkali  an- 
gegriffen wird,  sowie  das  in  der  letzten  Zeit  von  ihm  darge- 
stellte sehr  reaktionsfähige  Nitrofiuorid  aus  Stickoxyd  und  Fluor. 

Das  Wichtigste  war  aber  die  Reindiurstellung  des  Fluors. 
Es  ist  seinem  Scharfsinn  und  seiner  benrorragenden  Experi- 
mentierkunst  durch  dreijährige  unermüdlicbe  Arbeit  gelungen, 
die  enormen  Schwierigkeiten  zu  fiberwinden,  welche  sich  wegen 
der  außei  ge  wöhnlicben  Reaktionsftbigkeit  dieses  Elementes  seiner 
Isolierung  entgegenstellen.  Er  erhielt  es  durch  Elektrolyse,  die 
er  in  größerer  Ausdehnung  in  die  Wis,senschaft  einführte,  und 
zwar  der  wasserfreien,  durch  einen  Zusatz  von  Fluorkalium 
leitungsiahig  gemachten  Flußsäure,  an  der  Anode  in  Form  eines 
gelben  Qases,  welches  durch  flüssige  Luft  in  eine  gelbe  Flüssig- 
keit sich  verwandeln  lätät.  Das  Fluor  zeigt  von  allen  Elementen 
die  gr06te  Reaktionsfähigkeit,  d.  h.  es  hat  eine  sehr  große 
Fähigkeit,  sieh  mit  anderen  Stoffen  zu  yerbinden:  in  Wasser- 
stoff entzfindet  es  sich  Ton  selbst,  Wasser  zerlegt  es  augen- 
blicklich unter  Bildung  eines  indigoblauen  Dampfes,  der  aus 
Ozon  besteht;  Silizium  entzündet  sich  darin  von  selbst,  Kien- 
ruü^bei  150"  unter  Bildung  von  TetrafluorkohU  nstoff.  Die  Uein- 
darstellung  des  Elementes  Fluor  ist  die  beilcutendste  Tat  von 
Moissan,  die  ihm  auch  den  Nobelpreis  eingebracht  hat.  Alle 
seine  Erkenntnisse  über  das  Fluor  und  die  Fluorverbindungen 
sind  in  seinem  Werke:  »Le  Fluor  et  ses  Composäs*  zusammen- 
gefaßt 

Daran  schlössen  sich  seine  Untersuchungen  über  das  von 
ihm  zuerst  rein  gewonnene  Bor  und  seine  Verbindungen  an. 
Ein  weiteres  Verdienst  Moissans  ist  die  Erfindung  des 

ungeheuere  Hitzegrade  liefernden  elektrischen  Lichtbogenofens 
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und  sfine  systcniatisclie  Anwcndunf^  für  die  Wissenschatt.  Er 
erreichte  damit  bis  3500**.  Die  strengtlüs.sig8teu  Metalle  wurden 
dadurch  geschmolzen  und  verflüchtigt  und  neue  Verbindungen 
erzeugt.  Durch  Reduktion  der  Metalloxjde  von  Uran,  Wolfram, 
Vanadin,  Titan,  Kalzium  eic.  mit  Kohle  im  elektrischen  Ofen 
erhielt  er  die  Karbide  der  Metalle;  nur  wenige  Metalle  zeigten 
sich  unf&hig  zur  Karbidbildung.  In  ähnlicher  Weise  stellte 
er  auch  Verbindungen  des  Siliziums  und  Bors  mit  den  Metallen 
her,  die  Salizide  und  Horide;  dann  (Uircli  Keduktion  der 
Phosphate.  Arseniate  und  Autimoniate  mit  Kohle  die  Phosphide, 
Arsen ide  und  Antimonide. 

Die  Karbide  zeigen  die  wichtige  Eigenschaft,  durch  Wasser 
unter  Bildung  von  flüssigen  und  festen  Kohlenwasserstoffen,  wie 
Acetylen,  Methane  etc.  zersetzt  zu  werden.  Von  besonderer 
Bedeutung  ist  in  dieser  Hinsicht  das  Kalziumkarbid  durch 
seine  Verwendung  in  der  Technik  geworden,  da  es  mit  Wasser 
das  Azetylen  liefert;  Moissan  ist  dadurch  der  hauptsächlichste 
Begründer  der  großartigen  Azetylenindustrie  geworden. 

In  seinem  Werke:  ,Le  four  «'lectri(iue"  (1897)  linden  sich 
seine  Erfalirungen  mit  dem  elrktristhen  Ofen  beschrieben. 

Die  Entdeckung,  welche  Moissans  Namen  besonders  populär 
gemacht  hat,  i.st  die  künstliche  Herstellung  von  Diamanten, 
ein  Problem,  das  bekanntlich  schon  viele  Chemiker  beschäftigt 
hatte;  er  erhielt  dabei  jedoch  anfangs  nur  kleinste  Kristalle 
in  sehr  geringer  Menge.  Später  machte  er,  angeregt  durch 
die  winzige  Diamanten  führenden  eisenhaltigen  Meteoriten  von 
Canon-Diablo,  abermalige  Versuche  Ober  kflnstliche  Herstellung 
von  Diamanten.  Kr  kam  nämlich  durch  diesen  Fund  auf  die 
Idee,  dali  der  J)iamant  ein  aus  Eisen  unter  hohem  Druck 
kristallisierender  Koblenstoti"  wäre.  Er  lieü  daher  den  Kohlen- 
stoff unter  hohem  Druck  aus  einer  Lösung  von  flüssigem  Eisen 
sich  ausscheiden.  Um  diesen  Druck  zu  erzeugen,  liefi  er  ge- 
schmolzenes, kohlenstoffhaltiges  Eisen  in  Wasser  fließen,  und 
erhielt  dann  aus  dem  erkalteten  Eisen  Kriställchen,  welche  in 
ihren  physikalischen  und  chemischen  Eigenschalten  vollständig 
den  natürlichen  Diamanten  entsprachen. 
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In  den  letzten  Jahren  war  er  noch  mit  den  Nitriden^ 
Hydriten  und  den  MetallamnioniuinverlHndungen  beschäfti<^et ; 
er  isolierte  dal)ei  die  HydrUre  der  Alkali-  und  Erdalkalimetalle 
und  stellte  reines  metallisches  Kalzium  her.  Auch  fiihrfe  er 
den  Nachweis,  data  den  Metalihydriden  jeder  Metallcharakter 
fehlt  und  dala  sie  den  elektrischen  Strom  ebensowenig  leiten 
wie  der  flOssige  Wasserstoff,  wodurch  die  Metalloidnatur  des 
letzteren  bewiesen  wurde. 

Mit  einer  Anzahl  von  Mitarbeitern  gab  er  das  wertvolle 
groie  Lehrbuch  der  anorganischen  Chemie:  ,Trait^  de  Ghimie 
minerale*  in  4  Bänden  heraus. 

Durch  alle  diese  Entdeckungen  gehört  Moissan  zu  den 
hervorragendsten  Forschern  auf  dem  Gebiete  der  unoiganischen 
Chemie. 

Er  sprach  einmal  die  Idee  aus,  datä  die  Bildung  der 
natürlich  vorkommenden  Kohlenwasserstoffe  durch  Zersetzung 
Ton  im  Erdinnem  befindlichen  Karbiden  durch  Wasser  zu- 
stande gekommen  sei;  man  sagt,  es  wäre  dies  die  einzige  von 
ihm  g^ttfierte  Theorie  gewesen,  und  doch  hat  er  die  Wissen- 
schaft der  Chemie  mit  einer  großen  Anzahl  wichtigster  Er^ 
kenntuisse  bereichert  wie  wenige  seiner  Zeitgenossen. 


1M7.  StlnniSik.  4.  Mth.-yhfa.  KL 
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Sitzungsberichte 

der 

Küiiigl.  Bayer.  Akademie  der  Wisseaschaiten. 

Mathematisch-physikalische  Klasse. 

Sitzung  vom  2.  November  1907. 

1.  Herr  S.  GrsTiiKK  machte  eine  Mitteilunjj!;:  „Uber  einen 
portugiesischen  Portulauatlas  des  tintdeckungszeit- 
alters*. 

Das  kostbare  Dokument  alter  Kartographie  gehört  der  an 

literarischen  Schätzen  reichen  Bibliothek  des  Fürsten  öttingen- 

Waller stein  in  Maihingen  an.  Es  wird  beabsichtigt,  das- 
sellx',  welches  l)isher  noch  keine  literarische  Verwertung  ge- 
funden hat.  durch  eine  mit  Kommentar  versehene  Ausgabe  in 
den  a Abhandlungen'  weiteren  Kreisen  zugänglich  zu  machen. 

2.  Herr  W.  G.  Röntgen  legt  eine  Mitteilung  des  Herrn 
Dr.  A.  Jorrt  vor:    Eine  Bemerkung   zu   der  Arbeit  von 

E.  Ladenbubo:  ^Über  Anfangsgeschwindigkeit  und 
Menge  der  pliotoelektrischen  Elektronen*. 

EiS  wird  in  dieser  Notiz  nachgewiesen,  daß  die  Versuche 
des  Herrn  £.  Ladenbarg  in  einigen  wesentlichen  Punkten 
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die  Folgerungen  aus  der  Einsteinsehen  Theorie  der  Erzeugung 
und  Verwandlung  des  Lichtes  bestätigen. 

3.  Herr  W.  C.  Röntgen  legt  eine  Erklärung  des  Herrn 
A.  Sommerfeld  bezüglich  einer  in  den  Sitzungsberii-hten  Bd.  37 
1907  p.  177  veröffentlichten  Mitteilung  yon  Herrn  F.  Lindkmaiin: 
,Zur  Elektronentheorie*  vor. 
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Eine  Bemerkung  zu  der  Arbeit  von  B.  Ladenburg: 
^Über  An&BgsgeBChwiiidigkeit  nnd  Menge  der  photo- 
elektrischen Elektronen  etc."  0 

Von  km  JofliS» 

(Mit  Tafel  II.) 

Die  Ergelmisse  der  von  Herrn  E.  Laden  bürg  veröffent- 
lichten Arbeit  bestätigen  in  einigen  wesentlichen  Punkten  die 
Voranssagungen,  die  Herr  A.  Einstein*)  aus  der  atomistischen 
Hypothese  der  Strahluogsenergie  gezogen  hat.  Stellt  man 
nSmlieh  die  Beobachtungen  der  Tabellen  3  oder  2  im  Koordi- 
natensystem P,  V  dar,  80  kommt  man  zu  der  von  A.  Einstein 
geforderten  linearen  Beziehung  für  alle  drei  untersuchten  Metalle 
(vgl.  Tafel  II).  Nur  ist  nach  den  vorliegenden  Messungen  die 
Neigung  dieser  (jeraden  nicht  universell,  wie  es  die  Einstein- 
sche  Theorie  fordert,  sondern  variiert  etwas  mit  der  Substanz. 
Andererseits  wird  die  Unabhängrigkeit  der  Geschwindigkeit  der 
Elektronen  Ton  der  Lichtstärke  bestätigt.  Berechnet  man  aus 
diesen  Geschwindigkeiten  das  P 1  an  cksche  Wirkungsquantum  A, 
so  kommt  man  zu  Zahlen,  die  zwischen  2,2  •  10**^  nnd  3,5  •  10"'' 
liegen,  während  die  Strahlungstbeorie  6,5*10*''  ergibt.  Das 

»)  E.  Laden  bürg,  Phys.  Zeitschrift  8,  S.  590,  1907. 

')  A.  Einstein,  Über  einen  die  Erzeugung  und  Verwandlong  des 
Lichtes  betreffiBoden  henristischeii  Geiichtspniikt.  Ann.  d.  Phys.  17, 
8. 182,  im. 

Zur  Theorie  der  Liehtersengang  nnd  Lichtabsorption.  Ann.  d.  Phys. 
20,  S.  199,  1906. 

20* 
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Kontaktpotential  liegt  für  die  drei  Metalle  zwischen  +  M 
und  4- 1,6  Volt.  _ 
Herr  £.  Ladenburg  gelangt  zu  der  Bezeichnung  v=aVPn 
die  seine  Beobachtungen  fast  ebensogut  widergiebt,  mit  der 

Strahlungstheorie  aber  in  keiner  Beziehung  steht.  Es  wäre 
für  die  Kinsteinsche  Theorie  von  groüein  Interesse,  die  Be- 
obachtungen iiiif  ein  grüüeres  Gebiet  und  besonders  auf  lange 
Welien  auszudehnen. 

St.  Petersburg,  Physikalisches  Laboratorium  des  Poly- 
technikums, 23.  Oktober  1907. 
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Zur  DiskiiBsion  ttber  die  Elektronentheorie. 

Von  A«  Soamerfeld* 

Herr  Lindeman  n  hat  in  seiner  Entgegnung  yom  6.  August 

(diese  Sitzungsberichte  p.  177)  aufs  Neue  seiner  Meinung  nach 
wesentliche  Einwände  liegen  meine  Behandlung  der  Eh'ktronen- 
theorie  vorgebracht.  Wie  LuihLiichtiVt  diesellx^i  sind,  dürfte 
schon  dai'aus  hervorgehen,  dalt  sein  Häuptern  wand,  die  von 
mir  mit  rp  bezeichnete  Potentiall'unktion  genüge  nicht  den 
fundamentalen  partiellen  Differentialgleichungen,  lediglich  auf 
einem  Rechenfehler  (ygl.  Zeile  8,  p.  203)  beruht.  Auch  die 
Übrigen  Einwände  des  Herrn  Lindemann  habe  ich  in  einem 
Manuskript,  das  ich  Herrn  Lindemann  zur  Verfügung  ge- 
stellt hatte,  meiner  Meinung  nach  Tollstfindig  widerlegt.  Unter 
diesen  L  instünden  halte  ich  eine  Fortsetzung  der  Diskussion 
in  diesen  Sitzun^^slM  iiciiten  nicht  für  angemessen,  umsomehr, 
als  die  Schwierigkeiten,  die  sich  zur  Zeit  der  Elektron entlieorie 
entgegenstellen,  gar  nicht  auf  dem  (ieliiete  der  nuitliematischen 
Durchführung,  sondeni  auf  dem  der  physikalischen  Grundlagen 
(insbesondere  Michebon- Versuch)  liegen.  Selbstverständlich 
behalte  ich  mir  vor,  falls  es  erforderlich  erscheinen  sollte, 
meine  Erwiderung  auf  die  Einwände  des  Herrn  Lindenuinn 
an  anderem  Orte  zu  veröffentlichen. 
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Sitzung  der  math.-phy8.  Klasse  vom  7.  Dezember  19U7. 

1.  Herr  Karl  Andreas  Hofmann  hält  einen  Vortrag:  »Über 
die  Struktur  der  Cyanide."  Der  Vortrag  wird  an  anderer 
Stelle  veröffentlicht  werden. 

Die  im  Hinblick  auf  «las  Verhalten  der  Komponenten  auf- 
fallende Beständigkeit  der  Doppelcvanide  von  der  Art  des  gelben 
und  roten  Blutlaugensalzes  hat  zu  vielfachen  Erörterungen  über 
diese  wichtigen  Verbindungen  geführt,  deren  Aufbau  um  so 
merkwürdiger  erschien,  als  die  Valenzlehre  hier  versagte,  inso- 
feme  sich  kein  Grund  daftlr  finden  ließ,  daß  zwei  gesättigte 
Moleküle  wie  Schwermetallcyantlr  und  Cyankalium  mit  ganz 
besonders  starker  Kraft  sich  zu  einem  neuen  Hanzen  vereinitren. 
Zwar  hat  man  versuclit,  (lur<  h  Aunahnie  von  Trievangruppen 
den  Zusammenhang  zu  erklären,  al)er  die  Arbeiten  des  Ver- 
fassers zeigten,  dalä  parallel  zu  den  Hexacyaniden  FeCy^K^  und 
FeCy^K,  eine  Reihe  von  Pentaeyaniden  existiert,  die  vom- Nitro- 
prussidsalz  Fe  Oy»  NO  Me]  ausgehend,  die  heterogensten  Gruppen 
neben  dem  Cyan  fest  gebunden  enthalten:  in  den  Pentaeyaniden 
PeCygNO^Na,;  PeCj.NH^NX;  PeCy.H.OXa,;  FeCy.SO,^«^; 
PeCjjAsO^Na^  können  zwei  Ticyangruppen  nicht  vorhanden 
sein,  also  imilj  der  Zusammenhalt  des  ganzen  Moleküls  eine 
andere  Ursaclie  haben. 

Nach  Werner  kommt  dem  zentralen  Kisenatom  die  Fähig- 
keit zu,  die  Säuregruj)pen  und  die  übrigen  Bestandteile  des 
Komplexes  in  bestimmter  Weise,  nämlich  in  oktaedrischer  An- 
ordnung zu  gruppieren,  aber  jede  chemische  Kraft  kann  nur 
gegenseitig  binden  und  die  Tatsache,  daß  bei  den  Cyaniden 
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solche  bestfindige  Ckbilde  ungleich  h&ufiger  ab  sonst  auftreten, 
ffthrt  SU  dem  Schluß,  daß  die  Eigenart  des  Gyans  die  gegen- 
seitige Bindung  mit  bedingt. 

Für  (las  Cyan  sind  min  im  Cyanwasserstoff  und  seinen 
Salzen  zwei  Gruppierungen  möglich,  nämlich  als  Nitril  HG^N, 
oder  als  Carbylamin  0  «=  NU. 

Der  direkte  Vergleich  der  Nitrile  mit  den  Carbylaminen 
hinsichtlich  ihrer  Bindongsföhigkeit  an  Metallsalze  mußte  hier 

entscheiden. 

In  Gemeinschaft  mit  Herrn  Günther  Bugge  wurden  dar- 
gestellt und  untersucht  die  Verbindungen  von  Phenyl-  und 
Äthylkarbylamin  mit  Platinchlorür,  IndiumchlorUr,  Palladium- 
chlorür,  Eisenchlorid,  Kobaltchlorttr: 

Pt  C1,  (C„H,XC),;  Pt  Cl,.(aH,N('),;  Ir  C1,.(C«H,NC)  ; 
Pd  Gl,.  (CeH,NC)i;  Fe  Gl,.  (C^H^NG),;  FeGlj.CG.fl^NG^; 
OFe,Cl,.(C,H,NC),;  OFe^Cl.-CC^H.NC)^;  CoClj-CC^HsNC),, 

sowie  die  Verbindungen  mit  Benzonitnl  und  Acetonitrü: 

PfcCl,.(CeH4CN),  und  PtCl,-(CH,CN),. 

Von  diesem  letzteren  leitet  sich  infolge  eines  hydrolytischen 
Vorganges  das  iodigoblauo  Platodiacetamid 

Pt(NHGOGH^,+  H,0 

ab.  Kobalt-  und  Eisensalze  vereinigen  sich  nicht  mit  den 
beiden  Nitrilen. 

UnTcrkennbar  entsprechen  nach  Bildungsenergie  und  Ver^ 
halten  nur  die  Garbylaniine,  nicht  die  Nitrile,  den  Gyangmppen 
der  Doppelcyanide. 

Da  somit  zweiwertioror.  also  ungesättigter  Kohlenstoff  in 
dfu  t'yaiiidpn  vorliegt,  kommt  neben  dem  zentralen  Metallatum 
diesem  die  liiiidende  Kraft  zu.  Damit  stimmt  überein,  daü 
auch  andere  ungesättigte  KohlenstoÖ)^nippen,  wie  z.  B.  das 
Aethylen,  Metallsalze  wie  besonders  Quecksilberchlorid,  aber 
auch  Eisen-  und  Platinchlorür  aufnehmen.    Uieher  gehören 
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noch  die  kttrelich  in  Gemeinschaft  mit  Herrn  t.  Narbutt  dar- 
gestellten Anlagerungen  von  Dicyklopentaditn  an  Platinsalz  a.  B. 

C,.H„OCH,PtCl  und  C,oH„OC,H5Pta. 

Die  von  den  Cyani^ruppen  infoltre  der  ungesättigten  Stufe 
ihrer  Kohleiistottatoiiie  ausgehende  Hindungsl'ähigkeit  kann  zu 
merkwürdigen  Störungen  im  analytischen  Verhalten  füliren, 
wie  am  Quecksilbercyanid  nachgewiesen  wird.  Ostwald  sagt 
von  diesem  Salz:  ,es  kann  als  Typus  einer  durch  Fehhn  der 
elektrolytischen  Dissoziation  reaktionsunfahig  gemachten  Ver- 
bindung angesehen  werden/ 

In  der  Tat  fiillt  Silhernitrat  aus  Quecksilbercyanidlösung 
kein  (  yansilher  aus  und  verdünnt*-  l\ali!:iuge  läl'tt  kein  Qu»'ck- 
silberoxyd  austreit'u.  Ks  wurde  a))er  gelun(U^n.  daLi  in  l>eiden 
Füllen  sogleich  Reaktion  erfolgt;  denn  es  bilden  sich  stabile 
Additionen  von  Silbemitrat  resp.  Kalilauge  an  das  Quecksilber- 
cyanid. Um  die  normalen  Umsetzungen  zu  erreichen,  muß 
man  konzentrierte  Lauge  auf  das  trockene  Cyanid  wirken  lassen, 
wodurch  Quecksilherozyd  und  Kalinmcyanid  entstehen,  oder 
um  die  Cyangruppen  sich  betätigen  zu  lassen,  muß  man  statt 
Silbemitrat  das  Silberacetat  oder  das  Silbemitrit  zur  Lösung 
von  Quecksilhercvanid  hinzuirelten :  sofort  fällt  weites  Cyan- 
silber  nieder.  Daraus  folgt,  daü  (2iie(d<:Nin)ercyanid .  trot/dmi 
es  in  wässeriger  Lösung  elektrolytisch  nicht  dissoziiert  ist.  also 
keine  Ionen  bildet,  dennoch  normale  Quecksilber-  und  Cyan- 
reaktion  zeigt.  Der  Mangel  oder  das  V(n]iandensein  Ton 
elektrolytisch  wirksamen  Bmchstttcken  der  MolekfÜe:  ,Ton 
Ionen",  ist  für  das  chemisch-analytische  Verhalten  nicht  ent- 
scheidend, sondern  es  können  außer  den  Ionen  auch  nicht 
dissoziierte  Moleküle  in  Lösung  sofortige  Umsetzung  erfohren. 

2.  Herr  Feuuinand  LiNDii;MANN  macht  zwei  Mitteilungen: 

a)  «Über  das  sogenannte  letzte  Theorem  von 
Permat"; 

b)  »Zur  Elektrouenthoorie.* 
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8.  Herr  H.  t.  Sbblioie  legt  eine  Arbeit  des  Herrn  Kon- 
servators Dr.  J.  B.  MBasnacmoTT  vor:  , Magnetische  Orts- 
bestimmungen in  Bayern.*    (III.  Mitteilung.) 

Die  Störungen  des  Erdmagnetismus  am  Observatorium  in 
München  haben  sich  durch  die  Eröffnung  der  neuen  Trambahn- 
linie am  linken  Ufer  der  Isar  sehr  yermehrt,  wodurch  die  G(e- 
nauigkeit  der  Beobachtungen  wieder  Terringert  wird. 

Die  Feldbeobachtungen  wurden  für  das  Hauptnetz  in  der 
Rheinpfalz  yollendet.  Ein  Vergleich  mit  den  älteren  Messungen 
von  Laniont  und  Neumaycr  erifab  »'ine  gute  Ühoroinstim- 
mung.  Eine  weitere  Anzahl  Stationen  im  rechtsrheinischen 
Bayern  dient  zur  Verdichtung  des  Netzes  der  magnetischen 
Landesaufnahme,  sowie  zur  Vorbereitung  für  die  Detailaufnahme 
der  wichtigeren  Störungsgebiete. 

4.  Herr  R.  Hebtwio  Überreicht  eine  für  die  Denkschriften 
bestimmte  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  Wassilufp  Uber:  «Japa- 
nische Aktinien.* 

Die  Arbeit  behandelt  die  Aktinien,  welche  Herr  Professor 
Doflein  auf  seiner  ostasiatischen  Reise  in  der  Sagami-Bucht 
gefischt  hat.  Bei  der  Untersuchung  hat  sich  herausgestellt, 
daß  fast  die  Hälfte  der  gefundenen  Arten  fUr  die  Wissenschaft 
neu  ist,  was  sich  daraus  erklärt,  dafi  die  Saganii-Bucht  sich 
durch  einen  ganz  außergewöhnlichen  Tierreichtum  auszeichnet 
und  daß  die  Aktinienfauna  des  stillen  Ozeans  bisher  wenig 
Berücksichtigung  gefunden  bat. 

5.  Herr  Alfkkd  Pkinusheim  legt  zwei  Arbeiten  des  Herrn 
Dr.  Oskär  Pekbon  vor: 

a)  .Über  die  Konvergenz  der  Jacobi- Ketten- 
algorithmen mit  komplexen  Elementen*; 

b)  «Ober  die  Kettenbruchentwicklung  des  Quo- 
tienten zweier  Besseischer  Funktionen.* 

In  der  ersten:  ,Cl>er  die  Konvergenz  der  Jakobi-Krtten- 
algohthmen  mit  komplexen  Elementen*  gibt  der  Verfasser,  der 
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in  seiner  Habilitationsschrift  bereits  die  KonTergenz  solcher 
Algorithmen  für  den  Fall  positirer  Elemente,  sowie  periodischer 
Algorithmen  mit  komplexen  Elementen  behandelt  hat,  ein  all- 
gemeines Kriterium  für  die  Konvergenz  beliebiger  Algforithmen 

mit  komplexen  Elementen,  im  wesentlichen  eint-  Ausdehnung 
des  Prin^sheimsclien  Fundamental-Kriteriunis  lür  gewöhnliclie 
Kettenbrüche.  Durch  Spezialisierung  leitet  dann  der  Verfasser 
nicht  nur  umgekehrt  jenes  Kettenbruch-Kriterium,  sondern  auch 
noch  einige  andere  aus  dem  sein  igen  ab.  Weiter  zeigt  er,  wie  sich 
auch  der  bekannteLegendreschelrrationalitäts-Satz  auf  Jacobische 
Algorithmen  Ubertragen  und  wie  diese  VeraUgemeinerung  sich 
Terwerten  l&fit,  um  die  Nichtexistenz  linearer  Relationen  zwi- 
schen gewissen  Transcendentien  zu  beweisen.  Daran  knflpfen 
sich  weitere  Auaiugien  mit  verschiedeneu  Ketteuhruch-Eut- 
wickelungen. 

In  der  zweiten  Abhandlung:  „Über  die  Kettenbruchent- 
wicklung  des  Quotienten  zweier  Besseischen  Funktionen*  gibt 
der  Verfasser  einen  neuen  Beweis  fttr  die  Konvergenz  dieser 
Entwicklung,  deren  Ursprung  bis  auf  Euler  (1737)  zurückgeht, 
während  nach  mancherlei  nii%lackten,  vom  Verfasser  ausge- 
führten kritischen  Versuchen  überhaupt  erst  im  Jahre  1895 
von  Herrn  Graf  ein  brauchbarer  Beweis  geliefert  wurde. 

6.  Protokoll  über  die  am  26.  Oktober  1907  dahier  stattge- 
fundene Sitzung  der  luftelektrischen  Kommission  der  deutschen 
kartellieHien  Akademien. 
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Über  das  Bogenannte  letzte  Fennatsebe  Tbeoraa. 

Von  F.  LittdflBUm. 

{Kingtlattf«n  7.  thtmttr  1907.) 

In  einer  früheren  Mitteilung*)  hatte  ich  die  von  Al)el 
ohne  Beweis  mitgeteilten  Forniehi  al)geleitet.  welclie  drei  der 
(tleichung  ./"  =  y"  z**  genügende  ganze  Zahlen  x,  f/.  z  durch 
die  n^®"  Potenzen  dreier  anderer  Zahlen  darstellen.  Die  weiteren 
daran  geknüpllen  Folgerungen  waren  aber  nicht  korrekt.  Trotz- 
dem hielt  ich  an  der  Überzeugung  fest,  dai  die  damals  be- 
nutzten Hil&mittel  geeignet  sein  mflfiten,  der  Lösung  des 
Problems  naher  zu  kommen,  und  glaube  dies  Ziel  nunmehr 
erreicht  zu  haben. 

Zur  Erleichterung  der  Übersicht  wiederhole  ich  im  folgen- 
den meine  frühere  Ahleitung  der  Aheischen  Furmeln  (deren 
Aufstellung  durch  Ahel  mir  damals  erst  nachträglich  bekannt 
wurde)  unter  HinzufUgung  einiger  illrgänzungen. 

Bekanntlich  hat  Fermat,  ohne  einen  Beweis  anzugeben, 
den  Satz  angestellt,  daß  die  Gleichung  o;**  -|-  «**  nicht 
durch  drei  ganze  Zahlen  y,  8  befriedigt  werden  kOnne,  so- 
bald die  ganze  Zahl  »  grSfier  als  2  ist.  Diese  Angabe  wird 
uns  in  der  Ton  Bachet  Tenmstatteten  Diophant- Ausgabe') 

Diese  Sitzungsberichte,  Jahrgang  1901. 
*)  Diophanti  Alexaadri  arithmetieomni  libri  lez,  et  de  numeris 
multangulit  Uber  unoi.  Com  ocnnineatariis  C.  G.  Baoheti  V.  C.  et 
obwrvationibiM  D.  P.  de  Fermat  Senatoris  Tolosani.  Acoearit  Dockriime 
Analjrticae  inventom  novum,  coUeetum  et  Tariijs  eiosdem  D.  de  Fermat 
eiMttoUs.  ToloMe,  HDCLXX. 
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überliefert,  in  welcher  gelegentliche  Handbemerkungea  mos 
Ferroats  Handexemplare  abgedruckt  wurden.  Die  Qoaestio 
Vm  im  zweiten  Buche  Ton  Diophants  Arithmetik  handelt 
nämlich  von  der  Aufgabe,  ein  gegebenes  Quadrat  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zu  zerlegen ;  und  am  Schlüsse  dieser  Qoaestio 
findet  sich  folgender  Passus;*) 

.Obserratio  Domini  Petri  De  Fermat. 

„Cubnm  autein  in  duos  (iibos,  aut  quadratoquadratum 
,in  duos  quadratoquadratos  et  generaliter  nullam  in  intini- 
,tum  ultra  quadratum  potestatem  in  duos  eiusdem  nominis 
,fas  est  dividere  cuius  rei  deroonstrationem  mirabilem  sane 
«detezi.    Hanc  marginis  eziguitas  non  caperet* 

Für  den  Fall  n  =  3  betont  Fermat  seinen  Satz  auch  in 
einem  Briefe  an  Digby  vom  7.  April  1658.*)  in  einem  anderen 
Briefe  Tom  15.  August  1657  stellt  er  die  Aufgabe  eine  Zahl 
X*  in  der  Form     H~  darzustellen.*) 

Far  eine  gewisse  Klasse  Ton  Zahlen  n  (zu  welcher  z.  B. 

alle  Zahlen  unter  100  gehören)  hat  bekanntlich  Kummer  bei 
Gelegenheit  anderer  Untersucburiixcn  den  Ferni atsrlion  Satz 
verifiziert.*)  Einzelne  einfache  Fälle  sind  schon  vielfach  be- 
haudelt  worden. 


I)  Vgl.  auch  Oeuvres  de  Fermat,  publies  par  Paul  Tannery  et 
Charles  Henry.  1891.  t.  I,  p.  291. 

*)  Wallis,  Op-ra  Mathematk-a.  t.  II,  p.  844.  Oxfcrd  1693. 
Beide  lirit»fe  ü li;;t'(lnn'kt  in  den  Oeuvres  de  Fermat,  t.  II, 
p.  843  tf.  und  p.  376;  vgl.  ferner  Henry.  Hecherch«':^  sur  led  nianusoript« 
de  Pierre  de  Fernnit,  Bulletino  di  l>il>liographia  e  di  storia  delle  scienze 
matematiehe  e  fisiche  puld.  da  B.  Boncompagni,  IM.  XII,  1879,  wo  ina- 
besondere auch  die  Frage  erOrteri  wird,  ob  Fermat  im  Bentie  ron 
Beweisen  ftr  seine  SAtse  war;  vgl.  dazu  Mansion,  NoaveUe  correspon- 
danee  de  math^matiques,  t.  V. 

Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  April  1847  oad  Grelles 
Journal,  Bd.  46,  p.  98,  1847.  ftrner  Abhandlungen  der  K.  Akademie  der 
Witten  ««  haften  m  Berlin,  18.57:  vgl.  die  Darstcllunj»  bei  H.  .1.  Stephen 
Smith:  Report  on  the  theoiy  of  numbers,  Part  II.  Report«  ot'  the  Brit. 
Association  for  the  advancement  o!  science  for  1860,  London  1861,  sowie 
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§  1.  Zerlegung  der  Zahlen  x,  y,z  in  Faktoren. 

Mit  y,  8  seien  drei  ganze  positive  Zahlen  bezeichnet, 
welche  der  Gröfae  nach  geordnet  sind,  so  daß: 

(1)  x>y>B. 

Bis  bedeute  n  eine  ungerade  Primzahl;  es  ist  also: 

(2)  n  >  2. 

Wir  nehmen  an,  es  bestehe  eine  Gleichung  der  Form: 

(3)  «  y-  4-  jB" 

and  wollen  zeigen,  dafi  diese  Annahme  zu  Widersprochen 
führt.  Da  gemeinsame  Faktoren  aus  dieser  Gleichung  heraus- 
fallen, so  kennen  die  Zahlen  y,  z  jedenfalls  als  relativ 
prim  zueinander  Torausgesetzt  werden. 

Die  Diöerenz  ic* — y**  ist  sofort  in  die  Faktoren: 

(4)  X  —  y  und  a!*~'+fl^-*y  -h  '  +y"'"* 

zerlegbar;  es  muß  deshalb  auch  die  Zahl  m  in  entsprechender 
Weise  in  Faktoren  zerfallen.  Ist  die  Zahl  R  ein  Faktor  von  jt, 
so  mflssen  die  beiden  Ausdrücke  (4)  zusammen  den  Faktor  12" 
enthalten;  ist  22  eine  Primzahl  und  kommt  die  Potenz  22** 

in  X  —  y  vor,  so  muß  die  Potenz  R*  in  dem  anderen  Ausdrucke 
(4)  enthalten  sein.  Ist  R  Potenz  einer  IVimzalil,  etwa  7^  =  3/*", 
so  kann  die  l'otenz  3/^"  *  in  /•  —  y  vorkommen,  und  dann 

muli  die  Potenz  M"^~^  in  dem  anderen  Faktor  enthalten  sein. 
Eine  solche  Zerleg^g  wird  auf  mannigfache  Weise  möglich 


bei  Hilbert:  Die  Tbeoiie  der  algebmisdbeii  ZahlkOrper,  Jahresbericbt 
der  DeatBchen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  4,  1894/96,  p.  617  ff.,  wo 
auch  die  filtere  Literatur*  angegeben  ist;  hinsnsuftgen  sind  die  Arbeiten 
▼on  Genocehi  in  Band  3  und  6  der  Annali  di  matematica  und  Grelles 

Journal,  Bd.  99,  femer  Pepin,  Gomptes  xendus,  t.  82.  Einen  eingehenden 
Bericht  über  Fermats  Xuchlaß  gibt  Henry:  Bulletino  di  bil.liogr.ifia. 
a.  a.  0.;  einzelne  Notizen  findet  man  auch  bei  Rouse  Ball:  Mathematical 
recreations  and  problems.  2"<>  edit.  London  1892. 
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sein;  jedenfalls  kann  man  die  folgende  Darstellung  der  drei  in 
Betracht  kommenden  Faktoren  erreichen. 

Eiiiü  solche  Zaiü  Ii  werde  mit  r,  bezeichnet;  daou  ist 

(5)  0  =  r'r^'r^...r^, 

(6)  a;  —  y  =  r» .  r»- ' .  rj . . .  rj_,  •        « r"  • 
wobei  also: 

gesetzt  ist,  ferner: 

(7)  aj— » +  . . .  -h  jT-'  =  »"i  •  i  •  i  •  •  •  Cll ' 

Jede  dieser  Zahlen  kann  wieder  in  Tersohiedene  Faktoren 
zerfallen;  fttr  das  Folgende  kommen  hauptsachlieh  die  Zahlen 
ß,  r  und  r«  in  Betracht  Ist  die  hier  angegebene  Zer- 
legung auf  mehrfache  Weise  möglich,  so  gelten  f8r 

jede  einzelne  Zerlegung  dieser  Art  die  folgenden  Be- 
trachtungen. 

In  gleicher  Weise  kann  die  Differenz  x  —  #  in  Faktoren 
zerlegt  werden;  es  ist: 

(6*)     a;  — #  —  3" .  ;<  =    .    - 1 .  jj-«  •  •  •  «1  -g  •  ä,-if 
femer: 

(7*)  af-»  +     +  •  gj. •  fll' 

(5*)  y«ä-3,...ä-. 

Eine  analoge  Zerlegung  kann  auch  ftbr  die  Summe  y  +  ' 
zur  Anwendung  kommen,  so  daß: 

(6«»)     y  +  iT-i»-.»  -i/«.i»f jpl^,.lJW-i, 

(7b) 
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§  2.  Ableitung  einer  Hilfsformel. 

Offenbar  IBM  sich,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet, 
die  Zahl      so  bestimmen,  daß  die  Differenz: 

durch  das  Produkt  xy  teilbar  wird;  und  zwar  ergibt  sich: 

=  1. 

Femer  kann      so  gew&hlt  werden,  dafi  der  Ausdruck: 

-  y"  —      (x  —  y)"  —  2^\j:y{,c  //)"-• 

durch  x^jf'*  teilbar  wird.  Man  muß  zu  dem  Zwecke  den  Faktor 
von  d^~'y  gleich  Null  setzen  und  findet  N^n  —  N^ssO^ 

Der  Faktor  von  xff*^^  f&llt  dann  von  selbst  heraus.  Um 
ebenso  das  Aggregat: 

a-.  —  y«  —  JVj(a;  _  y)"  _     a;  y  (a;  —  y)-  -  2  —  jv,  a:*  y *  (a;  —  y)"  "  * 

durch  o^y*  teilbar  zu  machen,  muß  man  den  Faktor  tou 
sf^--  y^  (welcher  bis  auf  das  Vorzeichen  gleich  dem  Faktor  von 
x^^~^  ist)  zum  Verschwinden  bringen,  d.  h.  es  mufi: 

-^,Q  +  A,(n-2)-JV.  =  0, 

also: 

_  n(ii-8) 
2 

sein.  In  gleicher  Weise  wird: 

durch  ^y*  teilbar,  wenn: 

W,       -■».("  2  ')  ^         -  4)  -     =  0 
ist,  oder: 

_n(n  — 4)(w  — 5) 
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Ebenso  kann  man  weiter  schliefien  und  findet,  daß  das 
Aggregat: 

durch         teilbar  ist,  wenn  iV,  durch  die  Gleichung: 

*.C-.)-<;a)+''-(::;)-- 

(8*)  /         ^       /         X  / 

bestimmt  wird,  welche  aussagt,  daß  in  dem  Aggregate  (8)  der 
Faktor  von  flj»-«+^y«  -  '  (oder  Tersehwindet;  und 

durch  v'm  lu  kursionsvertahreii  erhält  man  leicht  (wie  wir  sogleich 
auch  direkt  bestätigen  werden): 

N  =         -  s)  (n~5  —  1)  .  .  .  (w  -  28  +  4)  (n  —  2g  -h  3) 

1-2. 3. ..(5-1) 

n     (n-  s\ 

Aus  der  Rekursionsformel  (8»)  folgt  sofort:  Sind  N^,  -AT,, 
...  ganze  Zahlen,  so  ist  auch  ^V,  eine  ganze  Zahl. 

Sei  nun  n     2v-^  l  und  setzen  wir  5     v,  so  wird: 

^^"^  1.2.3  ' 

und  wir  haben  id<  nti.>cii : 

—  V**  («  —  y)' =  (a;  —  y), 

wo  N  noch  zu  bestininien  ist;  die  linke  Seite  nänilicli  ist  teil- 
bar durch  /  '  //'  und  ist  <>:leich  Null  für  x  =  y.  Der  Wert  von 
N  wird  schlieülicli  durch  Fortsetzung  derselben  Schlußweise 
gefunden,  die  wir  bisher  anwandten,  nfimlich  indem  wir  ver- 
langen, daß  aus  dem  Ausdrucke: 

a-»  —  y"  —  iV,  (jp  —  y)"  — .  ..—NyX'-^y-^ipc—yf  —  Nary'^X'-y) 
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der  Term  o^+'y^  (und  folglich  auch  0^^"+^)  herausfalle;  es 
wird  daher: 

(11)  N=N^+x  =  2y-f  1  =  n. 

Zwischen  beliebigen  Zahlen  x  und  y  besteht  hier- 
nach die  folgende  Identität: 

Ist  n  eine  Primzahl,  so  sind  nach  obigem  und 
durch  n  teilbar;  aus  der  Bekur8ion8form6l(8')  folgt  also  dann: 

Die  in  der  Identität  (11)  auftretenden  und  durch 
(9)  gegebenen  Zalilen  sind  sämtlich  ganze  Zahlen 
und  (wenn  s>  1)  durch  die  Primzahl  n  teilbar. 

Die  Bestimmung  der  Zahlen&ktoren  hitte  flbn^ns 
auch  in  der  folgenden  einfachen  Weise  geschehen  können,  in- 
dem man  x  und  y  durch  spezielle  Werte  ersetzt  und  so  die 
Aulgabe  auf  ein  bekanntes  Resultat  zurUckfÜhrt.   Nehmen  wir 

80  wird: 

—  1,  X  —  ya2*coe9>,  «"  —     «  2  •  cosin  119?; 
und  aus  (12)  folgt  (fUr  n  ungerade): 

oosin  nqf  =  2"->  cosin»  9?  +  S  Ä2»-««+H—  l)^-'(co8in9t>>»-«»^« 

+  »(—  ^'cosin^?; 

und  diese  Formel  isfc  in  der  Tai  mit  der  bekannten  Entwicklung 
Ton  cosin  nq>  nach  Potenxen  Ton  cosin  q)  identisch,^)  wenn  man 
unter      die  obigen  Zahlenwerte  venteht 


>)  Vgl.  z.  B.  Serret,  Trait^  d'algöbre,  vol.  1»  Nr.  109. 


IMI.  SUnnsib.  4.  mtk-pl9^  KL 
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§  3.  Die  Abelschen  Formeln. 

Setzen  wir  nun  in  (12)  für  m  und  »  —  y  die  Werte  (5)  und 
(6)  ein,  eo  ergibt  sich  die  Relation: 

1=»' 

oder,  wenn  beiderseits  mit  qr^  dividiert  wird: 
(13)  nx''        r^r\i\,  .  .v^-^^^iX'-^  '^-^  r^^^ 

wobei  die  Zahlen       sämtlich  ganze  Zahlen  sind. 

Die  relativen  Primzahlen  x  und  y  können  wegen  (6)  mit 
den  Zahlen  r,,  r,, . .  .r«.i  keinen  Faktor  gemein  haben.  Jedes 
Olied  der  rechten  Seite  von  (13)  ist  durch  jede  dieser  Zahlen 

teilbar,  da  mit  q  die  Zahl    "  *  rj     . . .  r„  _  i  bezeichnet  wurde. 

Soll  daher  auch  die  linke  Seite  durch  r,,  Kj.  .  .  .  r„  _  i  teill>ar 
sein,  so  muis  die  Zahl  n  diese  Faktoren  enthalten.  Nun  sollte 
aber  n  eine  Primzahl  bedeuten;  also  bleiben  nur  folgende  Mög* 
lichkeiten: 

Entweder  es  ist: 
(U)  »,  r,  =  Tg  = . . .     r«-i  —  1, 

und  dann  folgt  aus  (5)  und  (6): 

(15)  «  s  H  •  r  •  r»,     X  —  y  =  r"  •  n"- ' . 
Oder  es  ist: 

(16)  r,  =  r,  =  Tg  «■  .  • .  —  r,-.i  =»  1, 
und  dann  folgt: 

(17)  j?«r.r»,     a;— y  =  r*. 

Eine  andere  Möglichkeit  bleibt  niehi  offen,  denn  Ton  den 

Zahlen  r,, . . .  r„ _  i  kann  keine  gleich  n  sein;  es  wäre  näm- 
lich dann  die  reclite  Seite  von  (13)  mindestens  durch  w*  teil- 
bar, folglich  auch  die  linke  Seite;  d.  h.  es  mütite  x  oder  y 
durch  n  teilbar  sein;  dann  aber  wären  nach  (6)  beide  Zahlen 
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durch  n  teilbar,  während  sie  doch  als  relative  Primzahlen 
vorausgesetzt  sind.  Die  Zahl  r»  bleibt  zunächst  beliebig. 

Da  die  Gleichung  (12),  wenn  Ng  durch  (9)  bestimmt  wird, 
eine  Identität  ist,  kOnnen  wir  in  ihr  y  durch  #  ersetzen  und 
erhalten  so  in  Racksicht  auf  (6")  und  (7")  an  Stelle  von  (13) 
die  Beziehung: 

(13«)  narrm^  2,  •  25  •  •  •    -  S  Ai«*- V-«(r*-"""+'**"~*'+', 

fei 

auf  welche  wir  die  gleichen  Oberlegungen  anwenden  können, 
Es  ist  also  entweder: 

(15')  y  =  «  — «««g^-n"-*, 

oder: 

(17*)  y  =  x  —  g=^q\ 

Endlich  können  wir  in  der  Identität  (12)  auch  x  durch  y 
und  y  durch  ^ versetzen;  dann  ergibt  sich  mit  Kflcksicht  auf 

(6«»)  und  (?»»): 

(-  \ynfrä^^p,pl...pl 

und  die  nochmalige  Wiederholung  der  gleichen  Schlufiweise 
führt  SU  dem  Resultate,  daß  entweder: 

oder: 

(17»»)  x^P'Pn,  y-\-a=jp^ 

sein  muü. 

Da  Xfff^ß  keinen  gemeinsamen  Faktor  enthalten  sollen,  so 
ergibt  die  Kombination  der  Gleichungen  (15),  (17),  (15*),  (17*), 
(15^),  (17^),  dafi  nur  drei  Fllle  noeh  nfther  su  unter- 
suchen sind.  Die  Annahme  (15)  nftmlich  ist  mit  (15*)  oder 
(15i,)  nicht  vereinbar,  so  daü  aus  der  Annahme  (15)  notwendig 
die  Gleichungen  (17*)  und  (17'')  folgen.  (Tehen  wir  aber  von 
(17)  aus,  so  kann  sowohl  (15*)  als  (15^)  möglich  sein.  Betrachten 
wir  diejenigen  Möglichkeiten  als  gleichwertig,  die  durch  Ver- 

21» 
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tauschung  von  ^  mit  ^  auseinander  hervorgehen,  so  bleiben 
die  folgenden  drei  Fälle: 


>■) 

JIM                   Mit     ^^^^     ^dtt  1 

X  —  y  =s  r"  •  II" 

^  X  *  —  P  t 

II) 

y  =  (i'an. 

y  4"    =  l»"  •  »"~*f 

HD 

»  — y«r», 

«  — ^  =  3*, 

y  =  ff-ff«i 

y  +  ««f»», 

Hieraus  ioigt  im  Falle  1): 

««»i(l^  +  ff"  +  «*-'*»*)» 

I«)  y  =  40;"  -i-     —  n"  - '  r«), 

«  J —  5«  -f.  n»-'  r*), 

im  FaUe  II): 

«     4(n'*-^i>*  -f  ff"  4-  r»), 
U*)  y  «  4(n— y  -f     —  r-), 

und  im  Falle  III): 

=  4  (i^"  i-  S"  4-  **")» 

in«)  y-i(P»  f  ff"-*-), 

2  =  » (p«  —  q**  -\-  r"). 

Dafi  ^  sich  durch  drei  Zahlen  p,  r  in  einer  dieser 
Formen  darstellen  lassen  mflsse,  hat  schon  Abel  ohne  Mit- 
eilung  eines  Beweises  angegeben.  0  Er  erwähnt  außerdem  noch 
die  Möglichkeit: 


^)  Lettre  k  Uolmboe  vom  3.  August  1823,  Oeuvres  t.  Ii,  p.  265. 
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welche  l)ei  uns  ausgeschlossen  ist,  da  sie  auf  das  nicht  statt- 
hiiite  Zusammeubestehen  der  Gleichungen  (15)  und  (15*)  führen 
würde. 

§  4.  Der  Fall  I);  Daratelliiiig  von  y, 

Wir  macheu  zuerst  die  Annalime  1).   Die  Gleichung  (.13") 
wird  hier: 

(18)  »af    -=    -2  ^i**-'  i^-'  g^c^-w+i). 

Alle  Zahlen  Ni  mit  Ausnahme  von  iV,  =  1  sind  nach 

obigem  durch  «  teilbar;  auch  z  ist  durch  n  teilbar;  vom  dritten 
(iliede  ab  sind  also  alle  Terme  der  rechten  Seite  durch  «* 
teilbar.  Die  linke  Seite  ist  mindestens  durch  n*"^'  teilbar; 
folglich  ist  auch: 

(19)  _2«(i»-i>  =  0  lnocLn^ 

Nach  dem  Fermatschen  Satze  ist: 

(20)  2*^*-»>^l  mod.n», 

denn  q  kann,  da  y  zu     relatiy  prim  ist,  nicht  durch  n  teil- 
bar sein.  Es  ergibt  sich: 

gj=l  mod. 
und  da  identisch     =  qn  mod.  n  ist: 

(21)  9«  =  1   mod. «. 

Ebenso  folgt  aus  ^3*»): 

r 

(22)  (~  l)'ny''ir'=i^—i;iVi(-l)'-'y*-'^-'l?"<''--'-^'>, 

und  die  Anwendung  derselben  iSchluliweise .  führt  zu  der 
KoDgmenz: 

u  kju.^Lo  Google 
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(23)  Pn^l    niod. ». 

Folglich  ist  auch: 

x^P'Pn^p  mod.«, 

Ferner  ist: 

«  —  y  =  PI?«  —  Q2n-^p—q   mod.  n 

also  auch: 

(25)  jj»  =       mod.  w*. 

Weiter  folgt  aus  den  Gleichungen  I): 

(26)  2#  =r  i>»  —    -h  f-» .  n*-\ 

also  nach  (25),  da  w  >  2: 

(27)  2   _  0    mod.  n\ 

Es  wäre  also  a  nicht  nur  durch  n,  sondern  durch  toilhar, 
d.  h.  eine  der  heiden  Zahlen  r  oder  r«  mtlßte  den  Faktor  n 

enthalten. 

Setzen  wir  die  der  Aunubiu»'  I)  tiitsp  rech  enden ,  in  (14) 
und  (15)  gegebenen  Werte  der  Zahlen  r»  in  (13)  ein,  so  er- 
gibt sich: 

¥ 

und  nach  Division  mit  n: 


(28) 


2-3    *     y  ' 


War©  also  r„  0  m<»d.  n,  so  müßte  eine  der  Zahlen  X 
oder  //  durch  tt  teilbar  sein,  was  nicht  angeht.    Ei>  kann 
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also  nur  r  den  Faktor  n  entbnlten  und  r„  kann  nicht 
durch  n  teilbar  sein.  Es  mu&  also  r  den  Faktor  n  ent- 
halten, so  daß  wir: 

(29)  r  «=  n  •  r' 

zu  seisen  haben,  und  m  mindestens  durch  teilbar  ist. 
Es  wird  dann: 

V 

r«  _  V]  jV^^-l^-l,.'li(i»-a<+l),|2ii«-(4<-l)ii4-2<-2 

(29*)  *     TZx  * 

-BS  f«  —  r'»<'»-»)  II«»'-»»  — ...  —  iV^ar-y-»  r'»»n*'"-*, 

oder,  da       nach  obigem  durch  n  teilbar  ist: 

(30)  ary  IE-  mod. 

Da  aber  nach  I): 

(30*)  a;  — y  «st  =  V* 

ist,  so  haben  wir  auch: 

of  —  y  =  n'»"' •  v  »r'- -y-'    mod.  »*»-•, 
also  nach  (dO): 

oder,  wenn  wir  sogleich  die  entsprechende  Kongruenz  für  x 
hinzufügen: 

tf"'>  =  ff  — rn'^-V««*»-'    mod.  n*"-«, 

(SO"») 

Nach  I)  war  femer: 

a»  =s     -j-    =    4-  n-"r'"rJJ, 

die  Zahlen  jj-'t»-»)  —  1  und  g»<"-'>  —  1  sind  durch  n*  teilbar; 
folglich  haben  wir: 

_i       =  1    mod.  n», 

UDd  somit  aus  (30^): 


300      SitEong  der  mftth.^>h7«.  KXum  vom  7.  Desember  1907. 

rj  =  1    mod.  n* 

and  weiter: 

(30«)  r„     1    mod.  n. 

Von  diesem  Resultate  werden  wir  weiterhin  Gebrauch 
machen,  nachdem  wir  suTor  die  Zahlen  s^y^e  noch  in  anderer 
Weise  werden  dargestellt  haben. 

Nach  dem  Fermat sehen  »Satze  und  intolge  der  iielationen 
(21)  und  (23)  können  wir  setzen: 

1  -l-n.-i,        g»-«      1  -h  wx, 
jp»         1  +  nji\        Qn     «»  1  -f  nn'. 

Es  wird  dann,  wenn  noch  r  =  n  •  r'  gesetzt  wird: 

Die  linken  Seiten  sind  wegen  I)  bzw.  gleich  ^  und  f"; 
also  folgt: 

p"  ~ p     np Ji  =  q  -j-  n qx'  w'^i'r«, 
und  hieraus: 

(32*)    ^  —  g  —  »«r'     =  n  (2  X  —  j?.t')  =  n  (gx'  — i*^), 
oder: 

1>  («' —  ji) g  (x' —  x)  0. 

Es  bestehen  demnach  zwei  Gleichungen  der  i'oiguuden  Form: 

(33)  Jlfp-(x'-«), 

Mq  ^  — (ji* — Ji); 

und  hierin  ist  Jf  eine  ganze  Zahl,  denn  p  und  q  können  keinen 
gemeinsamen  Faktor  enthalten,  da  sonst  nach  I)  auch  x  und  ff 
denselben  Faktor  enthalten  müläten. 

Zu  den  Gleichungen  (32)  fügen  wir  aus  I)  die  dritte  hinzu: 

(33*)    x-y  =  w'"  -  '  /  "  =  ppn  '-qqn=p  —  q-\-  nij),i'  -  qx'). 
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Der  Vergieieh  mit  (32*)  zeigt,  dafi  auch  die  Belation: 
—  qx  —pn*  +  nr'Tn  «  gx'  —      +  nr'r« 

bestehen  muß.  Multiplizieren  wir  beiderseits  mit  M  und  be- 
nutzen die  Gleichungen  (33),  so  folgt: 

(Sd"»)    Jf  (r,  —       »  r'— ')  —       *0  (»  —  «'). 

Es  ist  also  niiii(lf*st«'iis  eine  der  Ix'iden  Zahlen  (x  —  ;<') 
und  (n  —  .t')  dmxh  n  teilbar;  dann  aber  ist  nach  ('i:^  3/ 
durch  n  teilbar  (da  p  und  (/  den  Faktor  n  nicht  enthalten 
dürfen),  und  es  folgt  aus  denselben  Gleichungen  (33),  dalä  auch 
die  andere  dieser  beiden  Zahlen  den  Faktor  n  enthält.  Es 
bestehen  demnach  die  Kongruenzen: 

(SS'^)  = x'  —  X    mod.  », 

so  dafi  die  Gleichungen  (31)  durch  die  folgenden  ersetzt  werden 
dürfen: 

Bildet  man  wieder  die  Ausdrucke  x — 0  und  y  +  '^t  so 
ergibt  noh  jetzt  aus  I): 

und  hieraus  an  Stelle  von  ^^32''): 

(35)  p  —  ff  +  « {pn  —  g  x)  —  n^r^Tn  =  —  n*j>»j  =  n'gx,. 

Es  ist  folglich  auch: 

(36)  — 

Die  dritte  Gleichung  (nämlich  x — y  —  n-**  ~ '  r' ")  gibt  jetzt: 

»-""      =»1»1>«— =      g  +  n(i»Ä— gx)  H-  n*(pÄ,  —  gx,). 

Wir  haben  so  die  Differenz  p  —  g,  auf  doppelte  Weise 
berechnet;  es  ist: 
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«  —  n(|>«  —  ffn)  + 1^«- V"  -  »»(pÄ, — ff  X,); 

und  somit  erhalten  wir,  unter  Benutzung  von  (36): 

(aS)  ff  IC,  —  -pn,  —  r'r,  -  »r'» 

Da  y,  z  zueinander  relativ  prini  sind,  so  kümun  keine 
zwei  der  Zahlen  y>,  q  und  r'  einen  ^gemeinsamen  Faktor  ent- 
halten; bezeichnet  R  eine  ganze  Zahl,  so  kann  man  deshalb 
setzen: 

(39)  — — ffiBr*,  Xj^pÄr*,  r, —        r'»-»  =  ff  IL 
Die  Gleichungen  (34)  werden  demnach: 

(40)  l»b-l^-'-n»ffr'Ä, 
^   '  ff»  =  ff»-*+ //^r'Ä. 

Es  wird  somit  nach  I)  und  I*): 

2 «  ^     ^  (/" -4-  II««- V  =  2i>"  —  2«»yj  ?  r' 

2ier        — ff-  -i-  »«--»r'"  —  2i»*»-»r'»  -f  2»»|»ffr'i2. 
Aus  jeder  dieser  Relationen  folgt: 
(42)  |>"  —     =  2n*pqr*R  +  »2«-  j  ^ 

was  sich  in  Übereinstimmung  damit  befindet,  daß  die  Diffurent 
p»        nach  (25)  durch  n*  teilbar  sein  mufi. 

§  5.  Der  Fall  I),  wenn  r'  nicht  durch  n  teilbar  ist. 

Unter  Anwendung  der  Gleichungen  (31)  erhalten  wir  aus 

(41)  durch  Potenzieren: 

(48)  a^-^l+n^i-^-t-.AV) 

»  —  1  -4-  II»  (*  —  i»-ßO 

Da  nun  x  —  y  naeh  1)  durch  teilbar  ist,  so  folgt 

durch  Subtraktion:^) 


>)  Datselbe  Resultat  findet  man,  weon  man  die  Differens  fß*  —  q^^ 
einmal  ans  den  Gleichungen  (41)  and  (8)  bildet,  das  anderemal  durch 
Potensieren  aus  der  Gleichung  (42). 
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(44)  M''n  =  (p'\-q)Iir'  =  2pIlr'~2qRr'   mod.  f». 

Wir  kebren  nuiimehr  su  dem  in  der  Kongruenz  (30"^)  vor- 
liegenden  Resultate  zurück.  Mit  Rücksicht  auf  den  in  (39) 
gegebenen  Wert  Ton  ist: 

(45)  fl^p'^Jtr   mod.  II«*-«, 

also  nach  (30^: 

(46)  pqB^l  mod.», 

woraus  hervorgeht,  da&  Ii  nicht  durch  n  teilbar  sein  kann. 
Setzen  wir  demnach: 

(47)  ll»-»  =  l-f»e, 

wodurch  die  Zahl  (j  detiniert  sei,  so  wird  nach  (31): 

(48)  =  l  +  n(«  +  j«  +  rt   mod.  n«, 
und  folglich  wegen  (46): 

(49)  pqR=l  — f^n  +  x  +  o)   mod.  »*, 

und  durch  Potenzieren: 

(49*)        f^q''  Ä*  =  1  — n»(«  +  k  +  e)  mod.  «». 

Nach  (SO**)  ist  ferner: 
(49b)  »  =y»-' =5r;  mod. 

also  infolge  Ton  (45)  und  (49): 

(50)  a?"-»=y-^  =1  — »*(»  +  x  +  ri  mod.»»; 

nnd  der  Vergleich  mit  (43)  VSiüt  jetzt  die  Kongruenzen  (44) 
in  folgender  Weise  schreiben: 

3i4-»«  +  ö  =  —  x+j>ür'£n — n-^qRf*  mod.», 

uud  hieraus  erhalten  wir: 

2»  +  K  +  ^  =  —  jJlr*  mod.», 
»+2af -f-ß=i>Är*         ,  ». 

Von  den  hier  zuletzt  abgeleiteten  Relationen, 
d.  h.  den  Kongruenzen  (48)  bis  (51),  werden  wir  keinen 
Gebrauch  weiter  machen;  man  würde  indessen  auf  sie 
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rekurrieren  mOsBen,  wenn  man  das  Produkt  pqR  nicht,  wie 
es  nunmehr  zunfichst  geschehen  soll,  auf  das  Produkt  p"^ 
reduziert. 

Unsere  Relation  (28)  erlaubt  noch  weitere  Schlüsse;  ge- 
mäß (K'ii  fileicliungen  1)  können  wir  X  durch  ^  -jr  und  y 
durch      — js  ersetzen;  dann  ist; 

^  ^/'"g"*    mod.  ti*, 

denn  —  q**  ist  nach  (12)  durcli  teilbar  und  z  enthalt 
ebenfalls  den  Faktor  n^.  Wir  erhalten  somit  aus  (28)  bzw.  (30): 

(52)  p'^'q**^  ~  r'^    mod.  w*, 
also  auch: 

(52*)  p^'q"  ^  r„    mod.  n\ 
und  nach  (39): 

(53)  i'"^'      l'^i^    mod.  fi*; 
folgücb  gemäli  (42): 

(53")     />••  -  5"  —  2n^pqr'R  =  2  w»^/  gT'  mod. 

Ersetzen  wir  andererseits  in  der  allgemeinen  Identität  (12) 
die  Zahlen  x  und  y  bzw.  durch  p  und  q,  so  wird: 

(53»») 

—i»**  —  ä"  —  Ii'  —  s)"  —  ^  iS'.i^"'     (i'  —  })""*•+*! 

folglich: 

(53 <^)  p^—  q"  =  np*' q"" (p  —  q)    mod."  n\ 

und  durch  Vergleichung  mit  (53*): 

(54)  p  —  q  ^  2nr'    ujod.  »*. 

Mit  Hilfe  dieser  Kongruenz  können  wir  zunächst  ein 
früheres  Resultat  bestätigen;  es  ergibt  sich  nämlich  aus  (42), 
daß  man  setzen  darf: 
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wo  ^  eine  Zahl  bezeichnet,  die  sich  durch  Potenzieren,  d.  h.  durch 
Zurückgehen  auf  (42)  leicht  hestimmen  üUit;  es  wird  nämlich: 

niod.  n* 

wobei  benutzt  ist,  daß  p  q  R  nach  (47)  im  Faktor  von  fi'  durch 
1  ersetzt  werden  darf.  Durch  Vergleichung  mit  (42)  folgt  dann: 

(54«»)  d-r2r'V~*— 2xr'     mod.  n. 

Mittels  (49)  erhalten  wir  daher  «is  (54*): 

(54«)  p-  g  =  2r'n-f  2n>r'[r'g»-*— x  —  (ä  +  x -f  ß)] 

mod.  nK 

Hier  muß  nach  (54)  die  eckige  Klaomier  durch  n  teilbar 
sein;  d.  h.  wir  haben: 

9t  +  296  -j- Q  =  r*(i^-^  mod.». 

Multiplizieren  wir  beiderseits  mit  g,  so  kommen  wir  wegen 
der  Relation  (46)  auf  die  Kongruenz  (51)  zuriick,  wodurch 
letztere  von  neuem  bewiesen  wird. 

Aus  den  drei  Konirruenzen,  von  denen  die  dritte  eine  Folge 
der  Relationen  (46)  und  (30')  ist: 

p«'  —  !,  p''q''=l  mod.», 

folgt,  daß  man: 

(55)  p*  =  q*  =  e     mod.  » 

setzen  darf,  wenn  e  eine  Zahl  ))ezeichnet,  die  entweder  durch 
-\-  1  oder  durch  — .1  in  Bezug  auf  den  Modul  n  ersetzt  werden 
darf.    Sei  also: 

(55»)  p»— eH-»w',     g''=««  +  »x', 

so  folgt  durch  Quadrieren: 

(56)  »=.2««'  +  »;!'«,  x-»2«*'+»x'>. 

Zunächst  soll  die  Kongruenz  (44)  für  das  Quadrat 
des  Moduls  n  ergänzt  werden.  Es  ist  nach  (53"),  (54) 
and  (55*): 
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^   ^  ==2nVifg''=r2nV[l  +  c(^'+xO>tH-«"^'jeG 

mod. 

Die  linke  Seite  ist  nach  (54)  in  Bezug  auf  den  Modul 

=  2  w       » 4"  ^  '*')  —  ^ 
m  2nr'  -I-  ng(;i  —  i«)  +  2ii=»r'«. 

Wir  erhalten  also: 

(57*)     5 (ji  —  x)  =  —  21^+  2fir'(l  —  ä)  mod. 

und  ebenso,  indem  man  p  und  9  vertauseht: 

(57»>)     jp(»  —  x)  =  —  :ir'  -h  2nr'(l  —  x)    mod.  n». 

Die  eine  dieser  Kongruensen  geht  aus  der  anderen  durch 

Anwendung  der  Relation  (54)  hervor. 

Auch  die  Kongruenz  (54)  können  wir  für  die  nächst 
höhere  Potenz  des  Moduls  erweitern.   Setzen  wir: 

(58)  j»  — g  — 2iir'-f  r'i^nS 

80  Iftßt  sich  ^  durch  folgende  Überlegung  bis  auf  Vielfache 
▼on  n  bestimmen.   Nach  (58)  ist: 

-f  8        j  r"  mod.  n*. 

Der  Vergleich  mit  (57)  ergibt  dann: 

=:2«(7i'4- x')  +  2«;x'x'    mod.  n», 

oder,  wenn  wir  2  y  durch  11  —  1  und  x  gemä6  (56)  durch 
2ex*  +  nx**  ersetzen: 

2£(x'  — ji')^2rV*~«[«?  -f  2x'»  -I-  2r'fl"-« 
+  8f^J~r^g»-»  — 2«'x'|  mod.»«. 
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Rechts  und  links  addieren  wir  die  Zahl  n(x**  —  91'*), 
multiplizieren  mit  q  und  ersetzen  im  ersten  Oliede  rechts  ^ "  * 
durch  l  +  Mx;  dann  wird: 

(x  -  Ä)g  =  2r'  —  n  ^dg  +  21^(1  —  x)  +  (x'  —  n'fq 

+  8(3)  mod.n». 
Auf  der  rechten  Seite  ist  gemSfi  (57*): 

femer  nach  (58*^): 

(x' —»0*  =  *''V***  =*•'*«""*   mod.  n. 

Ferner  ist: 

.(yi-3=,<i^iHi^»-,=-i(;) 

£8  ergibt  sich  somit: 

(»  —      =  — 2*^ 

^^^^  +ii[dg+2r'(l-ai)-^^)r'»f-«]  mod.  n» 
Diese  Kongruenz mufi  mit  (57*)  flbereinatimmep ;  es  folgt  also: 

(59)  »=^*^-"i^^^""^^rV'  mod.n, 

SO  da&  die  yervollständigte  Kongruenz  (54)  lautet: 

Die  Torstehende  Betrachtung  erleidet  eine  Aus- 
nahme im  Falle  n  =  3;  dann  nämlich  lautet  die  Kongruenz 

(58"),  da  die  Zahl  dann  gleich  1,  also  nicht  durch  n  teil- 
har  ist  * 

(«  — ä)j=- 2r'  — r*»}-- •«  mod.8, 


u  kju.^Lo  Google 


308      SiUung  der  iiiath.-phy8.  Klasae  vom  7.  Dexember  1907. 


und  die  Vergleichung  mit  (57*)  oder  (44)  fUhii  zu  dem  Re- 
sultate:    =-  0  mod«  3. 

Das  entsprechende  Resultat  lafit  sich  ffir  jede  Primzahl 
n  gewinnen.  Wenden  wir  die  Kongruenz  (59)  auf  die  Kon- 
gruenz (58*)  an,  so  ergibt  sich: 

und  die  linke  Seite  ist  nach  (59*): 
f^2nr'  -f  r'^q**-^  +  «)  -f  2n*7ir'    mod.  n*. 

Wir  erhalten  also: 

^^'^^  -f nvj^2x-f 2(«-l)r'5"-«-i^^^r'»ö"-«j  mod.»*, 

womit  die  Kongruenz  (57*)  fttr  den  Modul  n'  yenroUständigt 
ist.  Setzt  man  dann  weiter: 

(60*)  j?  —  3  =  2 nr*  H-  n»r'd  4-  n* d,, 

so  läßt  sich  in  analoger  Weise  ^|  bestimmen,  indem  man  durch 
Potenzieren  den  Ausdruck  |/*  —  ^  bildet  und  das  Resultat  mit 
denjenigen  vergleicht,  wie  es  sich  ergeben  würde,  wenn  man 
den  Wert  Ton  p  —  q  in  die  Identität  (53^)  einsetzt  Man  er- 
hfilt  so  einen  zu  (58*")  analogen  Ausdruck  für  9r  —  m,  der  mit 
dem  Ausdrucke  (60)  übereinstimmen  mufa,  woraus  sich  dann 
eine  Borerlinung  von  />,  (his  auf  Vielfache  von  n)  ergibt. 
Olfciihar  kann  man  mit  einem  solchen  Pendelverfahren  fortfahren, 
und  so  die  Konirruen/en  (60)  und  (60*)  für  immer  höhere  Po- 
tenzen des  Moduls  ergänzen. 

Zur  Durchführung  dieser  Schlußreihen  ist  es  notwendig« 
die  in  (57)  benutzte  Kongruenz  (53)  zuTor  fibr  höhere  Potenzen 
des  Modub  sukzessive  zu  erweitem.  Das  kann  auf  folgende 

Weise  geschehen.  Infolge  der  Annahme  (3)  ist,  wenn  wir  die 
Werte  von  -c,  ^,  ^  aus  (41)  einsetzen: 
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also: 

Die  zweite  Klammer  der  rechten  Seite  ist  durch  das 
betreffende  Glied  also  durch     teilbar;  es  wird  somit  einfach: 

l>^-9-»  =  ii»pgÄr'[2  +  n»(«  +  >e)  +  it«v(»«+*«)]   mod. n', 

oder,  wenn  wir  entsprechend  (53),  den  Wert: 

(60*)  JB  =  IT«»  (1  +  »» ri) 

einfuhren,  wo  i;  eine  zu  bestiaimende  Zahl  bezeichnet: 

f^  —  ^  =  2n*p'q''r'  +  n»jj^tf»'(«  +  x)r'  -f  2ii«r'|f  fi'iy 
+  ii«y(?i«+x«)   mod.  Ji^ 

So  erhalten  wir  eine  Kongruenz,  durch  welche  die  ganze 
Zahl  tj  definiert  und  mittels  der  Zahlen p,q,  7i,x  ausgedrückt  ist; 
die  wirkliche  Berechnung  von  t]  kann  aber  einfacher  in  folgen- 
der Weise  geschehen.  Aus  (51**)  erhalten  wir,  da  gemäß  (52*): 

(60«)  ß^n^f^rn^n^r'p^q^   mod.  n* 

gesetzt  werden  darf,  unter  Benutzung  von  (53*): 

also  nach  (30): 

=        "  -f-  n* » r'" jp^»'+<»(»-»  mod.  n\ 

und  zufolge  (39)  lautet  sonach  die  YervoUständigte  Kon- 
gruenz (53): 

pqR  =  rn  =Ep^q''-\-  n^vf^^jT^^^"^  mod. 

Die  Vergieichung  mit  (60^)  ergibt  demnach: 

so  da^  die  vervoILständigte  Kongruenz  (53)  jetzt  lautet: 

(60*)     i>gJB=j>»^»[l  +  n'vr^jf-*  jf'-»]   mod.  n*. 

Mit  Hilfe  dieses  Fiesultates  ist  man  in  der  Lage,  die  Kon- 
gruenz (57)  für  den  Modul      aufzustellen;  sie  lautet: 
1M3.  Sitnnfik  d.  ■Mth.-phTs.  Kl.  S2 
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Um  t^,  zu  bestimmen,  hat  man  also  diesen  Ausdruck  (60^) 
mit  denjenigen  zu  yergleichen,  der  sich  aus  (60*)  durch  Po- 
tenzieren ergibt;  das  führt  zu  einer  Relation  für  ^  —  x  für  den 
Modul  n\  die  mit  (60)  flbereinstimmen  muß,  woraus  dann  0^ 
gefunden  wird;  und  mit  Hilfe  dieses  Wertes  gelingt  es  weiter, 
mittels  der  Kongruenz  (60'')  und  durch  eine  zu  (60**)  analoge 
Relation,  die  Kongruenz  (60*)  auf  den  Modul  n*  und  dadurch 
die  Kongruenz  ifiO^)  auf  den  iModul       zu  erweitern;  u.  s.  f. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  gefunden: 

(61)     i>-g  =  r'(2n4-n»*  +  n*i>,-t  ...  +»f^.-8)t 

wo  nun  alle  Zahlen  {},  bis  aui'  bekannt  sind:  es  handle 
sich  also  um  die  Bestimmung  von  1^,-3;  dann  wird,  wenn  wir 
die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  mit  ßa  bezeichnen  und  wenn: 

(61*)  Ö,=  r'  (2  n  -i-     t?  4-  . . .  -f  »•  t?^-,) 

gesetzt  wird: 

+ (2)  «--«+...+ C :  2)  ÖJ-' 

(61^)    ;\  '  / 

mod.  !»•+*. 

Femer  setzen  wir  ▼oraus,  man  habe  gefünden: 

(61«)  (;r~x)j  =  -2r'-i-     n  +  C,»*  +  . . .  +  «.-2»»-« 

mod. 

Endlich  habe  inan  LC*'funden,  und  zwar  durch  sukzessive 
Erweiterung  der  Kongruenzen  (53)  und  (60**): 

(61*1)    i^qR  4-       +     Vi  +  . .  •  4-  «— ' 

mod.  n\ 

also  nach  (42): 
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(61«)         «•  =  2ii«r'[l  -I-  e(n'+  x')n  +  »•ji'ä'] (1  + 

Subtrahiert  man  nun  die  Kongruenssen  (Gl'')  und  (61^) 
voneinander,  so  mufi  wieder  die  obige  Kongruenz  (61**)  ent- 
stehen, nachdem  beiderseits  mit  r*  dividiert  und  mit  q  multi- 
pliziert wurde.  Der  Faktor  von  n*"*  in  der  so  gebildeten 
neuen  Kongruenz  enth&lt  die  unbekannte  Zahl  ^a^,  und  diese 
ist  dadurch  bestimmt.  Diese  Zahl  (9« -3  konnmt  nämlich  auf 
der  rechten  Seite  von  (HP)  nur  im  ersten  Gliede.  nämlich  in 
Sg,  vor  und  ist  hier  in  r'H'  ^  '^""'  niulti])li/.iert:  l)ei  l^ildung 
der  genannten  Differenz  erscheint  0,^'^  also  auch  nur  im  Faktor 
der  höchsten  Potenz  von  n,  d.  h.  (da  mit  dividiert  wurde) 
im  Faktor  von  n*~^;  die  Zahlen  t;,  in  (61*)  enthalten  die  Un- 
bekannte ^c-s  nicht.  Die  so  gefundene  neue  Form  der  Kon- 
gruenz (dl*)  lautet  also: 

^   ^  -f(P  +  d,-i  «)»•-«   mod.  if-S 

wo  sich  die  Zahl  P  aus  den  bekannten  Zahlen  und  17,  zu- 
sammensetzt, und  zwar  kommen  in  F  alle  diejenigen  Zahlen 
aus  der  rechten  Seite  von  (tJP')  vor,  welche  dort  in  +  ' 
multipliziert  sind.    Zu  ihnen  gehört  auch  das  Glied: 

aber  nur  dann,  wenn  die  Zahl  8<n  ist;  setzen  wir  also: 

nP  =  nP+Q(2r')'g"-% 
so  wird  nach  (62): 

(«  -  x)  g  =  —  2  r' -t- «  +  «,    4- . . .  +  C. »i^ 

4-  j^P'  4-  ^  ^^*y2r')'2-— 4-i^,-»2|n«-^  mod.n— 

wo  nun  die  Zahlen  Qi,-.,Qa  t  durch  die  vorhergehenden 
(d.  h.  die  als  durchgeführt  vorausgesetzten)  Kechnungen  schon 
völlig  bestimmt  sind.  Wählt  man  aber  s~n,  so  erhält  man: 
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+  (P*  +  ^«_8  q)  n— »   mod.  nf^^l 

Der  schon  durch  die  Betrachtung  för  s  =  n  —  1  völlig 
(d.  h.  bis  auf  Vielfache)  von  festgelegte  Wert  Ton  -  s 
mttfite  also  eine  naelitrSgliclie  Korrektur  erfahren,  was  nicht 
möglich  ist;  wir  mUssen  somit  schliefien,  dsfi  die  Zahl 
r*  den  Faktor  n  enthalte,  daß  also  die  Kongruenz: 

(62»)  r':^0    mod.  n 

erfflllt  sei.  Die  bisher  gemachte  Annahme,  es  sei  die  Zahl 
r*  nicht  durch  fi  teilbar,  erweist  sich  somit  ab  nicht  haltbar; 

die  aus  der  Kongruenz  (62*)  weiter  zu  ziehenden  Konsequenzen 
werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  verfolgen. 

§  6.  Der  Fall  I),  wenn  r'  durch  n  teilbar  ist 

Das  Kesuitat  (62*)  ergibt  nun  zufolge  der  Kongruenz  (44) 
unmittelbar: 

(62i>)  n^x^Q   mod.  n, 

also  auch  nach  (56): 

(62«)  n*  —  H'~0  med.» 

und  weiter  nach  (5S*): 

py  ^  qr      £    mod.  n*. 

Dann  aber  folgt  aus  (52*)  und  (53): 

rn^f^*~pqli    mod.  n* 
und  folglich  erhalten  wir  aus  (49): 

—  (ji  -\-  X  -\-  q)    mod.  n, 

wie  sich  jetzt  auch  aus  (51)  ergeben  würde.  Um  nun  ein 
Rekursionsverfahren  durchführen  zu  kttnnen,  ersetzen  wir  die 
Kongruenzen  (62*X  (62"),  (62^)  durch  die  folgenden  Relationen: 

(63)  r'=r^n\   p'^q^'  —  e  mod.  n^+',   jp»-'  — g*-' =  /in^+»; 

wir  wollen  zeigen,  dafidann  entsprechende  Relationen 
auch  gültig  sein  müssen,  wenn  man  X durch  l+\  ersetzt 
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Wir  befolgen  dabei  geiiAU  die  im  Falle  X  =  0  angewandte 
Schlttßweise  und  werden,  um  die  Analogie  deutlich  henrortreten 
zu  laseen,  die  gleichen  Nummern  für  die  einzelnen  Gleichungen 
und  Kongruenzen  yerwenden,  indem  wir  nur  einen  Stern  hin- 
zufügen. 

Setzen  wir  in  die  lieiation  (29*)  fÖr  r'  den  Wert  r^  ein, 
so  ergibt  sich: 

(30)*  ar  yv^  rj  mod. 

nun  ist  jetzt: 

also: 

—  y'  =  n<^+*>*-' -rf •  mod.  n(2*+*)»-«; 

und  nach  (30)*: 

Infolge  der  Ansätze  (63)  ist  das  Produkt  p'' q*  in  Bezug 
auf  den  Modul  n^+'  mit  1  äquivalent;  aus  den  Gleichungen: 


y=j?»  —  g=sjf*  —  n^^-i-^)»f^f2 

ergibt  sich  also: 
und  somit  aus  (30): 

(30*)*  r^^l    mod.  »^+^ 

Weiterhin  folgten  in  §  5  zunfichst  Überlegungen,  bei 
denen  nicht  Kongruenzen,  sondern  Gleichungen  benutzt  wurden, 

die  also  liier  sich  uii vt  i  iindert  wiederholen  lassen.  Wir  finden 
so  die  iolgenden  Kesuitate: 

(39)*  rn^pqR  +  f*-* 

und: 
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(41)  *  y  —  ^*  +  «^+»1»  gr,  jB, 

aus  jeder  dieser  Relationen  folgt  jetzt: 

(42)  *         jf*^^^2n^+'-pqr,Ii  -\-  n(^+*)«-» t*. 

Die  Gleichungen  (43)  werden  jetzt: 

(^3)*  .  r,  .  mod. 

und  durch  Subtraktion  erhalten  wir  gemäß  (63): 

(44)  *  jj^e— — g-i«-')      »^+V--2gi2r'n*-^-2  mod. 
oder: 

(44»)*  /i  ^  22Ür':==2i?-Br'    mod.  », 

Aus  (39)*  erhalten  wir: 

(45)  *  tn^-pqR  mod. 
ako  naoh  (30  O'^: 

(46)  *  i»g22^  1    mod.  n^+K 

Es  gilt  die  Gleichung  bcw.  Kongruenz: 

(5P)*  -t-  q"/  (i^"  -<?)•'  =  [/;"     4-  ^  (/>»  —  3")  -  -sr^]' 

denn  die  Zahlen  *  und  —  sind  hier  je  durch  fi*+'  teilbar. 
Aus  (30)*  ergibt  sich  somit: 

(62*)*  rn^jprf  mod. 

und  nach  (39)*  bzw.  (45)* 

(53)*  tr^=pqR  mod. 

folglich  gemäß  (42)*: 

(53*)*        jj»  —  3»  =  2  n*+2 ^         n,^^^  ^sa+s. 

Die  Gleichung  (53*')  gilt  unverändert,  und  aus  ihr  folgt 
jetzt,  d&  p  —  q  durch  n'-'^^  teilbar  ist: 
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(53«)*        p^'-^r^np'^ip  —  q)   mod.  n«^+S 

also  durch  Vergleichung  mit  (53*)*: 

(54)*  jp  ~  g  =  2      » mod.  n»^+». 

Nach  (30^)*  und  (52*)*  haben  wir  die  schon  benutzte  Relation : 
(54*)*  jo'  fi"  ==  1   mod.  n^+*. 

Nun  ist  nach  (54)*  die  Difibrenz  p  —  9«  also  auch  die 

Differenz  i>*'— durch  n*+^  teilbar;  es  folgt  deshalb  aus  (54*)*: 

p»i-i^gi»-i==l    mod.  n^+', 
d.  h.  es  ist  zu  setzen: 

«         ,    X  »     X,  , 
und  aus  den  Relationen: 

p%9     ^2»  =  \  mod. 

folgt  dann  weiter: 
also: 

(56)*     «1  =  2««; +  n^+»jjiS    Xi  =  2exl-h»^+''<l'. 
An  Stelle  yon  (57)  erhalten  wir  daher: 

/)  —  g  -f  n*+^  (i?  TT,  —  g  X,) 

(57r    =r  2  »4+«  n  [1  +         («1  -h  »«0  +         «i  ^1] 

mod.  f^*+*. 

Nach  (54)*  ist  die  linke  Seite  (mod.  n'^+^): 

=  2  it*+»  r,  +       »,  (g  +  2«»+»  r,)  -       j  Xj. 

so  daü  wir  erhalten: 

(57*)*  g(«,-x,)=-2r,+  2nr,-2n*+»r,»,   mod. «2*+«. 

Jetzt  sind  wir  in  der  Lage,  die  Kongruenz  (54)*  lür  den 
nächst  höheren  Modul  zu  er  weitem;  wir  setzen: 

(58)*  1»  —  g  «8  2  fi^+i  r,  -f  r,  t), 

wo  nun  ^1  zu  bestimmen  ist.   Zunächat  ergibt  sich: 
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j,» _     ^  2  fi*+»  n  g"- » +  4 11*^+3  y  2«-2 

(58*)*  +  8  »8^+3       rj  2— 8  4-    i?,  n»^+*  » 

mod.  n**+». 

Durch  Yergleichung^  mit  (57)*  erhalten  wir  also  (nach 
Division  mit  r^n^^^^^): 

^2e{jii  +  x{)  +  2fi*+>«ix{  mod. 
oder  nach  (56)'*': 

2e(x'i  — jr;)  =  2r,g"-«— 2tir,g"-« 

mod.  «*^+* 

und,  wenn  wir  links  jk,  und  x,  einführen  und  mit  g  multi- 
plizieren : 

(«1  —  ^i)  2  =  2r,  —  2«r,3— » 

(58y  - '  [i?,  g  4-  2    X,  4-  («I  -  «i)*  g  +  8  (3)  ^  »1  ff 

mod. 

oder  endlich,  wenn  wir  in  der  eckigen  Klammer  die  Relatiott 
(58**)*  zur  Umformung  benutzen,  und  im  zweiten  Giiede  der 
rechten  Seite  durch  1  4-w^'^^'<i  ersetzen; 

(58*)*   -hn^+i[i^,j+2r,;^  +  ^»fl-*+8(3)^ri«"-'] 

mod.  n^+^ 

Indem  man  die  rechte  Seite  mit  der  rechten  Seite 
Ton  (57*)^  rergleicht,  ergibt  sich  die  Bestimmung  von  d,. 
Eine  Ausnahme  tritt  im  Falle  fis3  ein,  da  man  dann  das 

Glied  mit  dem  Faktor       nicht  in  die  eckige  Klammer  bringen 

kann;  dann  lautet  vielmehr  die  letzte  Kongruenz: 
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(«,  —  X,)  g =  —  2  r,  +  2  •  3  r, -f  8  •  8*  rj 
H-  8*+'  [^,3  +  2  f  i  xi  +  rlq']   mod.  3*+» 
und  jetzt  folgt  durch  Vergleichimg  mit  (57'): 

r,  =1  0     mod.  3. 

Von  hier  ab  kann  die  Reihe  von  Schlüssen  unseres  Re- 
kursionsrerfahrens  in  ganz  gleicher  Weise  wie  oben  durchge- 
führt werden;  man  setie: 

und  verfahre  in  ganz  entsprechender  Weise,  so  wird  man  die 
Zahl  />'i  bis  auf  Vielfache  von  n  bestimmen  können.  Es  ist 
dabei  nur  nötig,  auch  die  Kongruenz  (53)*  für  immer  höhere 
Moduln  zu  erweitern.  Zu  dem  Zwecke  gehen  wir  wieder  von 
der  Gleichung  a:**  =  -j- -f"  aus;  das  Einaetzen  der  Werte 
(41)*  gibt  eine  Relation,  die  zur  Definition  Ton  i^i  dienen  kann, 
wenn  wir  gemi&6  (53)*  setzen: 

(60")*  1^  ff    «  y  ff"  (1  +  I?,). 

Einfacher  geschieht  die  Bestimmung  von  17,  wieder  auf 
folgende  Weise.   Auf  Grund  der  Kongruenz  (52*j*  haben  wir: 

(60«)*      ir«ii^+«r,rn  =  i|A+«rji>'ff'  mod. 

also  nach  (51»»)*  und  (53»)*: 

a:"  y  =  [p"  q"*  +         r?  / '  ^  - "  ]"    mod.  n**+' 
^    ^         ^l^^^ff-'-f  n2^+*- vrJtpä)'''+'»^''-'^   mod,  n**+', 

also  nach  (30)*: 

r'^^pnrqnr  _^         .  v  •  > ^ " '  g»»»*-'    mod.  n**+' 

und  somit: 

—P'^l'  r  n''-+''-  y  •  rijß"-^  q*'-^  mod. 
folgUch  nach  (39)*  und  (54')*: 

«jii^^/^»'-}- w'-^+ä-vr?/)— mod.  n**+* 
^    ^         =j>''2*'+»2*+»-i"rii>-''-'ff=^"-'    mod.  »8^+*, 
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wodurch  i^i  bestimmt  ist: 

und  die  Kongruenz  (53*)*  kann  nun  auch  für  einen  höheren 
Modul  aufgestellt  werden;  sie  lautet  dann: 

(60')*  i>-  -  3"  ==  2n*+«r,i/vy'  -|-  2n"+»i'r;i>«*^'j»»-> 

med.  n*'^+*. 

Durch  ein  Pendelverfahren,  analog  demjenigeD,  das  am 
Schlüsse  Ton  §  5  eingehend  geschildert  wurde,  wird  man  so 
die  Kongruenzen  ftür  die  Werte  von  p  —  von  n  —  x  und 
▼on  p^-^q^  auf  immer  bShere  Potenzen  des  Moduls  n  er- 
weitem können.  Ist  man  bei  der  Kongruenz  für  |>  —  q,  d.  h.  in 
(58)*,  bis  zum  Modul  »"^+»+1  gelangt,  so  dalj  der  Koefti/.ient 
von  ««-^-f-»  bestimmt  werden  soll,  so  tritt  in  der  entsprechenden 
Kongruenz  (58*)*  rechts  das  Glied: 


auf,  das  einen  Faktor  n  weniger  enthält,  als  man  nach  dem 
Verlauf  der  ßechnungen  bis  zu  diesem  Modul  erwarten  durfte, 

indem  der  Binomialkoeflizient         für  s  <  n  durch  n  teilbar 

ist,  für  s  B  n  aber  nicht.  Hi^urch  ist  es  dann  wieder  be- 
dingt, daß  sich  bei  Aufstellung  der  Kongruenz  fOr     — »|, 

d.  h.  der  zu  (oS*^)*  analogen  Kongruenz,  für  den  Modul: 

ein  Glied  ergibt,  welches  die  schon  vollständig  definierten 
Glieder  der  entsprechenden  niedrigeren  Kongruenz  noch  beein- 
flussen würde,  welches  also  noch  einen  Faktor  //  mehr  ent- 
halten muü;  und  dies  kann  nur  erreicht  werden,  wenn  der 
andere  Faktor  dieses  Gliedes,  der  sich  aus  einer  Potenz  von 
und  einer  Potenz  Ton  q  zusammensetzt,  den  Faktor  n  enthält 
Wir  kommen  so,  da  j  nicht  durch  n  teilbar  sein  kann,  zu 
dem  Schlüsse  (vgl.  auch  unten  §  12): 

Tj:—  0    mod.  ». 
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Aus  (44)*  folgt  dann,  daß  —  durch  n^+\  und  aus 
(55*)*,  daß  p'^^q'  durch  »^+*  teilbar  seiii  mufi,  d.  h.  daß  die 
Relationen  (68)  für  die  Zahl  A  + 1  bestehen,  wenn  sie  ftlr  die 
Zahl  X  gelten. 

Wenn  man  also  annimmt,  es  sei  r'  durch      teilbar,  so 

fol^,  daü  auch  durch  +  '  teilbar  ist.  Die  Zahl  r'  ist 
sonnt  durch  jede  beliebige  Potenz  von  n  teilbar, 
d.  h.  wir  haben: 

r*  — 0. 

Dann  aber  geben  die  Gleichungen  (41)  bzw.  (41)*: 

und  aus  (42)  folgt:  p* 

Wenn  also  die  drei  Zahlen         e  der  Gleichung: 

genügen,  so  kann  *  (und  ebenso  y)  nicht  durch  n  teil- 
bar sein,  es  sei  denn,  dati  die  betreffende  Zahl  gleich 
Null  ist,  wo  sich  dann  die  genannte  Uleicliung  auf 
eine  Identität  reduziert. 

§  7.  Der  Fäll  II). 

Der  Fall  II)  läßt  sich  in  genau  dt'r  gleichen  VV'eise  er- 
ledigen. Aus  deu  Identitäten  (13)  und  {It^)  erhalten  wir  bzw.: 


(64) 

II af  ^  «    — S  iVi  Ä«-»  if*-' 


und  schließen  aus  ihnen,  wie  in  (21),  (23)  und  (24)  die  Kon- 
gruenzen:                       ^  , 

^  qnZ^  Tn  =1  mod.  M, 

y  9sq'q^  =  q  mod.  n, 

s      r  •  r„  —  r  mod.  », 

y  +  ^  ^^qqm  +  rrn^q-^-  r  mod.  #t, 

= />"  •  n*"  *   "j  -  0  mod.  », 
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also  auch,  entsprechend  zu  (25): 

4-  !•  =  0     mod.  n*, 

ferner  aus  II*): 

2x  =  q'*     r"  4- 1>» =^  0   mod.  n*. 
IHe  Identität  (13^)  gibt  nach  Division  mit  ni 

Hieraus  folgt,  wie  oben  entsprechend  aus  (28),  daü  p 
durch  n  teilbar  sein  niuf.?.  während  p,.  den  Faktor» 
nicht  enthalten  kann.    Wir  setzen  demnach: 

An  Stelle  ?on  (29)  haben  wir  hier  die  Gleichungen: 

g;»    =l-fnx',     r"  —l-fne', 
und  an  Stelle  von  (30): 

y  =  r^  =  fi^p'Pn  —  fjqu, 


(66) 

«  —   =  2»  =  —  r  r», 

also  infolge  Ton  (35): 

+  nr  Q  =     p'  Pn  —  q  —  »  g  x', 
ff*  —  ff  +  »  ff    =»    J»'l»«  —   —  »  e'f 

somit: 

(67)  ^  4-  r  —  »Vl>«  =»  —         -f  ^ x')  —  —  n(r^'  -j-  gx). 
An  Stelle  Ton  (32)  erhalten  wir  also: 

(68)  ^l{^'->c)==^r(e'  -  q), 
und  an  Stelle  Ton  (33): 

(69)  Nq^Q'-9. 

wo  y  eine  gan/e  Zahl  bezeichnet.  Die  BerecUuuug  der  Summe 
y     £  gibt  hier: 
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analog  zu  (83)  erhalten  wir  hieraus: 

i^Cpw  -  n«— .  n  =  —    —  e')    -  ^^0. 

und  daran  lassen  sich  dieselben  Schlüsse  anknüpfen,  wie  oben 

an  die  entsprechende  Gleichung,  so  daß  wir  zu  dem  Ansätze: 

(70)  r»-»«l-|-ne, 

berechtigt  sind.  Die  Bildung  der  Ausdrücke  x  —  y  und  «  —  « 
ergibt  jetzt: 

also: 

(72)  q  +  r  +  n(rg  +  qx)  —pnp' •  n» «  —  n^gx, « - »»r^,. 
Die  Summe  y  +  4r     n^""  'l»"*  gibt  hier: 

wir  erhalten  demnach: 

g  +  r  «  —  n(gx  +  r^)  -  n»(gx,  +  rg,)  + 

und  folglich,  unter  Benutzung  von  (72): 

(74)  9«,  =  -        4-  n^'-sy«, 

wodurch  wir  zu  den  Gleichungen  (P  bezeichnet  eine  ganze  Zahl): 

(75)  x,=Pr/,    Q,  =  Fqp\   p^  — n^—"^ p'^"^ -Fqt 
geführt  werden,  aus  denen  sich  sofort  die  folgenden  ergeben: 

2a:  =  n''"-»l?'"-j-  g"  -|-  r»  ==  2n«"-'p"»  — 2ff*9rj?'P, 

(76)  2y  =  «*"-'  jp'"  +  2"  —  r-  =  2g"  -f-  2  n^qrp'  P, 
2  #  —  II«*»-»  p'"  —  g»  +    «  2f*  +  2n*gryP, 

luul  es  ist  klar,  daß  man  aus  diesen  Gleichunf^en  dieselben 
Schlüsse  ziehen  kann,  wie  oben  aus  den  Gleichungen  (42),  so 
da6  man  zu  der  Annahme     =  0  als  der  einzig  möglichen 
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geführt  wird;  ])ei  der  Durchführung;  dos  Beweises  würde  es  sich 
uur  darum  huudeln,  in  den  Betrachtungen  von  §  5  und  §  6 
einige  Buchstaben  zu  vertauschen  und  Vorzeichen  zu  ändern; 
wir  können  deshalb  diese  Wiederholung  ersparen.  Es  folgi  m, 
da  ff  und  #  positiT  vorausgeseizt  wurden,  auch  ^  »  0,  r  »  0. 
Der  Fall  II)  kann  daher,  wenn  a;,  y,  #  positiT  Toraus- 
gesetzt  werden,  nicht  yorkommen. 

§  8.  Hilfsformeln  zur  Erledigung  des  Falles  III). 

Die  Erledigung  der  durch  die  Gleichungen  III)  bis  III*) 
in  §  3  gegebenen  Möglichkeiten  werden  wir  in  §  10  auf  den 
folgenden  Satz  zurückfuhren ,  bzw.  auf  die  zu  diesem  Satze 
führenden  Formeln: 

Sind  Pf  r  drei  nicht  durch  n  teilbare  ganze  Zahlen, 
und  besteht  zwischen  ihnen  und  einer  ungeraden  Prim- 
zahl n{»  2v  +  1)  die  Relation: 

(77)  jp"  —  2"  —  r-  ZZH  0  mod. 

(d.  h.  l&fit  sich  Ton  drei  Wurzeln  der  Kongruenz  X**~'  =  1 
mod.  n*  eine  als  Summe  der  beiden  anderen  darstellen), 
so  bestehen  die  Kongruenzen: 

(??•)  =  r  =  (—  lyp"  mod.  n, 

ausgenommen  die  Fälle,  wo  g  =  r  oderi>== — r  oder 

p     —  q  ist. 

Entsprechend  der  Kongruenz  (77)  setzen  wir:^) 

(78)  1*»— ^— f*=2a<i*   mod.  fi*, 

wo  n  eine  ganze  Zubl  bezeichne,  die  zunächst  nicht  durch  w 
teill)iir  sei.  Ersetzen  wir  nun  in  der  fundamentalen  Identität 
(12)  die  willkürlichen  Zahlen  J?,  y  bzw.  durch  j/*,  g^,  so  wird: 

')  Daß  auf  der  rechten  Seite  von  (78)  eine  gerade  Zjihl  2  a  einfife- 
führt  wurde,  ist  keine  Spesialiaerong,  da  jede  angemde  Zahl  durch  Hin- 
zufügen von  Vielfachen  von  n  zu  einer  geraden  gemacht  werden  kann 
und  si(h  •ludurch  die  rechte  Seite  von  (78)  nur  um  Vielfache  von  n* 
andern  würde. 
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r+l 

(79)  —  g»'—  (y  —  q"y  =  D  iV^ (p" -  g")«-«'+«, 

und  dies  ist  eine  identische  (jileiclaiiig.  Die  linke  Seite  ist 
nach  (Inn  erweiterten  Ferniatsclit  ii  Satze  mit  p*'  -  q" —  q")** 
in  Bezug  auf  den  Modul  äquivalent,  also  nach  (78)  mit 
— q*' —  r"  und  somit  durch  teilbar;  die  rechte  Seite  ent- 
hält den  Faktor  n,  da  nach  g  2  alle  Zahlen  Ni  durch  n  teilbar 
sind.    Setzen  wir  also: 

(80)  n T    £  Nip*^*-^^  j»«-») 

SO  ist  T  eine  ganze  Zahl,  und  es  wird  die  rechte  Seite  ?on 
(79)  gleicli  nf^T,  und  es  folgt: 

0  =  n  •  r*  •  J  mod. 

also: 

(81)  T—O   mod.  n. 

Durch  DiÜerentiation  der  Identität  (79)  nach  entsteht 
die  Relation: 

n  (j^ 

«  S  iV.  (»  —  2  i  4-  2)  1»»«-')         Cp»  — 

(82) 


welche  ebenfalls  identisch  erfüllt  ist.    Setzen  wir  also:^) 

(83)        n  J,  =  ü  iVrf  (i  —  1) (-2)    (-2)  r"(— «*+!), 

WO  dann  1\  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird  iu  HUcksicht 
auf  (77) : 

(830  w        1)_  f«(»-i))  =  n*2*+  fi(g»r*—  2 p**  2")  J,  mod. 


')  Die  hier  eingeführten  Zahlen  T  und  T,  wenleii  später  zum 
Unterschiede  von  anderen  analogen  Zahlen  taii  und  2\f  bezeichnet 
werden. 
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Die  linke  Seite  ist  wegen  der  Kongruenzen: 

=  ^(»-D  ==  1    mod.  n" 

durch       teilbar,  T  nach  (81)  durch  n;  es  wird  also: 

(84)  (f*-2i>-)r,--0   mod.  n«, 

denn  der  Faktor  q"  kann  der  Voraussetzung  nach  nicht  durch 
n  teilbar  sein.  Es  ist  also  Tj  durch  teilbar,  ausge- 
nommen den  Fall,  wo  die  Zahl  r" — 2 j/* £=  —  (j/*  4- 2*'jJ 
durch  n  teilbar  ist. 

Zu  weiteren  Beeultaten  gelangen  wir,  indem  wir  auf  der 
linken  und  rechten  Seite  von  (82)  auch  die  dritte  Potens  von 
n  berücksichtigen.  Wir  führen  drei  Zahlen  n,  x,  q  m,  die 
durch  die  folgenden  Gleichungen  definiert  seien: 

(86)  jr-'^l+nn,        »  =  1 -|- n>«,  r^-^^l+ng. 

Dann  wird  auf  der  linken  Seite  von  (82): 

n  —  (ir — 

(86)     =  n  dJ»««»-"  —         +  2  ö    !*(•-«>)  mod.  h* 

^n^{7i  —  e  -f  2  a  r"-^  mod.  n*. 

Auf  der  rechten  Seite  von  (82)  ist: 

E  JV;  (n  -  2 i 4-  2) Cp"  —  g«)— "+» 


»+1 

(87)  5j  iv;(«— 2 i  +  2)         jj^t'-i^  £^(ii-2<+i) 

4-  2  a     (n  —  2  i  4-  1)  f*(— «o] 

=  n»r  — 2nj>»aT,4-2an»i»"2«  J,   mod.  n\ 

wenn  T  wieder  durch  (80)  und  die  ganze  Zahl  durch  die 
Oleichung: 

(88)  n  J,  =  i  Nt{2 i — 1)(2 i — 2) p^v-i)     - «)  r»(^— «« 

definiert  wird  (denn  das  fOr  t  as  y  4. 1  entstehende  letzte  Glied 
hat  den  Faktor  n  —  2  i  4- 1,  d.  h.  den  Faktor  Null).  Die  andere 
Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (82)  ist  nach  (78): 
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wenn 


-I 

==  S  iV<  (i  —  1) ^V-«)  rr»(P-«<+«l 

+  2  a  n«  (»  —  2  i  +  2)  r«<«— 
=    r"  •  »  Tj  —  4  a  n*  X,      mocL  n*, 


ist 

gesetzt  wird.    Wegen  der  iieiation: 

(2i  -  1)  (2i -  2)  «  4(i  —  1)»  +  2  (i  -  1) 
ist  aber  (da  N^^i^n  war): 

(88*)     »  J,r-  =  4  »  r,  -f  2  »  2\  —  2    yi^-t'-i)  ^•(»'-O. 
Es  wird  demnadi: 

•4-1 

_»ä"r-Jj-|-2a»V^i-aw'2"r"T,    mod.  n*. 

Setzen  wir  die  Werte  (86),  (87)  und  (89)  in  (82)  ein,  so 
ergibt  nch: 

(90)      ~ ^  :^  nr  +  fl-(f--2i>")(T,-afi«  J,) 

wobei  zu  beachten  ist,  dafi  nach  (81)  die  Zahl  T  durch  «,  and 
nach  (84)  das  Produkt: 

durch  n'  teilbar  ist. 

Ähnliche  Gleichungen  und  Kongruenzen  erhält  man,  indem 

man  die  Identität  (79)  nach  q**  differenziert  und  analoge  Ent- 
wicklungen anstellt.  Wenn  man  aber  die  so  entstehenden 
Kelatiouen  benutzen  will,  so  ergeben  sich  keine  brauchbaren 

im.  BHmsrtud.mfth.^'Plqrt.KL  28 
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Kesultate,  wenn  man  nicht  zuvor  noch  eine  wtttere  Potenz 
Yon  n  bei  der  Entwicklung  berücksichtigt. 

Zur  Vereinfachung  der  Rechnungen  ersetzen  wir  im 
folgenden  die  Kongruenz  (78)  durch  die  Oleichung: 

(91)  ^-  _    _  r»  «  2 an*. 

In  Rücksicht  auf  die  späteren  Untersuchungen,  hei  denen 
die  Zahl  a  als  durch  eine  Potenz  von  n  teilbar  angenommen 

wird,  empfiehlt  es  sich,  statt  der  Zahlen  jr,  g  die  Zahlen  jo,  r 
beizubehalten.    Die  Kongruenz  (90)  lautet  dann  (da  T,  durch 
teilbar  ist  und  da  r"  —  2p'*  ^  —  (2"  4"      mod.  ist): 

^^^^      =»T-2-(2--|-i>'';(r,-an«r,j    mod. «»  ») 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daü  9~ -f-J^"  nicht  durch 
fi  teilbar  sei,  denn  nur  dann  ist  nach  (84)  die  Zahl 
notwendig  durch  n'  teilbar.   Es  soll  demnach  im  fol- 
genden zun&chst  angenommen  werden,  dafi  keine  der 
drei  Zahlen  j)""  -f-  q**,     -fr",     —  r*  durch  n  teilhar  sei. 

Differenzieren  wir  die  Identität  (79)  nach  so  wird, 
analog  zu 

=  —  L  iV.  (n  —  2  i  4-  2) g-f-»'  (p»  —  5^")  — 

(93) 

+  E     (i  —  1)         2"<'-'>  Cr  —  2*)"-"+«, 

Die  eckige  Klammer  der  linken  Seite  ist  hier: 
—  —  qnin-i)  —  2ai»*r"^"~'-^^j   mod.  »* 

und  auf  der  rechten  Seite  die  erste  Summe  wieder  durch  (87) 
gtM^i  b(>n,  die  zweite  Summe  unterscheidet  sich  von  der  Summe 

(bUj  nur  um  einen  Faktor;  sie  ist  also: 


M  Hätten  wir  in  (ül)  den  Faktor  von  n-  als  nno^erade  Zahl  ange- 
nommen, HO  blitten  wir  hier  rechts  und  links  mit  2  multiplizieren  mflaseo; 
etwas  we«entlicbea  würde  dadurch  nicht  geändert  werden. 
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^  nj?*r»     -f  2 o»=* j>"     —  aii*i>"r"  J,    mod.  nS 
80  daß  wir  erhalten: 

(Ö4)    =  — iiT4-|i^(**+2.«-)(r,  — aji«iy 

=  —  «  T  -1-     U^"  -f  2")  (1^1  —  a  mod. 

In  allen  unseren  Rechnungen  kommen  die  Zahlen  q  und  r 
symmetrisch  Tor;  in  Yorstehenden  Formeln  darf  daher  auch 

übenill  q  mit  r  vertauscht  werden.  Bezeichnen  wir  demnach 
rait  Tjq  die  Ztihlen,  welche  aus  T,  Tj,  jT,  durch  diese 

Vertausch uug  entstehen,  d.  h.  setzen  wir: 

(95)  «r,  =X;  ^i|^l•-l)r"^'-»>g"^*-='•+i^ 

(90)  nr,,=  i;  iVi(i  — l)ö"^'-2)r"«-2>g»^— 2»+'>, 

(97)  nr2j  =  i;  iV;(2i—  l)(2i  -  2)i>-('-«» r-('-2) «o, 

und  bezeichnen  dementsprechend  die  früher  eingeführten  Zahlen 
T,,      jetzt  bzw.  mit  Tr,  T\,^  Ttrt  so  bestehen  auch  die 
folgenden  beiden  Kongruenzen: 

^     =nJ,  — r»(r--i-i»»)(2'„  — an»T2,)   mod.  n» 
und: 

«»o»- 1)  |*0»  - »)  —  2  a  n*  fl»^- 

^   ^  ==— 11^,4- i>"(i?-  +  r")(T,,  — a«»rt,)  mod.n«. 

Multiplizieren  wir  die  Kongruenz  (92)  mit  p**,  die  Kon- 
gruenz (93)  mit  9"  und  bilden  die  Summe,  so  wird: 

=  n2V(|>»  — mod.  n*, . 

oder: 

(1 00)  i)"*  - 3 —     rrn Tr mod,  «• 

23* 
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Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  leicht  direkt  aus  (79); 
wie  es  nacli  dem  Eulerschen  Theoreme  über  homogene  Funk- 
tioneu  sein  muii.  Durch  Anwendung  der  (ileichung  (91)  auf 
die  Identität  (79)  und  Entwicklung  nach  Potenzen  von  n 
erhalten  wir  genauer: 

_.     _  ,*t  _  2  a  n*  r"  -  » 

oder: 

^      '  =2ai»»-f  fif-T,   mod.  n». 

Ebenso  ist: 

(101)  11^— j**— f*»  =  2an*+ng"T,  mod.n», 

und  folglich: 

(101*)  2V  =  5*       mod.  »♦ 

Dieselben  Rechnungen  lassen  sich  auch  durchführen,  indem 
man  von  der  zwischen  und  r",  aualog  zu  (79),  bestehenden 
Identität  ausgeht;  dieselbe  lautet: 

(102)  j«*»+f*»-(2^)»=  L  iVi(-iy-»g-<^-Wf*t'~»)(gH^)r-«H-t. 
Setzt  man  also,  analog  zn  (80): 

(102*)  fi2;«Ei^i(~i)'-»jr^'"'^'*<'~V<"""+". 

ist 

80  folgt  wieder: 

(102»')      *  Jp  =  0    mod.  n. 

IHe  Difierentiation  der  Identität  (102)  nach  ^  eigibt: 
n  —  (g»  +  r")"-i] 

(103) 

4- 2 -Är<  (- 1  y  - '  (i  —  1)  2*  "  ^>  r- i»"  -  »  (2- + r")— 2 ' + 2 

=     i;p  -f  »  r-  (i^"  —  2  g")    j,   mod.  n\ 
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wenn: 

(104)  i)'-'(i-i)g"<'-«>f*<'-*>i»^t"-"+*> 

gesetzt  wird;  und  aus  (102)  folgt,  analog  zu  (84): 

(105)  (|)»  —  2  fl«)  Tip  ~  0    mod.  n». 

Beraeksichtigen  wir  auch  die  dritte  Potenz  yoq  n,  so  ist 
die  linke  Seite  von  (103): 

(106)  =nfa»t— i)__|,»»i««-i)_2an*i?»t»-2)]    med.  n*. 
Auf  der  rechten  Seite  (103)  ist  die  erste  Summe: 

(107)  T,-'2nq'*r''  Ti,^2an'q'*r»  Tip    raod.  n\ 
wenn,  analog  zu  (88): 

(108)  S M(- ly-» (2i- l)(2i -2) ^-('-«f  ('-« |,»("-««. 

Die  zweite  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (103)  ist: 

(109)  =np^r^Tip-i'4an^  T^, f   mod.  n\ 
wo:  ^1 

»28,«syrf(t- 1)«(-  ly-»  g»«-«>»-«-»)|»F»(— 


Diese  Zahl  Iftßt  sich  auf  T^p  mittels  der  zu  (88*)  analogen 
Relation: 

n  r2yp"«  4»  Tz,  +  2»  Ti,  —  2i»»  v(— 1)'  ig»«'-  ^r^c»^-  >) 

zurflckftlhren ;  folglich  wird  der  Ausdruck  (109): 

(110)  =£n|>"r»Tij»— 2a«»r»i'i,-i-an»irf*J2,  mod.  n*. 

Durch  Einsetzen  der  Werte  (106),  (107)  und  (110)  in  die 
Identität  (103)  findet  man  (da  Tip  durch  fi*  teilbar  ist): 

llll)  X  /-  x- 

^         zzuJV— f*(^»  — f»)(ri,+  ofi»rf,)  mod.  fi^ 

Durch  Vertauschung  von  q  mit  r  ergibt  sich  ebenso; 

(112)  «  "  i' 

^         .  1  II  2i  4-  3"  (2*  -  r")  (2 1^  -h  a  n»  T2p)  mod. 


Digitized  by  Google 


880      Sitzung  der  math.-phys.  KJasse  vom  7.  Dexember  1907. 

Durch  Anwendung  der  Gleichung  (91)  anf  die  IdentiUt 

(102),  erhalten  wir  ieruer  die  zu  (lOÜ*)  analoge  Kongruenz: 

(113)  jT»— 2**  — f*»  =  2a»»  — mod.  n» 

Die  Kongruenz  (101  ■)  können  wir  demnach  in  der  folgen- 
den Form  erweitern;  es  ist: 

(114)  —  jj^    =  g»  2V  =  r*  Tr   mod.  «*. 

Die  hier  aufgestellten  Kongruenzen  sind  sämtlich 
eine  Folge  der  Gleichung  (91),  unter  der  Voraussetzung, 
daß  keine  der  Zahlen  i/* -|- fi",  -f- i^i  ä"  —  r*  durch  n 
teilbar  sei. 

Um  die  Übersieht  zu  erleichtern,  wollen  wir  noch  folgende 
Bezeichnungen  einführen;  es  sei: 

(g-  -  r»)  {T,,  +  a     To^)  =  S,, 
(1 14*)  (r-  -f  p»)  (r„  -  a    T„)  =  S,, 

Die  Kongruenzen  (92),  (94),  (98),  (99),  (III).  (112)  kuten 


dann  (mod.  n 
(115) 

(115»)  r"i— ' 
(115»») 

(1150  • 
(115«)  » 
(115«)  > 

Multipliz 


): 

—  r"(— »  +  2  rr     #t  Tr  —  w*^*, 

_    t«- 1)  —  2  a       ^"-^^     —  n  Jr  -f  «V  -i^r , 

eren  wir  nun  (115)  mit  r*,  (115^)  mit  ^  und 
bilden  die  Sunmie,  so  ergibt  sich: 

|,«i»-n      4_  r»)  -  r»*  —  f/'»-  -[-2  a  n'  (r*^— '>  +  ^) 

=  »(f*Tr-i-fi"J,)  — »V^C-S^  +  Ä,)  mod.n». 

oder,  da     4-r*=s|)» — 2an'  ist: 

(116)  —  j"» -  r»'  4-  2an»  =E n(r- Tr  +  T,) 

-  n»g»r ' (5, 4-  5,)   mod.  »*. 
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Analog  erhält  man  aus  (115*)  und  (115**),  indem  man 
bzw.  mit  r*  und  ^  multipliziert  und  die  Summe  bildet: 

!*• — —  g^C»-!)  (f*  —  yr)  —  2  a  n*  (r»<»-»>  -j- 

i-n(p-2V-f-rr)-h«V^('Sr-iS;)  mod.n^ 

oder! 

^     '  —  nV»*(Ä  — fl;^)  mod.«», 

endlich  analog  durch  Vertauschung  von  q  w\\i  r,  wobei  6g  sein 
Zeichen  wechselt,  oder  direkt  aus  (llo'^j  und  (115*): 

^     ^  —  w  V    (^7 -f -Sp)    mod.  n». 

In  Rücksicht  auf  (113)  lassen  sich  diese  letzten  Kon- 
gruenzen in  folgender  Form  schreiben: 

(119)  -ifHÄp-Ä)l»-r»  -  -  »H'&p-f  Ä,)r^'- 

==— n*fl»f*(Ä,-f-4)   mod.  I»», 

und  hieraus  leitet  man  die  folgende  Uelatiou  ab: 

(120)  8pp'=z8r9*'-S^it  mod.». 

Multiplizieren  wir  jetzt  die  Koni^nienz  (II.'))  mit  r".  (115*) 
mit  und  bilden  die  Summe,  so  wird  unter  Benutzung  von 
(114): 

^      ^  =n»fl-(-%l»--iS^r")  =  (r»— l»")(j?"i-'>  — r"^-'>) 

mod. 

also  nach  (120)  und  (91),  oder  direkt  aus  (115^)  und  (115«'): 

(121)  — r-<— >>==ii*Ä^j"  mod.«»; 

ebenso  ist: 

(121»)  — ^•«"-'JE^n'Ärr«  mod.»*, 

und,  indem  man  (115»)  mit  f",  (115*)  mit  g"  multipliziert, 
ergibt  sich  durch  Subtraktion: 

(121*)        j«c»-»  — =  — mod.»». 
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Vermöge  dieser  drei  Relationen  werden  die  Kongruenzen 
(115)  . . .  (115«)  auf  die  Relationen  (119)  und  (120)  reduziert 

Die  von  uns  aufgestellien  Gleichungen  und  Kongruenzen 
sind  sSmtlicli  Folge  des  Bestehens  der  Oleichung  (91)  bzw.  der 
Köningens  (78).  FQr  die  Anwendung,  welche  wir  im  Auge 
haben,  ist  es  wichtig,  die  Kongruenz  (77)  mit  der  Kongruenz: 

(122)  jf»  — — r-'  =  0   möd.  «• 

in  Verbindung  zu  bringen.  Es  fragt  sich,  ob  beide  Kon- 
gruenzen gleichzeitig  bestehen  können. 

Infolge  ?on  (122)  sind  nach  (100*),  bzw.  (101)  oder  (113) 
jetzt  die  Zahlen  T„  Tq  und  T,  durch      teilbar.  Wir  setzen: 

(123)  p"'  —      -  f**  —  2  y  n\ 
Dann  ist  nach  (113)  und  (lU): 

(123»)   2yn»  =  2afi«  — 2€iii»-fi*rr   mod.  n*. 

Alle  vorstehenden  Überlegungen  und  Rechnungen  können 
in  ganz  derselben  Weise  durchgeführt  werden,  wenn  man 
überall  g",  r",  bzw.  durch  p*\  fl**,  r*'  ersetzt.  Besteht  die 
Relation  (123),  d.  h.  wird  gleichzeitig  a  durch  yn  ersetzt,  so 
hat  man  offenbar  in  allen  vorstehenden  Kongruenzen  die  Potenz 
des  Moduls  um  eine  Einheit  zu  erhöhen.^)  Seien  also  2^,  Sr 
die  Zahlen,  welche  aus  Tr,  S,  entstehen,  wenn  man  f)*',  g**,  f** 
für  />•*,  g",  r"  einsetzt,  so  ist  z.  B.  analog  zu  (92),  wie  man 
mittels  der  erwähnten  Substitution  aus  (82)  ündet: 

^nTr^r'  ir'  +  r')  (^1  -  / n»  Ti)  ^  »2?  -       n*   mod.  »*. 

Gemüfj  (^3)  ist  hier  also  Tu—T\r  mod.  n',  und  somit 
auch  T\r  durch       teilbar.   Die  links  stehende  Differenz  ist 
durch  fi*  teilbar  und  deshalb  folgt,  daß  Tt  auch  durch 
teilbar  ist,  wie  es  wegen  der  Kongruenz  Tr^Tf  mod.  selbst- 
▼erstSndlich  war,  denn  nach  (123*)  ist  jetzt: 

(vm  rr=o  mod.*». 


Vgl.  auch  die  Rechnungen  im  folgenden  raiagnphen. 
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In  obiger  Kongruenz  kflnnen  wir  reclite  und  links  mit  fi 
diTidieren  und  erhalten  dadurch: 

(123«)  — r"^"-^^  -H  2}'n»r"^— 2>  =  2?  —  ng"<S;  mod.  n\ 

Hierin  haben  nach  obigem  die  Zahlen  T  folgende  Werte: 

V  -f  1 

(123*)  n  T{r  «  e'  Ni (i  —  1) 3-*«'-« 

V 

iirir=  £  JV,(2i  —  l)(2i  —  2)i>«'^-^>fl"=^-=^>r"'^— 

»  =  2 

und  es  ist  zu  setzen,  analog  zu  (114*): 

Da  JIr  durch      teilbar  ist,  so  haben  wir  auch: 

(123«)         S'r  r_  (3«  4-  i)«)  (Ti  r  —  y    lar)    mod.  n*. 

Die  Zahlen  2"  lassen  sich  in  folgender  Weise  auf  die 
Zahlen  T  zurOckfUhren.   OemSfi  (85)  ist: 

l^»l»"(l  +n3ty=p^{l  +  »»»w*)   mod.  »*; 

setzen  wir  also  zur  Abkürzung: 

P  =  ji4-x  — 2ß,  C  =  ^*  +  «*— 2e*, 

80  erhalten  wir  aus  (123<>): 

4-  n*ß  —       —    yß*]      mod,  n*, 

(1230  _^      ^  _     ^  _  „3  y  ^a-]  jnod. 

p^'r'  Tu  ^  S(2i-  l)(2i-2)Jli;[l  +n»(i-l)(P+  n  v 
4-  « '  ö  —  2  »*  ^  —  2    V  e*]   mod.  »*, 

und  durch  Auflösung  der  Klammem: 
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(123«)ri,=  2'„+ii'(P+iivC)rar+(»*-ii»-ii«ve)e^r    .  n\ 

WO  Tsr  wieder  nach  (88*)  auf  T%r  zurückgeführt  werden  kann. 
Da  nun  Tt  und  2*1  r  je  durch     teilbar  sind,  so  folgt  schließlich: 

T'r      Tr  mod.  w*, 

(123")      TU  =  T„  +  ii»(«  +  ^-2e)2',r  . 

m 

Die  erste  dieser  Kongruenzen  gibt  uns  zusammen  mit 
(123*)  das  Resultat: 

(123*)  2(y-'a)ii»  =  f-r;  mod.»*. 

Subtrahieren  wir  jetzt  die  Kongruenz  (123^)  von  (115), 
so  wird: 

(2a  —  2  y)  n»  ^  (nIV—  2^  —  »•^»5;.+  n9"/S;)f*   mod.  «», 

und  in  HUcksicht  auf  (123'')  und  (1230  ^oigt  weiter: 

(123^)  S;  — fiÄ-   mod.  ll^ 

so  dai&  aus  der  Kongruenz  (123*')  die  folgende  hervorgeht: 

(123»)      ii*fi^  =  (p-  +  «-)(2'ir-yn»r2r)  mod.n* 

wonach  T[r  .j»'tzt  durch  n"^  teilbar  ist,  und  weiter  durch 
Vergleichung  mit  der  dritten  Gleichung  (114*): 

(123«)   TJr  — yn»T4r  =  «(T,r  — ai»»r2r)  mod.«*. 

In  Kücksiclit  auf  die  dritte  der  Kongruenzen  (128'')  kann 
die  mittlere  der  letzteren  demnach  in  der  folgenden  Form  ge- 
schrieben werden: 

(123»)  (y  -  a)     T^r  -f  n  Ji,  -  Tir  +  »M-P  +  nvqjl^r 

mod.  n^. 

Ganz  analoge  Relationen  ergeben  sich,  wenn  man  von  den 

Zahh'n  T\  S'  zu  Zahlen  7  ",  N"  übergeht,  indem  man  wieder 
p.  q,  r  bzw.  durch  7",  r"  ersetzt.  Um  dann  diese  neuen 
Zahlen  auf  T'  und  b'  zurUckzuiUhreu,  hat  man  in  dt;u  eckigen 
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Klammern  der  Kongruenzen  (1230  Exponenten  Ton  n 

um  eine  EuoHeit  zu  erhöhen  und  den  Modul  durch  n*  su 
ersetzen,  femer  die  Definition  von  Mt  entsprechend  ahzuSndem. 
An  Stelle  von  (123^)  findet  man  so: 

(123*)      TTr  =  3rir  +  ««(P  +  »re)rir        .  n\ 

Gleichzeitig  haben  wir  jetzt  y  durch  —  a  zu  ersetzen; 
denn  es  ist: 

IT»  —  gf"*  -  r»»  Ii:  l>^» — g"'  -  r"'  +  (ji*  ;i  —  2»  X  -  r"  mod.  n*, 
und: 

j)"'— g'^—r"'  — —r*  +  n*{j^n  —  ^H  —  f^Q)  mod.  n^ 
also  zunächst: 

* 

p^n—^H  —  r*ß  =  —  2a   mod.  n 

und  dann: 

(123P)  —  fl^  —  »*•  =  2  (y  —  a)       mod.  n*. 

Bei  Aufstellung  der  zu  (115)  analogen  Kon^uenz  ist 

daher  a  durch  —  a  zu  ersetzen  und  der  Modul  wieder 
durch  n*;  es  wird  also: 

=  nTr  —     2"'  S'r    mod.  »*, 
wo,  analog  zu  (123*): 

(1230       ^"r  ^  (ff*  +  P")  (^'Ir  -  (y  -  «)     2  2r)    mod.  n* 

gesetzt  ist.  Da  in  (128^)  die  Diffinrenz  der  ersten  bdden  Glieder 

der  linken  Seite  durch  «*  teilbar  ist,  so  erhalten  wir: 

2(y  —  a)f»»  =  ii  j;r"  — »»^r»S;   mod.  n*. 

Nacli  (1230  und  (12:^°)  ist  aber  die  linke  Seite  mit  dem 
ersten  (iliede  der  rechten  Seite  in  Bezug  auf  den  Modul  »* 
äquivalent;  wir  erhalten  also: 
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(12d«)  S'r^O   mod.  »^ 

und  somit  aus  (123')  und  (123o): 

(123*)    T\r^n*(r-a)T2r  —  n*(P'\-nvQ)Tsr    mod.  n*, 

denn  fUr  J«r  und  Jsr  gilt  yennöge  einer  za  (1230  analogen 
Umformung  dieselbe  Relation  (123^),  wie  für  Tu;  setzen  wir 
hier  noch  den  Wert  yon  T\r  aus  (123^)  ein,  so  wird: 

(123«)        rir  =  — »*(»  +  *  — 2  rt^tr  mod.ii», 

was  mit  (123")  in  Übereinstimmung  ist.  Letztere  Kelation  gibt 
uns  aber  mehr,  wenn  wir  sie  mit  den  Kongruenzen  (128^)  und 
(123'*)  verbinden;  durch  Subtraktion  der  letzteren  voneinander 
erhalten  wir  nämlich  unter  Benutzung  Ton  (123"): 

oder,  wenn  wir  den  Wert  der  Di£Ebrenz  Tu — Tlr  aus  (123*) 
entnehmen: 

n^Sr^(^'\'P^)laTtr  —  in  +  H  —  2Q)Tir]n^  mod.«* 

und  wenn  wir  S',  gemäl^  (123^)  durch  Sr  ausdrücken  uiid  so- 
dann Sr  mittels  (123')  und  (123°>)  auf  und  Tu  zurück- 
führen: 

«  ( 7\  r  —  a  n*  Tjr)  +     (71  -i-  X  —  2  ß)  Tsr  =  a  »•  2jr  »od. 
Der  Vergleich  mit  (123^)  ergibt  demnach: 

n^iji  +  ^-2Q)Tir-:=2an^Tu-Tir        ,  , 

mod.  n% 

n-i  —  Tlt 

und  hieraus  folgt,  daLi  entweder  a  oder  Tor  durch  «  teil- 
bar sein  mufj.    Es  hiüt  sich  aber  zeigen,  daü  die  Zahl 
den  Faktor  n  nicht  entiialten  kann.    Aus  (115)  und  (IIT)») 
ergibt  sich  nämlich  durch  Subtraktion  (da  Tr  durch  teil- 
bar ist): 

(:rr  4-  X  —  2ß)r"-H  4a~  —     (j»"  r  (i")f*   mod.  n; 
beracksichtigen  wir  also,  da&  nach  (88*): 
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4Ttrr*  =  2'2r   mod.  n 
ist,  so  finden  wir  aus  (123^):' 

4  Tir  ^    Tir  [4  y        ^"  +  2")  f^}    mod.  »*, 

und  durch  Yergleichung  mit  (123^): 

Ijr (p*  +  ff")*  =  4  mod.«, 

so  dati  in  der  Tat  T2r  nicht  durch  «  teilbar  sein  kann.  Somit 
erhalten  wir  das  iilr  uns  wichtige  Kesultat: 

(124)  a  =  0  med.». 

Betrachten  wir  noch  den  hisher  ausgeschlossenen 
Fall,  wo  ff  —  r  durch  n  teilbar  ist.  Dann  reduziert  sich 
die  Kongruenz  (77)  auf: 

(125)  j;"  =  2ff"   mod.  »«. 

In  (84)  kann  dann  der  Faktor  r"  —  2p^  (~?"  —  2p^)  nicht 
durch  n  teilbar  sein;  es  folgt  also  Tir^  0  mod.  n  und  ebenso: 
Ti|~0  mod.  n.   Aus  (125)  erhalten  wir  durch  Potenzieren: 

(125-)  2— >  =  1  mod.«». 

Nur  für  Zahlen  n,  die  dieser  Bedingung  genügen,  kann 
also  der  Fall  q  =  r  eintreten.  Eüne  Bestätigung  dieses  Re- 
sultates geben  auch  unsere  allgemeinen  Summenfbrmeln.  Die 
Gleichung  (82)  war  fthr  die  QrOßenjp^  und  ff*  identisch  erfüllt; 

wir  dürfen  also  p**  durch  2,  q**  durch  1  ersetzen;  das  gibt: 

«(2--'  - 1) «  x;^i(ii-  2i + 2)  2*-«  +  EÄ(i-  «a*-« 

^^^^^  —  »5:iv;2'~>  — 3i:iv,(i  - 1)2'-«. 

Machen  wir  andererseits  in  (98)  dieselbe  Substitution, 
so  wird: 

0  =  £  JVi(i-  1)2-1  —  2;  JV;(n  —  2i  ^  2)2'-» 

oder: 

(126*)  niiNt  2'-»  —  6  S  JVi  (i  —  1)  2'-«. 
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Drucken  wir  so  die  erste  Summe  durch  die  zweite  aus, 
so  erhalten  wir  aus  (12t>): 

(126'>)         »(2— >  — l)  =  3L^.(i-  l)2'-2.») 

Ferner  ist  nach  (83)  in  unserem  Falle  (d.  h.  für  q  =  r): 
n  J„  =»       «  ü    (i  -  1)  2*-« 

Man  ersiebt  hieraus,  daß  die  Bedingung  Ti,    0  mod.  «* 

im  Falle  2^/'  iu  der  Tat  mit  der  Bedingung  (125*)  überein- 
stimmt. 

Analog  folgt  aus  (102),  wenn  man  g**  und    durch  1  ersetzt: 

(127)         2  (1  —  2—0  =  Ii     (—  1)'~*  2— 

und  aus  (103)  erhält  man  dasselbe  Resultat  Beiläuüg  finden 
wir  also  die  iielution: 

Soll  im  Falle  q  =  r  mod.  n  auch  die  Bedingung  (122)  er- 
füllt sein,  ao  ist: 

fr*  =  2^  mod.ii*, 

während  sich  aus  (125)  durch  Potenzieren  ergibt: 

f*=2^^  mod.»*. 
ÜB  müßte  also  die  Bedingung: 
(127»)  2—^  ^  1    mod.  »» 

erfüllt  sein.   Wir  fassen  das  Yoratehende  in  folgendem  Satse 

zusammen : 

Wenn  zugleich  mit  der  Kongruenz  (77)  auch  die 
Kongruenz  (122)  bestehen  soll  und  die  erstere  Kon- 
gruenz nur  für  den  Modul  n'  (also  nicht  für  »*)  gilt, 
so  ist  das  nur  möglich,  wenn  eine  der  Zahlen  p  + ''t 


M  Hiemus  folgt  iM'ilüutig,  duü  die  Zahl  2"-' —  1  ftlr  jede  ungerade 
Zuhl  n  durch  3  teilbar  ist,  wie  man  auch  direkt  leicht  erkennt. 
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q  r,  q  —  /•  durch  n  teilbar  ist  und  die  ungerade  Prim- 
zahl n  der  Bedingung  ^27*)  genügt.') 

§  9.  Erweiterung  der  in  §  8  aufgestellten  Hilfsformeln 
für  höhere  Potenzen  des  Moduls. 

Wir  haben  bisher  ausgeschlossen,  daß  die  Zahl  a  durch 
n  teilbar  sei.  Setzen  wir  jetzt,  entsprechend  dem  in  (125) 
gewonnenen  Resultate: 

a  =  /?  •  n*, 

so  geht  die  Gleichung  (91)  in  die  folgende  Uber: 

(128)  ^«  _     —  r"  =  2  /?n'+2. 

Wir  haben  nun  die  entsprechenden  Fragen  zu  untersuchen. 
Wir  gehen  zu  der  Relation  (82)  zurQck;  die  linke  Seite  derselben 
wird  jetzt: 

(8üj*   I-  n         »  —  f*!»-»)  +  2ßt&^^  r«(»-2)]   mod.  w^+\ 

und  die  erste  Summe  der  rechten  Seite  von  (82): 

(87)*  =     Jr  —  2  nj?"    Ti ,  4-  2  ^  »^+3 j/'    iW    med.  «H^, 

femer  die  zweite  Summe: 

-  » ä"  r~  Ji ,  -h  2 q''T,r-ß  n'+^  q» r»  T,, 
^   ^  _^ftH8va|^t-i)^(-n   mod.  11^, 

80  dafi  wir  aus  (82)  erhalten  (da  Tir  wieder  durch  teil- 
bar ist): 

(92)* 


^)  Der  zu  Anfang  dieses  ParagraphSB  aiugetprochene  Satz  hatte 
sich  mir  als  beiläufige  Folgerung  prgehfn;  es  zeigte  sich  aber,  data  der 
Rcweis  eine  Lücke  hiitte;  Icid'T  konnte  ich  <h'n  ausgesproi^henen  Satz 
nicht  mehr  unterdrücken.  Er  i.st  ültrigen^  lür  die  einfuchdlcii  Fülle 
richtig;  so  hat  man  für  n  =  7:  3^  2'  —  1"  ü  mod.  7"^  (auch  mod.  7-*) 
und  2»  =  lV  —  3=»  1  mod.  7,  und  tur  «---13:  —  8»' —  1 1'^  _ 0 
mod.  13*  (auch  mod.  13')  und:  11«  8'^  6«  ^  1  mod.  13;  für  n  =  19: 
5W  —      ~  3»»  =  0  mod.  19"  und  2«  —  8«  ^  —  5*  =  —  l  xnod.  19. 
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ebenso  ergibt  sich  au  Stelle  von  (94): 

(94)* 

=  -nTr-fi>"(|»^-|-2»)(r,r-/?i»^+*r2r)  mod. 

Ebenso  behalten  die  Kongruenzen  (98)  und  (99),  ferner 
(III)  und  (112)  ihre  Gültigkeit,  wenn  man  nur  überall  a  durch 
ßn^  und  den  Modul  n*  durch  n^'^*  ersetzt  Die  Kongraenzen 
(100^)  und  (113)  werden: 

mod.  n^+*, 

80  dafi  auch  die  Kongruenzen  (114)  für  den  Modul  fi^+^  gOltig 
bleiben.  In  gleicher  Weise  lassen  sieh  offenbar  alle  folgenden 
Betrachtungen  erweitem.   Nimmt  man  dann  eine  Oleichang: 

(1 23)  *  j*»»  —  fl«« — f*»  =  y,  »* + » 

hinzu,  so  ergibt  sich  durch  die  genau  entsprechenden  Schlüsse 
das  Resultat: 

(124)  *  ß  =  0    mod.  n, 
und  damit  der  Satz: 

Sollen  also  die  Kongraenzen: 

—  g"  —     ^  0    mod.  n^+* 

und: 

1^  — g*!»  — r^  =  0  mod. 

gleichzeitig  bestehen,  so  muü  die  erstere  auch  für 
den  Modul  n^+^  gültig  sein,  oder  es  muü  eine  der 
Zahlen  i'-h9fj'  +  ^»    —  ^  durcli  n  teilbar  sein. 
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§  10.  Der  FaU  III). 

Wir  kehren  nach  diesen  Vorbereitungen  m  unserer  ur- 
sprünglichen Aufgabe  zurück,  indem  wir  den  Fall  III)  unier- 
suchen.  Die  Gleichungen  (13),  (13*)  und  (13^)  geben  hier: 

naf    = r; —f*         S  ÄiaJ*- V 

(129) 

(—  1)"  n  I) — £  (- 1  )•  ^  Nit/f- » ^  - ' 

Nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei  eine  der  Zahlen  q,  r 
durch  fi  teilbar.  Es  sei  etwa  r  diese  Zahl.  In  der  ersten 
Gleichung  sind  dann  alle  Glieder  der  rechten  Seite,  mit  Aus- 
nahme des  ersten,  durch  n***^^  teilbar,  die  linke  Seite  ist  durch 
n  teilbar;  es  ist  folglich  auch  durch  n  teilbar.  Dann  aber 
enthält  den  Faktor  n",  iolifVi^h  muß  auch  x*'  y"  durch  n*~^ 
=  n-*"  teilbar  sein,  d.  h.  x  oder  y  müüte  durch  ti  teilljur  sein; 
das  aber  ist  unmöglich,  da  x,  y,  z  zueinander  rehitiv  prim 
sein  sollen  und  da  ^  =  r  •     jetzt  schon  den  Faktor  «  enthält 

W&re  umgekehrt  r«  durch  n  teilbar,  so  mttfite  wegen  der 
ersten  Gleichung  (129)  auch  r  durch  «  teilbar  sein,  und  wir 
kommen  auf  die  soeben  diskutierte  Annahme  zurück. 

Im  Falle  III)  kann  also  keine  der  Zalilen  X,  y,  z 
und  keine  der  Zahlen  ^,      r  den  Faktor  n  enthalten. 

Infolgedessen  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (129) 
sofort  die  Kongruenzen: 

^;=jp"i"-'>,    qi^^^''-^\    rjr^i-'^"-»)     mod.  n, 

also  auch  nach  dem  Format ^schen  Satze  (nach  welchem 

(180)     Pn^f^\   qn=^'\   rn=f^^    mod.  n 
und  hieraus: 

Pn^lj   qn^ly  tn^l   mod.  M. 

1807.  SiUmigtb.  d.  m»Ui.-pbja.  KL  ^ 
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£s  ist  aber  nach  III): 

und  durch  Potenzieren  erhält  man: 

ap"zzj?",  £!^=r*    mod.  n*, 

also  ans  der  ▼orausgesetoten  Gleichung  (3): 
(lai)  |>"         +  r"    mod.  n\ 

Zufolge  der  Gleichungen  III)  i^iy  -\-  e  =  j)'*^  etc.,  folglich: 
y +  —  j0  4-(af  —  y)  mod.  n", 

oder: 

(131»)  a:^y-i-£    mod.  n*, 

also  auch,  da  die  rechte  Seite  gleich  ist: 

x^PPh==P*   mod.  »*, 

und  hieraus: 

Pm=j^~^    mod.  »*. 

Entsprechendes  erhält  man  aus  (131^)  für  q  und  r,  so  daii: 

fit,  r==  ji^-»,      ==  f-»  mod. 

Üm  die  Zahlen  j?»,  g«,  r«  bzw.  von  den  Zahlen  q**  K 
r"'^  zu  unterscheiden,  müssen  wir  daher  auch  das  Quadrat 
▼on  fi  berücksichtigen.    Wir  setzen  demnach: 

(132)  =s  1 -i- #»71,    2*-'  =  l  +  >»x,    r«-»  s=  1 -i- »ßf 

folglich  gpinäfj  (130): 

Andererseits,  ist  nach  den  Gieichuugeu  III*): 

(134)  2y  =  2 gg,  =  j>-  -t-  3"  —    =      -t-  (/?-  -  g-  —  f*), 
2#  »2rrM        —    -j-  r»-s  2r''  -i-      -     -  t*). 
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Die  Vergleiehimg  mit  (133)  ergibt: 
(134*)  j?»  -     -  r"  =  —  2pji^     =  2qx^n*  =  2re,n», 

woraus  herrorgeht,  daß  jf*  —  q*  —  f*  durch  n*  teilbar  ist,  wie 

es  schon  in  (131)  gefunden  wurde.    Wir  setzen  demnach: 

(135)  jp*  —  2»  —  r"  =  2  an«, 

wo  nun  a  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  durch      q  und  r 
teilbar  sein  niuü;  und  dann  wird: 

(136)  flf—ji^  — an«,  y  —  ^^  +  an^,   ir  «t* -f- an«. 

£s  soll  gezeigt  werden,  dal»  die  Zahl  a  gleich  Null 
sein  muß. 

Setzen  wir  diese  Werte  Ton         g  va  die  Torausgesetzte 

Gleichung  (3)  ein,  so  ergibt  sich: 

0«a^  — y"  — js«  — (j^  —  an^y  —  (it     an^T  -—ir*  +  fiin*)r 
—  g»«  _  f-»  —  a  n«  (i^  ^"-'>  +    t"-'>  4-  f*     '>)  mod.  n\ 

also,  da  jede  der  drei  Zahlen  innerhalb  der  letzten  Klammer 
nach  dem  erweiterten  F  er  matschen  Satze  durch  1  ersetzt 
werden  darf: 

—  y  —  ä'*'  —  r"*  —  3  a»'    mod.  n*. 
Es  besteht  folglich  die  Kongruenz: 

(137)  jp^- jT*  — r*«  =  3an»   mod.  n» 

neben  der  (ilcichung  (l'^5).  Nach  dem  Resultat  von  §  8  kann 
dies  nur  eintreten,  wenn  entweder  die  Zahl  a,  oder  eine  der 
Zahlen  p  -\-  p  -\-  t\  q  ■—  r  durch  n  teilbar  ist.  Letztere 
Möglichkeit  ist  aber  auszuschließen,  wie  jetzt  noch 
zu  beweisen  ist  Wenn  z.  B.|»  +  9  den  Faktarn  enthielte, 
d.  h.  wenn: 

(^IciÖ)  p  =  —  q   mod.  n 

wäre,  80  erhielte  man  durch  Potenzieren: 
139)  =  —  fl"   mod.  n». 

24* 
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Wir  koUpfen  zu  dem  Zwecke  wieder  an  unsere  allgemeinen 
Formeln  an.  Das  Besteben  der  Kongruenzen  (92)  und  (94) 
wird  durch  unsere  jetzige  Annahme  nicht  grestdrt;  sie  verein- 
fachen sich  nur  dadurch,  daß  jetzt  das  Qlied  an*Tt^(j^  ^) 
gestrichen  werden  kann;  die  Kongruenzen  (98),  (99),  (111)  und 

(112)  bleiben  vollkommen  ungeändert.  Auch  die  Kongruenzen 
(115),  ...  (115*^)  bleiben  demnach  bestellen;  in  ihnen  kann 
nur  ^'r  jetzt  durch  die  einfachere  Gleichung; 

(142)  »»iS;  =  —  (r-  —  2j>*)  Tir 

dt  tiiiicrt  werden,  welche  an  Stelle  der  letzten  Gleichung  (^il-l"*j 
tritt;  im  übrigen  lauten  letztere  hier; 

n*S,  «  —  (^  —  2ji^)  (T„  —  an» T«,) 

=  (p»  —  2  r-)        +  a     T-i  p). 

Eine  Änderung  erfahrt  hingegen  die  Kongruenz  (100*); 
sie  lautet  jetzt: 

(^143)      — —  r"'-  2a«'+  nr*'  T,  —  ian^p^q"  Tu  med. 

während  die  Kongruenzen  (101)  und  (113)  unverändert  fort- 
bestehen.  An  Stelle  von  (114)  erhalten  wir  somit  jetzt: 

(144)  r"  Jr  —  4  a  «V  2"  ^  i  r    ä"     ~  —  j?"  1^    mod.  »*. 

Die  Gültigkeit  der  aus  (115)  .  .  .  (115*^)  abgeleiteten  Kon- 
gruenzen (1H>).  (llo,  (IIS)  wird  nicht  «gestört;  es  ist  nur  dort 
»SV  jetzt  durch  (142)  dt  Hniert.  An  Stelle  der  Kongruenz  (,11 9j 
linden  wir  aus  (116)  und  (143): 

(145)  2a«* r_:nf"  2V  —  n*^f*{S,  -j-  Sr)   mod.  n\ 

also  ein  mit  (11*.^  Ubereinstimmeudes  Resultat.  Aus  (117)  er- 
gibt sich  ebenso: 

(146)  2an*r=«r*Tr-iiV»*('S^r  — Sj»)  mod.«», 

ebentalls  in  Übereinstimmung  mit  (119);  endlich  aus  (118), 

(113)  und  (143): 

2o««  ^  w  ?-  T,  —  n^p"  (f  (Sp  +  S,) 
^^^^^  w  r»     -  4  a  w-'i>»  gT,  r  -    i>"  3"  iß,  +  S^)  mod.  n\ 
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Die  Kongruenzen  (119)  sind  also  jetzt  durch  (145),  (146) 
und  (147)  zu  ersetzen.  An  Stelle  von  (120)  erhalten  wir  hier 
aus  (146)  und  (147): 

4 oä" Tir  -i-p^S,-^        —  r^Sr  -  ü    mod.  », 

dagegen  aus  (145)  und  (146): 

p"  S^,  -\-  q'^S^  —  r^Sr  —  O    mod.  n. 

Es  ist  folglich  Tir  jetzt  durch  »  teilbar,  wie  auch 
aus  (125*)  und  (126^)  hervorgeht,  und  somit  ist  nach  (142) 
die  Zahler  durch  n  teilbar.  Infolge  dieses  Resultates 
gelten  die  Kongruenzen  (119)  ToUstandig  unyerfin'dert, 

und  ebenso  alle  anderen  früheren  Kelationon,  insbesondere 
uonh'U  die  Kongruenzen  (14 Ii)  und  (141)  jttzt  bzw.  mit  den 
entsprechenden  frülieren  Kongruenzen  (1  ()()*)  und(ll)i)  identisch. 

Besteht  wieder  die  Helation  (123),  so  folgt  aus  (143)  wieder, 
dafi  Tf  durch      teilbar  ist,  somit  aus  (115): 

p^{n-i)  —  -|-  2  a  n»  -  0    mod.  n\ 

ebenso  aus  (123>*): 

folglich: 

(147*)  a  =  y   mod.  n. 

Dasselbe  Resultat  leitet  man  als  eine  Folge  des  Zusammen- 
bestehens der  iielationen: 

1^  —  qt  —fM  2an* 

=s  2  j)"  -t-  ß  n\      2'»  '     1  mod. 

leicht  direkt  ab.  Infolge  der  vorausgesetzten  Gleichung  (3) 
war  aber  nach  (137)  2y==Ba  mod.  ii;  aus  (147*)  folgt  also 
wieder  das  Resultat:  a==0  mod. »,  auf  dem  alles  folgende  beruht. 

Auch  das  weitere  Rekursionsverfahren  bleibt  im  wesent- 
lichen unp^eändert. 

Aus  vor.stehrndrni  sx^'lit  hervor,  dalj  die  Fälle,  wo  eine 
der  Zahlen  i>  -h  äi     i~  '»  ^  —     durch  n  teilbar  ist,  von 
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uns  nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden  brauchen; 
und  wir  kommen  zu  folgendem  Resultate: 

Infolge  der  Gleichung  « y**  +  müssen  die  Kon- 
gruenzen: 

jjF»  —     — f«  =0   mod.  f»^+' 

zunächst  für  /  =  0  bestehen;  dann  gelten  sie  nach  unserem 
Hilfssatze  auch  für  A  =  1.  dann  für  A  =  2,  u.  s.  f.  Es  bleibt 
also  nur  die  Möglichkeit,  daü  die  Zahl  o,  welche  als  Faktor 
Ton  11^+'  bzw.  n^+'  auftritt,  wenn  man  die  Kongruenzen  als 
Gleichungen  schreibt,  gleich  Kuli  ist;  wo  wir  dann  aus  Glei- 
chung (ld5)  das  Resultat: 

(148)  _     —  r"  =  0 

erhalten.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (134)  können 
wir  sonach  folgenden  Satz  aussprechen: 

Sollen  also  drei  Zahlen  d?,  y,  a  existieren,  deren 
keine  durch  n  teilbar  ist,  und  die  der  Gleichung: 

—  I/"  —  i'"  =  0 

genügen,  so  ist  jede  von  ihnen  gleich  der  n^"  Potenz 
einer  anderen  Zahl;  und  zwischen  diesen  drei  anderen 
Zahlen     g,  r  besteht  dieselbe  Relation: 

/I»  —  9»  -  f*  =  0. 

Für  diese  Zahlen         r  gilt  also  dasselbe;  man  hat: 

^^rv 

und  es  ist: 

Die  Zahlen  7,,  r,  sind  kleiner  als  die  Zahlen  q.  r; 
letztere  kleiner  uls  dit  /aiilen  j\  //,  r.  So  wird  man  zu  immer 
kleineren  Zahlen  j»,.  7,.  r,  fortschreiten,  bis  eine  dieser  Zahlen 
gleich  1  geworden  ist,  wo  dann  eine  Gleichung  der  Form; 

P»«g-+  1 

bestehen  müßte,  die  offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  P«!* 

C  =  0  genommen  wird. 

Hiermit  ist  auch  der  Fall  Iii)  ida  unmöglich  nachgewiesen. 
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§  11.  SchluBsbemerkung 

Somit  ist  die  ünmöglichkeit  dargetan,  eine  Gleichung 
der  Form  (8),  d.h.  eine  Gleichung: 

a;»  =  y»  4-  j?«* 

durch  ganze  Zahlen  y,  m  zu  befriedigen,  wenn  n 
eine  ungerade  Primzahl  bedeutet,  und  wenn  keine  der 

Zahlen  x,  y,  z  durch  n  teilbar  sein  soll.  Der  Fall  aber, 
wo  eine  dieser  Zahlen  durch  n  teilbar  ist,  wurde  schon  oben 
(p.  297  tT. :  v<^l.  auch  unten  §  12)  erledig. 

Da  nun  die  Unmöglichkeit  des  Falles  n  =  4  von  Lam^ 
nachgewiesen  wurde,  kann  n  auch  keine  Poteuz  von  2  sein;^ 
es  bleibt  also  in  der  Tat  nur  die  eine  Möglichkeit  n  =  2. 

Die  im  Torstehenden  herangezogenen  Hilfsmittel  sind 
durchaus  elementarer  Natur;  außer  dem  Fermatschen  Satze 
der  Zahlentheorie  sind  nur  einfache  algebraische  Umformungen 
benutzt  worden.  Es  ist  daher  immerhin  möglich,  daß  Fermat 
bereits  im  Besitze  ein»'s  Beweises  für  seine  Beh;uij)tung  ge- 
wesen ist,  denn  die  von  uns  benutzten  Hilfsmittel  sind  der 
binomische  8atz,  der  Fe r matsche  Satz,  nach  welchem  /)"~'  ^  1 
mod.  n.  und  der  sogenannte  erweiterte  Fe r matsche  »Satz. 

Das  gewonnene  liesultat  kann  man  auch  dahin  aussprechen, 
daß  die  Kurre: 

af»  —  y»  — Ä*  =  0 

autier  den  drei  Punkten  0,  1,  — 1;1,0,  1;  1,1,0  keinen 
weiteren  Punkt  mit  rationalen  Koordinatt  n  besitzt. 

Bedeutet  daher  l  eine  ratifuiale  Zahl,  und  schneiden  wir 
die  hLurve  mit  der  geraden  Linie: 

(«  — y)  — iir«0, 

welche  durch  den  Punkt  1,  1.  0  hindurchgeht,  so  kann  die 
resultierende  Gleichung  nicht  durch  rationale  Werte  ertUllt 
werden.    £s  ergibt  sich  aber  durch  Elimination  von  BX 

M  Vgl.  hierfür  auch  den  Schiaß  des  oben  zitierten  Werkes  von 
Hilbert 
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oder  nach  Division  mit  x  —     wenn  noch: 


gesetzt  wird: 

(r-»  4-       +  .  .  .  4-  ^  +  1)  —    —  1)»-'  =  0. 

Ist  die  ganze  Zahl  n  größer  als  2,  so  kann  demnach  diese 
Gleichung  nicht  durch  rationale  Werte  Ton  t  und  X  erf&llt 
werden,  ausgenonmien  die  Werte  t=^l,  Jl » 0  und  < » 0, 
jl  «=  4- 1,  oder  —  1,  je  nachdem  die  Zahl  n  ungerade  oder  ge- 
rade ist. 


§  12.  Nachtrag  zu  §  7.  —  £rläuterung  der  allgemeinen 
Schiaase  an  dam  Falle  n  =  5. 

Die  üben  anj^owaiKitc  ScliIuLiweise  möge  hier  nocli  an  dem 
Beispiele  n  =  5  erläutert  werden. 

Durcli  Vergleich  der  rechten  Seite  Ton  (58*)*  mit  (57»)* 
erhalten  wir: 

t^i«  +  2r,H,-\-rlq»-^-\-  i{n-  1)     -  2)  rl 
=  —  2rinx   mod.  n. 

Wir  können  hier  die  Entwicklung  sogleich  weiter  rer- 
folgen,  wenn  wir  in  (580*  gemäß  (bS^)*  setzen: 

=  (n  -  2fir»)»«2— 

dann  wird: 

{71,  —  X,)  <2  ^  —  2  ri  -f  2  n 
•f  n^+^  2r»x,  +  ii(2n~  1)»^-«  +  j(n-l)(«-2)i1^-«] 

mod. 

also  nach  (57*)*: 

(A)       =  -2r.(^,-i-x0  -r;(2n-l)»(2»-2-l(»t-l)i,M-2)«-V» 

mod. 

Die  Zahl  i?,  in  (58)*  ist  hierdurch  bis  auf  Vielfache  von 
n^+'  bestimmt;  wir  haben  dcmnuch  zu  setzen: 
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(B)        p  —  q^  2«^+'  rt  +  n  ^tt^^+^  4-  n  t^l  n^^+*, 

luul  nun  t^i  zu  suchen.  Durch  Potenzieren  finden  wir,  analog 
zu  (Ö8*)*: 

-i-  16 r;«^^ +4  mod.  w5^+* 

und  luerin  ist: 

=  2«^  +  '  r,  4-  r,  1?,  +  r,  dl  11**+*, 

•  Andererseits  ist  analog  zu  (57)*,  gemäü  (60")*: 
!?•  —  8"  =  2»^+2y,  [1  +        » (jii  -I-  xl)  -f  n2^+2  „'^ 
+2n»*+».y.f{l*'-V"'  mod. 

oder  wenn  wir  die  Relation  (B)  zur  Umformung  benutzen,  und 
beiderseits  mit  r,  dividieren: 

2xi +n*+>  dl  +n«*+«di  +«« « 1 +4y  r,  ^»+n«*+«.  4  v  •  n  di 

+n^  +  >  i(n-l)(n-2)4rJ^'-s+w2^+H(M-l)(«-2)(n-3)2r?9"-* 
=  2 £ (Jil  +x;)+2»^+ '  ni xl +»2^  +2 .  2y .       -  •    - »   mod.  »=^'^+3 

oder,  analog  zu  (58*)*: 

(xt-Äi)  3  =  2ri  -  2nrig"  - ' 
[*t«-«-2r,x»+('*,--^rI)«g+|(ii- l)(ii-2)ti3— 
^  '     +••"+« [2r f?i>^- V-  ^1  xi  g  -     g  -  4vr,  d,  j"-' 
-|'1(»-'l)(»-2)(ii-3)2--«]    mod.  n3^+3. 

Hierin  ist  ~xi)*  gemSß  (58^)*  durch  die  Zahlen  r„  9,  d„ 
»1,  ausEndrOcken.  Einen  anderen  Wert  fDr  x, — finden 
wir,  indem  wir  in  (E)  die  linke  Seite  dureh: 

1>  -  3  +    -  *  (l>    —  fl »«,)     2    + '  r,  -h    + '  g  (ji ,  —  X,) 

+        2r, 4-     +•  ^  *i   mod.  n«*+* 

ersetzen,  wobei  zur  Umformung  die  Kongruenz  (58)*  benutzt 
wurde;  wir  erhalten  dann  aus  (£),  nach  Division  mit  n^+^ 
analog  zu  (57*)*: 
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3i&cht  man  in  (F)  die  angedeutete  Substitution,  nämUdi: 
4  W  -  xi )*  ^  4       •  -  *  +  4  ff' ff  g«— «  —  8  «  rj  " 

+  4(»— 2)fi«— *  — 2^;*i]   mod.  »2*+* 

und  er>»  tzt  noch  rf**-^  durch  1  -f-  so  stimmt  die  rechtf 

Seite  von  (F)  mit  der  nachten  Seite  von  (G)  bis  auf  die  Glieder 
mit  dem  Faktor  fr^+^  überein  (denn  so  war  i^j  bestimmt);  die 
Vergleichung  der  letsteren  gibt  also  eine  Bestimmimg  Ton  ^| 
bis  auf  Vielfache  Yon  m^'*'*. 

Sodann  lifitten  wir  die  Kongruenz  (60")  so  erweitem.  Wir 

setzen  demnach: 

(H)    pqR^frif  +       .  r .  fj  jr-'  fl'-'  +  «♦*+«  ly,. 

In  der  Gleichung: 
ist  nach  der  auf  Seite  317  für  r«  abgeleiteten  Relation: 
also  folgt: 

af    =  1?" '  g""  4-  »•*+*  •  r  •  rj (i;2)«''+"<»-'>, 
+  (|»g)<'+-Cr-«)  mod. 

und  nach  {30)*: 


V 


und  somit: 

VUl»«)'"*   mod.  n«*+». 
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Durch  den  Vergleich  mit  (ü)  ist  dann  b&stimmt: 

Für  die  Differenz  p'*  —     linden  wir  hieraus: 

(L)        ~  2»»*+«.  1^-  f{(p 2n"+''  rUi^g)'-* 

mod.  n'^+". 

Xaoli  (B)  (Hirten  wir,  unter  Einführung  einer  noch  unbe- 
kannten Zahl  1^1,  setzen: 

(M)  p  -  5  =  2  n*+ '  r,  +  #^*+»  r,    +         r,  ^  +        r,  ^\ ; 

und  durch  Potenzieren  ergibt  sich  hieraus: 


(N) 


wo  €f^,  ^8  durch  obige  Gleichangen  (D)  definiert  sind,  withrend 
65  die  rechte  Seite  von  (M)  bezeichnet.  Entwickelt  man  die 
rechte  Seite  Ton  (N)  nach  Potenzen  ron  n,  so  stimmen  alle 

Glieder  bis  zu  (K*iiijriiigen  mit  lUiii  Faktor  n^^+^  einschliefilich 
mit  den  ents})rerhenden  Gliedern  von  (L)  bzw.  den  schon  in 
der  Kongruenz  (C)  so  weit  schon  berechneten  Gliedern  über- 
ein; der  Faktor  von  »^'^+^  auf  der  rechten  Seite  von  n  ent- 
hält in  ^5  die  unbekannte  Zahl  i}],  während  diese  Zahl  auf 
der  rechten  Seite  Ton  (L)  nicht  vorkommt;  dadurch  ergibt 
sich  eine  Bestimmung  dieser  Zahl  bis  auf  Vielfache  der  Zahl 
ti^-^K  Ist  »>  5,  so  enthält  der  Faktor  auf  der  rechten 

Seite  Ton  (N)  aach  das  Glied: 


Wenn  aber  n  «  5  ist,  so  ^ibt  dies  Glied  einen  Beitrag 
/.um  Faktor  von  der  durch  die  Kongruenz  ^(J)  ücLou 
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bestimmt  ist,  und  deshalb  keine  nachträgliche  Korrektur  erlahren 
kann.  Im  Falle  n  =  5  ist  also  die  Kongruenz  (N)  mit  den 
Kongruenzen  (C)  oder  (L)  nur  Terträglich,  wenn  den  Faktor 
n  enthält;  es  folgt  also  für  »  =  5:  r,  =  0  mod.  n,  q.  e.  d. 

Bei  dem  letzten  Schlosse  hatten  wir  unsere  obige  allge- 
meine Regel  etwas  vereinfacht,  indem  wir  die  Kongruenzen  (L> 
und  (X)  direkt  miteinander  verglichen,  ohne  ihre  Dilierenz 
explizite  zu  bilden,  ohne  also  auf  Bildung  der  Differenz  (.^,  —  x,)^ 
zurückzugehen;  in  ähnlicher  Weise  wird  man  allgemein  ver- 
fahren können. 


Verbesserungen. 

Seite  322.  Für  den  zu  Beginn  Ton  §  8  ausgesprochenen  Satze 
▼gl.  die  Anmerkung  auf  Seite  339. 

,     323.   Z.  10  Y.  0.:  Lies  , äquivalent''  statt  .gleich'. 
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Zur  Elektronentheorie  IL 

Von  F.  LindeMAiia. 

In  meiner  letzten  Mitteilung  (oben  8. 197  ff.)  hatte  ich 
gesagt,  daß  die  dort  definierte  Funktion  99»  nicht  der  partiellen 

Differential t^leicliung  genügt,  der  sie  nacli  Herrn  .Soininerteld 
genügen  sollte.   Letzterer  machte  duruui  aulmerksuni,  daii  der 

Beweis  nicht  korrekt  sei,  da  in  der  Gleichung  für  (oben 

S.  203)  auf  der  rechten  Seite  ein  Glied  tVhlt.  Trotzdem  bleibt 
aber  die  angeführte  Behauptung  richtig.  Die  Funktion  990» 
nämlich  hatte  ich  durch  die  in  Gleichung  (18),  S.  198  definierte 
Funktion  fpa  ersetzt,  wo  Q  eine  große  Konstante  bedeutet,  nm 
so  die  Rechnungen  zu  vereinfachen;  wenn  die  betreffende  par- 
tielle Gleichung  von  der  Funktion  (fn  nicht  befriedigt  wird, 
so  war  dies  um  so  w«'iiiger  von  der  Funktion  9?»  zu  erwarten. 
Aber  nicht  unigekelirt:  es  ist  nämlich  die  in  7«  unter  dem 
Integralzeichen  stehende  Funktion  .S  (die  den  Chai akter  eines 
Diskontinuitätsfaktors  hat)  gleich  Null,  wenn  die  Integrations- 
variable  x  eine  gewisse  Grenze  ü  überschreitet,  die  selbst  eine 
Funktion  von     y,  m  und  t  ist,  so  dafi  identisch: 

gesetzt  werden  darf,  und  zwar  tritt  dies  (nach  den  in  den 
Gleichungen  (8),  (4)  und  (5),  S.  188  gemachten  Angaben)  ein, 
sobald  Q  durch  die  Gleichung: 

(41)  cö  =  o  +  i^» 
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als  Funktion  Ton  g  und  t  definiert  wird,  wobei  die  Be- 
deutung Ton  oben  auf  Seite  205  angegeben  ist  Durch 
diesen  Umstand  (den  ich  in  meiner  Abhandlung  «Über  die 
Bewegung  der  Elektronen*  wiederholt  henrorgehoben  habe), 
werden  die  folgenden  Untersuchungen  bedingt. 

Vor  Eing«'hen  auf  die  weiteren  Entwicklungen  sei  hier 
noch  folg«'n(l('  l^ioinerkung  gestattet:  Oben  in  J$  4  hatte  ich 
angegeben,  daü  Herr  tSommerfeld  eine  Formel  von  mir,  die 
für  cj>a  abgeleitet  war,  tih*  ciKa  benutat  habe;  sein  Ver- 
fahren kann  aber  auch  durch  Benutzung  einer  ftlr  ex<a  Ton 
mir  aufgestellten  Formel  erklärt  werden.  Das  wesenUiche  ist, 
daß  keine  dieser  Formeln  auf  den  zu  behandelnden  Fall  paßt, 
da  die  Wurzeln  x*\ .  . .  nicht  passen.  Das  sagt  aber  nichts 
gegen  meine  späteren  Folgerungen,  da  von  diesen  Formeln 
(die  durchaus  nicht  beans])ruchen ,  alle  P'älle  zu  uniliLSsen) 
nirgends  Gebrauch  geniaclit  wird.  Wo  ich  mich  auf  sie 
beziehe,  wird  nicht  der  Wert  des  betieffenden  Integrals,  sondern 
nur  der  Wert  der  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Funktion 
benutzt,  wie  das  z.  B.  Seite  261  (unten)  meiner  Abhandlung 
ausdrücklich  bemerkt  wird. 

Wir  haben  jetzt  die  auf  Seite  202  ff.  oben  fftr  ö  =  eonst 
angesteUten  Rechnungen  unter  der  Annahme  zu  wiederholen, 
daß  Q  eine  Funktion  von  t  sei,  in<lem  wir  zunächst  die 
Tatsache,  dati  Ü  auch  von  Xy  e  abhängt,  außer  acht 
lassen.    ^  war: 

Q 
0 

gesetzt,  wo  v  durch  Gleichung  (34),  S.  203  definiert  war;  dann 
finden  wir: 

o 

-|-  C5  J^c~^'^'~'^  cosin  csidx^ 

0 

und  weiter: 
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dQ\(^  dQ\ 


—  es- com csQ  - «rvn-m  ^       y«» ^^^q 
^fp'(t^  Q)  mesQ' e" vc-ß)  - 

—  CS  cosin  CS ß  j^l  —  {^^^     '  v^'"^*  ' 

Durch  die  Substitution: 

kehren  wir  zu  der  ursprünglich  su  betrachtenden,  in  (32)  de- 
finierten Funktion  Fq  zurQck  und  finden  für  sie  die  folgende 
Dififorentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

-  2  i SÄ 0, (0 ^  +  [c^ s'-  iSkx>,  (0  -  {ß  k  ü,  (0)*J  Fa 

(<  — ö).c  e*«*«» U— 37) 

—  c>  ooein    12 .  [^1  -  (-gy)']^"* 
,    sin  CS d*Ü  ,  , 

WO  die  früheren  Be^ichnungen  benutzt  sind  (vgl.  oben  S.  199  £f.). 
Weiter  wurde: 

gesetzt;  und  dann  genflf^e  q>{i  derjenigen  Differentialgleichung, 
welche  aus  der  obigen  Gleichung  (37),  S.  204  entsteht,  wenn 
man  die  rechte  Seite  durch  den  Ausdruck: 
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(41*)  jc>+  c^,  (l  -  ^]     c[l  -  Q ] c  0, 


ersetzt  und  auch  die  linke  .Seite  entsprechend  umformt;  dabei 
sind  0,,  03  die  betreflPendeii  Faktoren  aus  der  rechten 
Seite  der  vorhergehenden  Öieichung,  nämlich: 

sinesü  . 
ras  e***^. 


Da  aber  die  durch  obige  Gleichung  (41)  definierte  Funk- 
tion ü  im  allgemeinen  auch  ron  x,  y,  ß  abhfingt,  so  wird  da-> 
durch  die  Umformung  der  linken  Seite  yon  (37)  wesentiieh 

beeinflulH.  Diese  linke  Seite  entstand  aus  der  linken  Seite 
von  (19),  wenn  man  dort  rp  durchs'  ersetzte.  Jetzt  wird  ge- 
uiü^  (24),  wo  F  eine  Funktion  von  t  und  fJ  bedeutet: 


dX  I  dSJ  dx] 


ix 


dt         \   dt^dQdxdt^dO'dx  dt  ^düdtdxf 
dü*  dx  dy]' 

Bezeichnen  wir  also  die  linke  Seite  von  (25)  mit  Dtipoi 
80  wird: 

(41»)  D<ph  =  (Dt ip'o  -f  i>«M  <Pä)  e*^*'. 


wo  nun: 
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und  hierin  ist  nach  (31): 

dF  c 
di?  8 

^■^^^  « <ji  (fiski,  comn  C5  ö  +  5  e*"^ .  sin    ö .  f i  5  ^-  ^  ^."i . 
Da  1^  durch  die  Gleichung: 

definiert  war,  so  ist: 

(41-)  ||  =  ».('-Ö)- 

Bei  unserer  ersten  Voraussetzung  Uber  den  Anfangszu- 
stand war  k>z=  0  für  negative  Argumente;  es  ist  deshalb  zu 
beachten,  daß  der  Ausdruck  (41*)  nur  so  lange  yon  Null  ver- 
schieden ist,  als  i  größer  als  Q  bleibt. 

Femer  ist: 

d'*  F      c  d  F 

-rviri  =  -  sin  es  Q  •  c***«»  •  i  5  Ä    (0  =  — ^  i  5  Ä  ü,  (0. 

Unter  Einführung  dieser  Werte  und  Bezeich- 
nungsweisen lautet  die  für  ipa  zu  erfüllende  partielle 
Differentialgleichung: 

(410  Dt^Pai-DsMMq^'ü^i^. 

Ersetzt  man  hierin  F  durch  unsere  Funktion  (31),  so  ist 
durch  die  Funktion  (24),  d.  h.  durch: 

1907.  SiUangsb.  d.  nuUi.-pbjft.  Kl.  ^ 
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<ph  =  ^""  F{t,Ü) 

die  Gleich uDg: 


befriedigt.  Es  mü^te  also  zwischen  den  Funktionen 
und  Ü  die  Kelation: 


(41-»)  i)o.9b»-c*.(l-;'/)Vc<P.[l-(;^]-c0, 


identisch  erfüllt  sein,  wenn  vi»  eine  Lösung  der  yer- 

L'ingten  Gleichung  (410  sein  soll.  Das  ist  al)er  im  allge- 
iiit  inen  nieht  der  Fall.  Avie  das  BeiN])iel  dvr  Hewegimg  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  in  Üichtung  der  X-Achse  zeigt 
Hier  ist: 

also  nach  (41*): 

i^^vÜ,   (cSJ  -  af  =  (a:  +  vü)'  +  -f 
und  somit  (für  Q<t): 

wo  r^s^r'  -|-  4"  1'^"^  ^^  ii  d  also  die  rechte  Seite  von  (41^) 
gleich  (indem  der  Wert  von  t^>' {t  —  iJ)  aus  {3'6)  und  (34:j  ent- 
nommen wird): 

-  c  (0,  -f  0J  =  —  cc«*'«  +  c coan 

flUr  i<Ü 

und: 

=  — c»e-«*»^cosinc«ö    für  *>l^, 

denn  Vij(f — Ü)  ist,  wie  schon  oben  hervorgehoben,  bei  unserer 
ersten  Voraussetzung  über  den  Anlangszustand  gleich  Null, 
wenn  t  —  Ü  negativ  wird.  Die  linke  Seite  ?on  (41^)  dagegen 
wird: 
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und  hier  ist  einzusetzen: 

^  ^  ^  ^  e'*»^sinc*Ö,  =  »an  CS Q'kv^ 

diJ      S  diJdt  S 

a»  JT  ich 

r_/  =  cosin  csQ  -f  — c'**«  sin  c«i-^  -v   für  /  <  Ö 

aß*  « 

=  c*  g«*»^''  cosin  csi^    für  t>  ü. 

Damit  z.  B.  der  Faktor  von  cosin  cbQ  beiderseits  Uberein- 
stimmt, mttliteD  wir  also  haben: 

und  diese  Bedingung  ist  offenbar  nicht  erfüllt. 

Allerdinj^s  koiiimt  es  für  das  schlii'liliche  Kosultat  nicht 
auf  die  Gleichung  (41')  für  7 '  an,  sondern  auf  die  ursprüng- 
liche Gleichung  (17)  für  (f,  die  rückwärts  aus  {AV)  zu  bilden 
ist;  es  wäre  möglich,  daß  sich  die  störenden  Glieder  bei  dieser 
Umformung  herausheben.  Um  die  letztere  vorzunehmen,  multi- 
plizieren wir  in  (48*)  beiderseits  mit  dem  Integrale  P,  das  durch 
(28)  definiert  war,  und  integrieren  nach  X;,  m  Uber  den  ganzen 
Raum,  indem  wir  Polarkoordinaten  6^,  W  einführen,  so  daß 
das  Uaumeleiaent  gleich: 

wird,  wobei: 

(41*)  8k  {x  -f  lo)  ^R^s  cosin  9 

zu  setzen  ist  (vgl.  oben  S.  205).  Links  erhalten  wir  dann 
Biq>Q  statt  Dtfphy  wo  wieder  <pQ  durch  Gleichung  (18),  Seite  198 
definiert  sei;  dabei  soll  Dt^pa  denjenigen  Ausdruck  be- 
zeichnen, welcher  aus  Dtpo  entsteht,  wenn  man  in  den 

Differentiationen  nach         z  die  Grüüe  ü  als  unab- 

26» 
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liängig  von  diesen  Koordinaten  betrachtet,  und  D(}q 
iüt  durch  die  Hake  Seite  von  Gleichung  (19)  deäniert: 

^  dx  dt    ^'^ajrar'^      •  *aa:3y  ^ 

Es  ist  also: 

wo  Djyt(}i>  bedeutet,  dal3  bei  der  Diüerentiation  Q  als  uuab- 
hängig  von  t  zu  denken  ist. 

Auf  der  rechten  Seite  von  (41  haben  wir  die  folgenden 
Integrale  auszuwerten: 

(42)       Jo  =  ^^^^^^'^ähdldm^e   für  r<a 

-bO   für  r>a, 

wie  aus  obiger  Uleichuog  (20)  sofort  hervorgeht,  lerner: 

(43) 

^  jsin££ß  ^  jjj_^(g.s*(»+^))  p  sinödejd  W 

0  0  0 

oder  nach  (^'»6): 

/jjx      3c   9/?n  fsinfw-rt^cosincw  .     ^  ,   9   T  .  ^ 

Dieses  Integral  ist  oben  (S.  20G)  bereits  berechnet; 
der  dort  angegebene  Wert  ist  aber  auf  den  hier  in  Betracht 
kommenden  Fall,  wo  zwischen  cQ^  und  a  die  obige  Glei- 
chung (41),  nämlich: 

erfüllt  sein  soll,  nicht  ohne  weiteres  anzuwenden.  Weiter 
haben  wir  das  Integral: 
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3fc  f sinas  - a^cosinas     ,      ^  ,  f  .rf«..««-!««  •  zur* 
i45)  =  -  ,  ,  cosincsQds  I  ^sinÖdÖ 


0  0 


See  r 


oJ 

0 


cosin  CS Ü  •  sin  RaS-  ds. 


Auch  dieses  schon  oben  a.  a.  0.  behandelte  Integral  muß 
für  den  Fall,  daß  die  Gleichung  (41)  besteht,  von  neuem  aus^ 
gewertet  werden.    Eiidlicli  liaben  wir: 


m 


X) 


0 


09 

3e      fsinaa — ascosinas  .         •  n  ^ 

=  - -—  -i-T=r- 1  -r  sm  CS  Li  sm  M^sds. 

0 

Offenbar  ist: 

wenn  #Sp  wieder  das  in  §  4  meiner  ersten  Abban(ilung  ein- 
gehend behandelte  Integral  bezeichnet,  falls  man  dort  a,  ß,  y 
(wobei  a>fi>y)  bzw.  durch  cü,  H^a  ersetzt.   Nach  Glei- 

chuug  (^40)  a.  a.  0.')  hat       hier  den  Wert  nßyi  *lso  ist: 

3e 

(47)  J-,  = 


*)  Es  iat  nimlich  dort  die  rechte  Seite: 

wenn  3i  =  «4"/^~-yf  ^=*«"'A4'J'»  ^i— +  y  gesetzt  wird,  also 

gleich:  ^ß): 
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Nach  Einführuug  dieser  Integrale  tiuden  wir  für  q?o  durch 
die  aogegebenen  Prozesse  die  Relation: 

/.ox  71    ,T  f.  '^-^Vt  r,  ^^^^ 

(48)  i>i9>x.=  cV.+^(l-  ^Y)'^'-r-UJ  P'-W^' 
wo  Jq  durch  obige  Gleichung  (42)  gegeben  isi,  und  wo  /, 
und      nun  noch  ausgewertet  werden  mflssen. 

Führen  wir  in  (43)  die  Integration  nach  S  aus,  so  wird: 

0» 

*"2»ViSil? J  ¥  ^        "  smcsUds 

(49)  ^ 

=2?lil§<^-«^-^^  +  ^^^^^ 
wo  Zi^,  i^i  folgende  Integrale  bedeuten.    £s  ist: 

*8in assin  i^A^sin  csü 


ds; 


dieses  Integiul  wurde  in  §  4  meiner  ersten  Abhandlung  (in 
den  Denkschriften  der  Akademie)  mit  Jq  bezeichnet;  ersetzt 
man  die  dort  (in  den  Gleichungen  auf  Seite  247)  vorkommenden 
Größen  a(^ß  +  y),  ß,  y  bzw.  durch  eQ,  B^a,  so  wird: 

(50)  L^^^ßY^^aB,. 
Femer  haben  wir: 


OS 


cosin  as  •  sin  li^s  •  sin  csü  . 

 da. 


0 

Nach  Gleichung  (38),  Seite  -46  der  genannten  Abhandlung 
ist  dies  Integral  gleich: 

—  ^  (<5, «,  -^  <5,£^  —  <5,e,  —  <5^eJ, 

wenn  die  Ghrößen  Si  durch  die  Gleichungen: 
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definiert  werden,  und  e<  s  -f-  1  oder  ^  —  1  ist,  je  nachdem 
di>0  oder  <0  ist;  in  unserem  Falle  ist  ^,»0,  ^,>0,  6^>0t 
d^<0;  also: 

A=  -  f  [(« --«0+  ^^ß) -  («  +  Ito^cÜ) -1- (a cß)] 

(,51) 

 ^(a^3B,-eü)^^R,. 

Das  Integral: 

CD 

tss  J* •  coain  B^s » sin  es Q 

u 

wird  durch  dieselbe  Formel  gewonnen,  wenn  man  a  und  22^ 
Tertauscht;  d.  h.  es  ist: 

(52)  I»--g(B<,-3a-«fl)-|a. 

Das  letzte  Glied  von  (49)  endlich  enthält  das  Integral : 
^  _    cosin  as  •  cosin  B^s  *  sin  esQ 

0 

C08in(a  H-^«'sin<j«ß  i-  ^  j  cosin(J?o— a)s«sinMfl— -; 

0  0 

der  Wert  ist  unmittelbar  durch  den  Dirichletschen  Diskon- 
tinuitätsfaktor gegeben;  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  ist 

wegen  der  Gleichung  a  -j-  Mq  —  cü  gleich  -g-,  und  das  zweite 

Glied  hat,  da  c  Ü  =  a Ii^>  — a  ist,  den  Wert  -j;  wir 
haben  denmach: 

(o3)  _-,._  =  _. 

Setzen  wir  die  gefundenen  Werte  (50),  (51),  (52),  (53)  in 
(49)  ein,  so  ergibt  sich: 
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(54)  ^  ' 

Endlich  kommen  wir  zum  Integrale  J,,  das  durch  (45) 
detiniert  war;  die  mög'lichen  Werte  desselben  sind  o])en  auf 
Seite  207  zusaininenjj^estcllt:  der  hier  auftretende  Greuztall 
{cU  —  a  -\-  lij  ist  aber  dort  nicht  berücksichtigt;  wir  hatten 
indessen: 

-^aP,  (a,  Ii,  -[-  cÜ)  -aP,  {a,  -cü)l 

und  hier  bezeichneten  P  und  P,  zwei  Integrale,  die  durch  die 
Gleichungen: 


-P(a.- 

/J)-P(a,/J)  =  2/J 

für 

a>ß. 

• 

• 

a  =  /?, 

-!*.(».- 

• 

a>ß. 

n 

"i" 

• 

**2 

» 

a<ß 

bestimmt  wamu   Wir  erhalten  demnach: 

_  3fP  7t  7t  TT  1 

~  16»«'^' 


^)  Hier  und  im  folgenden  ist  natflrlidi  der  Differentialqnotient  .  ; 

rein  formil  sn  bilden,  d.  h.  ohne  daft  dabei  die  Relation  cQ» B^-\'a 
berackricktigt  wOxde. 
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also  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  zwischen  den  obigen 
Werten  (40)  und  (40*»),  Seite  208. 

Unter  Benutzung  der  in  (54)  und  (55)  aufgestellten  Werte 
Ton  J,  und  «/,  erhalten  wir  aus  (48)  die  folgende  partielle 
Relation,  welche  aber  zufolge  der  Bedeutung  von  Dt^po  nicht 
als  Differentialgleichung  aufgefaßt  werden  kann: 

(56) 


+  16 

wo  Jq  durch  q  oder  durch  Null  zu  ersetzen  ist,  je  nachdem 
es  sich  um  einen  Punkt  innerhalb  oder  außerhalb  des  Elektrons 
handelt. 

Dieser  Gleichung  genügt  die  Funktion: 

Q 

See  rs 


wenn  man  U  als  eine  Funktion  von  t  (nicht  als  Funk- 
tion von  X,  y,  betrachtet,  welche  durcli  ohige  Glei- 
chung (41)  definiert  ist;  Gleichung  (56)  besteht  folglich 
auch  für  das  Integral: 

(56*)  '""Ä^'/l'»'-«'«. 

0 

da  dasselbe  mit  <pQ  vollkommen  identisch  ist. 

Gemäfi  (4P)  hätten  wir  auch  D^y^q^n  in  entsprechender 
Weise  umzuformen,  d.  h.  mit  Pc****  zu  multiplizieren  und 

nach  /.',  /,  m  über  den  ganzen  Raum  zu  integrieren.  Nach  (4P) 
sind  dabei  folgende  Integrale  zu  bilden.  Zunächst: 
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^^^•J  =8avJJJ  >  .«*(.+«_-d*dZdm 

=  ~    nach  (28)  und  (29),  Seite  201:') 

wenn  S  das  Integral  bezeichnet,  dessen  Werte  oben  in  (3),  (4) 
und  (ö)  angegeben  sind,  falls  man  dort  t  durch     R  durch 
ersetzt;  und  zwar  hat  man,  da  hier  cQ —  B^^a  ist: 

und  /war  sowohl  aus  (3),  als  aus  (5).  Nach  (4P)  ist  ferner 
zu  bilden: 

Auf  dasselbe  wird  man  durch  Differentiation  des  Inte- 
grals (57")  gefahri    Wir  haben: 

=  i  «/4.  -f    J  J«*  *  *  ^'  ^"»^  coäin  csÜ'F'dkdldm 

.  ^    ,     See"    r*sina<— ascosinas  .  „  ^  ,  aiJ 

==»«/4«  +  2^i2?  J  ii  sinÜBS-cosincsö  d«-— . 

0 

Das  hier  rechts  an  zweiter  Stelle  stehende  Integral  ist 
aller  mit  dem  oben  aut  Seite  (2ü5)  behandelten  Integrale  «/, 
identisch;  wir  erhalten  also: 

In  unserem  Falle  {cQ^Bo-^a)  war  5^0;  somit  wird: 

1)  Daselhnt  ist  in  der  Gleichung,  welche  (29)  Tornngeht,  der  Buch» 
itabe  X  im  Exponenten  von  e  durch  <>:    ^0  su  ertetsen. 


dx 
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dÜ 

oder  nach  (55): 

^^^^  ~  U^R,  B^' 

Femer  ist  auf  der  rechten  Seite  von  (41*^)  zu  bilden: 

afp 


^^^^  /r   w    .    r    .    .    T      X         See»     ^  9  i2 

Endlich  kommt  es  noch  auf  folgendes  Integral  an: 

wobei  das  oben  im  Anschlüsse  an  (4P)  Gesagte  zu  berück- 
sichtigen ist;  liier  haben  wir: 

jj^c^jj JV«*(»+W cosin CS  ß  •  P .  dkdläm 
=  y^a^jj  j  C08inc«fl*dffj  e**^»~%nÄf6J  dW 

0  0  0 

30 

3£C*    psinas  —  ascoeina«     .  ■   n  r, 

=        »  D  I  .  cosintfÄß  sinito«- as. 


0 


Hechts  steht  das  in  (45)  eingeführte  und  in  (55)  ausge- 
wertete Integral  «7,;  es  wird  also: 

Durch  Einsetzen  der  hier  berechneten  Werte  fQr  die  Inte- 
grale Jj,  J^xi  J^,  Jq  erhalten  wir  aus  (41*): 
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Da  Dun  nach  (41')  BtpQ  sich  aus  den  Termen  Btffn  \uv\ 
D»wafpü  zusammensetzt,  diese  einzelnen  Ausdrücke  aber  durch 
(56)  und  (62)  gegeben  sind,  so  erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

Wird  Q  durch  die  Gleichung  (41)  als  Funktion 

von  jc,     z  und  t  definiert,  so  genügt  die  Funktion: 

,-,ox  '^f  f^      fsinas  —  ascosinas  rsiniis  .  , 

(63)         -  -2^^, J         ^  — J    ^-  srn csxix 

n  (I 

der  folgenden  partiellen  Differentialgleichung: 

wo  im  Innern  des  Elektrons  durch  ^,  außerhalb  desselben 
durch  Null  zu  ersetzen  ist.  Man  kann  die  rechte  Seite  noch 
weiter  ausführen,  indem  man  den  Differentialquotient  yon 

nach  Ü  auswertet,  es  ist: 

1 1 = i  *  + » ö  -  i  *  + - 

denn  dioso  Ditlerentiation  war  rein  formal  (d.  h.  ohne  Rück- 
siclit  auf  die  (Heichunj^^  (41))  auszulülireu.  Ferner  ist,  da  Q 
durch  (41)  deiiuiert  wird: 


woraus       zu  berechnen  ist;  der  zweite  Difterentiaiquotient 

dt 

von  U  nach  /  enthält  die  derivierten  Funktionen  (/).  ^'^{t), 
Uj  (Oi  schon  hieraus  geht  hervor,  daü  sich  die  rechte  beite  von 
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(G-4)  nicht  identisch  auf  das  erste  Glied  [Jf)  reduzieren  kann. 
Die  zuletzt  angeführten  Gleichungen  vereinfachen  sich  wesent- 
lich, wenn  Ü>  t  ist,  denn  dann  ist,  gemäis  der  oben  im  An- 
schlüsse an  Gleichung  (41*)  gemachten  Bemerkung,  tos(^-i^)=0. 

Wir  wollen  jetzt  in  den  yorstehenden  Rechnungen  die 
Funktion  Q  durch  eine  beliebige  Funktion  oi  von     y,  t 

ersetzen,  also  durch  eine  Funktion,  die  nicht  durch  die  Glei- 
chung (U)  dertniert  \vir<l.  Die  Gleieliungen  (41'),  {\\^^.  (U^) 
bleiben  dann  unverändert  gültig,  wenn  man  iu  ihnen  Ü  durch  ca 
ersetzt. 

Die  über  die  Funktionen  0,,  fp^  zu  erstreckenden 
Integrade  haben  jetzt  andere  Werte  als  frQher.  Nach  obiger 
Gleichung  (39),  Seite  206  und  nach  Gleichung  (43)  ist: 

löa»        a'ig  dQ}'' 

wo  i5  =  (a?  +  ^e)'+(y-i-'7o)*  +  (^  +  W*  nach  (36)  von  q> 
abhängt.    Dagegen  wird: 

«/x  =  0, 

wenn  sich  aus  den  genannten  drei  Strecken  kein  Dreieck 
bUden  läßt 

Fttr  das  Integral       ^^^^^         die  obigen  Gleichungen 

(40),  (40»),  (40^)  anzuwenden.  Das  Iiitrirral  .7,^  ist  durch  (46*) 
bestimmt,  wo  für  S^■^  der  Wert  aus  den  früheren  Gleichungen 
(3),  (4),  (5),  Seite  183  einzusetzen  ist.  Es  ist  ferner  J^^  ge- 
mäß (57*^)  leicht  zu  berechnen,  indem  man  den  Wert  von  S 
aus  den  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  einsetzt. 

Nach  (59)  wird  also: 

*)  Man  findet  diesen  Wert  auch  nach  der  in  (49)  gegebenen  Zer- 
le?nng  mittel  der  Intejirale  L^,  ^-2.  -^s-  -^-4.  wenn  man  dif^,  Iben  nach 
den  Formeln  HM-incr  fnilioron  Ahhandlunfr  ohne  Rücksicht  auf  die  Re- 
lation c  ü  ~  Ii  ■  \"  iiii>w.  rtct.  l>io  Aiinabiue  h'o  n  =  cÜ  {=  Ccj}  gibt 
dann  das  Doppelte  deti  oben  iu  (54)  benutzten  Wertes. 
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wo  wieder  für  S  die  drei  verschiedenen  Möglichkeiten  zu  be- 
rücksichtigen sind;  eudlicli  iiuch  (00): 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  fiiulet  in  an  leicht  für 
die  Funktion  ff,„ .  wo  oj  eine  willkürliche  Funktion 
von  X,  z  und  t  bezeichnet,  eine  zu  (64)  analoge 
Differentialgleichung,  in  der  aber  die  Koeffizienten 
der  Terschiedenen  partiellen  Differentialquotienten 
Ton  CO  jetzt  andere  Werte  haben,  als  früher,  wo  Q  an 
Stelle  von  to  stand.  Die  nBhere  Ausführung  der  Rechnung 
bietet  kaum  Interesse;  f[ir  unseren  obigen  Fall:  tßn^t  ■\- er- 
halten wir  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  wieder: 

(66)  — c*«/o» 

wo  nach  (42) :     =  ^  fllr  r  <a  und  e/J, «  0  für  r  >  a  zu  setzen  ist. 

Besonderes  Interesse  verdient  der  dritte  Fall,  wo  sämt- 
liche Integrale  t/^,  .  .  .  gleich  Null  werden.  Dann 
hätten  wir  eine  Lösung  der  Diflerentialgleichung  (66)  gefunden, 
welche  eine  willkürliche  Funktion  eo  der  vier  Yariabeln  t 
enthält,  was  eine  Unmöglichkeit  involviert.  Dies  wird  durch 
die  Gleichung: 

Jsinas  —  asco^nas     fsini25  .  , 
 ^  as\  — ^ —  sincsi  a  r 

0  0 

J,    rsiu  a6  —  a6  cosin  a6"  .    «    .  -i 
J  —    '   sin  JtÄsm  CfiT«« 

0  0 

aufgeklärt. 

Wir  wissen.  driLi  im  dritten  Falle  (wo  das  Dreieck  dadurch 
unmöglich  wird,  daü  a  zu  klein  ist)  die  Gleichung  besteht 
(indem  (o>ü)i 

Im  dritten  Falle  dflrfen  daher  die  Diff erential- 

quotieuteu   von   7^,   nicht   rein    formal  so  gebildet 
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werden,  wie  es  oben  geschah,  sondern  9\„  ist  tatsäch- 
lich für  (lit  sen  Fall  (d.  h.  für  fo  >  /iq -f-  a)  von  der  will- 
kürlichen Funktion  ganz  unabhängig  und  enthält 
nur  die  durch  (41)  definierte  Funktion  so  data  hier 
die  Funktion  qQ  —  tf^  der  obigen  Gleichung  (64),  und 
nicht  der  Gleichung  (66)  genflgt. 

Diese  Überlegung  ist  insbesondere  auf  die  spezielle  Funk- 
tion fpi+h  anwendbar,  welche  den  Entwicklungen  meiner  beiden 
größeren  Abhandlungen  zu  Grunde  lag: 

Auch  da»  Integral  (29),  d.  h.: 


genügt  für  ^-i-/^>li  nicht  der  Gleichung  (66),  son- 
dern der  Gleichung  (64). 

Es  könnte  jetzt  scheinen,  als  ob  damit  ein  Teil  meiner 
früheren  Untersuchungen  hinfällig  würde.  Dem  ist  aber  nicht 
so,  sondern  durch  die  Integration  Uber  das  Innere  des  Elektrons 
(nach  den  Variabein  z)  wird  diese  scheinbare  Störung 
wieder  uutgehoben. 

Die  Gleichung  (42)  stellt  eine  Kugel  dar,  drieii  Mittel- 
punkt an  der  Stelle  — — ?/q,  — liegt,  und  deren  Kadius 
gleich  c  Q  —  a  ist;  wir  ntdimen  =  0  an  (wie  bei  meiner 
,  ersten  Voraussetzung  über  den  Anfangszustand  *).  Für  unsere 
jetzige  Annahme  ist  »  f  fttr  t  =  ^,  denn  die  untere  Grenze 
der  betreffenden  Integrale  kann  gleich  Null  genommen  werden, 
wenn  i>  Q  vsi  (vgl.  die  obige  im  Anschlüsse  an  (41*)  ge- 
machte Bemerkung).  Betrachten  wir  zunächst  die  Kugel  mit 
tieui  luidius  c(  —  a,  so  hat  diese  demnach  denselben  Mittel- 
punkt wie  die  Kugel  mit  dem  Ixadius  cQ — a,  al)er  sie  hat 
gröüeren  Radius;  ferner  kommen  für  Unterlichtgeschwin- 
digkeit nach  meinen  allgemeinen  Entwicklungen  nur  solche 
Werte  von  t  in  Betracht,  für  die  tKt'  ist,  wenn  t'  durch  die 
Gleichung: 


0 


(66») 


«<•  -  a  —  (T)(=c  +  o 
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bestimmt  wird,  und  für  die  dann: 


(66»») 


ist.  Für  /  =  V  berührt  die  Kugel  mit  dem  Kadius  et'  —  a 
gerade  das  Elektron  so,  data  sie  dasselbe  ganz  umscblieiat;  für 
schneidet  also  die  Kugel  mit  dem  Kadius  et  —  a  das 
Elektron  und  teilt  es  in  zwei  Teile  :^)  in  dem  einen  liegen 
Punkte  0?,  y,  für  welche  die  durch  (41)  beetimmte  Funktion 
Q  kleiner  als  i  wird  (in  dem  anderen  wQrde  sieh  Q>t  er- 
geben, so  daß  hier  keine  Schwierigkeit  für  uns  eintritt;  hier 
ist  aber  der  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  Xi  veräiulerlich). 

Bei  Berechnung  der  Kraftkomponenten,  d.  h.  der  Integrale: 


ist  ursprünglich  zuerst  nach  t  zwischen  0  und  Q  zu  inte- 
grieren, und  dann  nach  x,  y,  z  über  das  Innere  des  Elektrons, 
wobei  U  eine  Funktion  von  x,  i/,  z  (und  t)  ist.  Wird  nun  die 
Integrationsordnung  vertauscht  und  die  Integration  nach  r 
zuletzt  ausgeführt,  so  wird  die  obere  Grenze  Q  durch  den 
gröfiten  Wert  zu  ersetzen  sein,  den  sie  im  Innern  des  be- 
keffenden  Kugelteiles  (des  Elektrons,  wo  <  Q  annimmt; 
dieser  Wert  aber  ist  der  Definition  nach  gerade  der  Wert 
Ü^t.  Wir  haben  also  in  dem  einen  Teile  der  das  Elektron 
darstellenden  Kugel  (wo  ü  "^t  ist): 


(«8)  ^•  =  JJJ<''*f'"4fl  <''=J'''JJJ^(I)'^'^*' 

0  0 


und  in  dem  anderen  Teile  (wo  Q  <,ty. 


»)  Die*  gilt  für  ü<t<t';  für  t  =  t'  berührt  die  Kugel  mit  dem 
Radius  et'  — •  a  daa  Elektron  gerade  und  ftlr  I  >  e'  achneidet  aie  dasselbe 
nicht  mehr,  so  dass  daiui  in  dar  ganaen  Kngel  des  Elektrons  ÜK.t  vai. 
Ist  die  Geschwindigkeit  nicht  konstant,  so  kOnnen  sich  diese  Verhftltnisse 
im  Laufe  der  Bewegung  natflrlieh  mehrmala  ftadem. 


(67) 


(und  der  analogen  Py,  P«), 
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0  0 

Im  ganzen  Innern  des  Elektrons  gilt  also  für  die 
K  o  m  p  0  n  e  n  t  e  Z  ^  d  i  e  s  e  1  b  Formel,  wenn  die  Integration 
nach  T  zuletzt  ausgeführt  wird;  und  dies  ist  diejenige 
Formel,  die  in  meinen  Abhandlungen  d»  r  Berechnung  der 
Kräfte  zu  Grunde  gelegt  wurde.  Hier  könnte  es  scheinen,  als 
ob  die  Berechnung  der  Kräfte  in  dieser  Weise  unzulässig  sei, 
da  in  Gleichung  (69)  eine  Potentialfunktion  benutzt  ward,  die 
der  definierenden  Differentialgleichung  nicht  genügt  (wegen 
der  oberen  Grenze  Q  statt  0- 

Uni  dies  aufzuklären,  müssen  wir  auf  die  ursprüngliche 
Bedeutun«?  der  zu  Grunde  liegenden  Ditferential^deichung  (66) 
oder  in  ursprünglichen  Koordinaten  x\  y\  js'  der  Gleichung: 

=0       ,  r>a 

zurückgehen.  Ihr  Integral  gibt  das  Potential  fttr  die  Wirkung 
eines  Körpers  auf  einen  Punkt  y,  s  während  einer  gewisseu 
Zeitdauer;  der  wirkende  Körper  ist  fllr  unser  Problem  das 

bewegte  Elektron  in  seinen  früheren  Lagen.  Ist  nun  t<  Ü, 
so  setzt  sich  diese  Wirkung  aus  den  ein/tdiien  Wirkungen  zu- 
sammen, die  in  der  Zeit  von  t  =  t  bis  i  ^  ü  (die  Zeit  r  wird 
rückwärts  gerechnet)  sich  suuuniert  haben,  und  zwar  für  jeden 
Punkt  X,  z  im  Innern  des  bewegten  Elektrons;  die  Lösung 
der  Differentialgleichung  erscheint  deshalb  als  ein  zwischeo 
den  Ghrenzen  t  b  0  und  x^t  genommenes  bestimmtes  Integral 
mit  der  Integrationsvariabeln  r.  Ist  aber  ^  >  so  wird  das 
Elektron  durch  die  Kugel  mit  dem  Radius  et  —  a  in  der  oben 
besprochenen  Weise  in  zwei  Teile  zerlegt;  in  dem  einen  gilt 
die  vorstehende  Überlegung  unverändert,  in  dem  anderen  (mit 
der  Bedingung  c  f  >  ü)  kommen  bei  Unterlichtgeschwindigkeit 
nur  die  Wirkungen  zur  Geltung,  welche  in  der  Zeit  von  r  =  0 
bis  z  =     von  den  früheren  Lagen  des  Klektrons  ausgegangen 

1907.  Sltraagih.  d.  nuilli.>pli7B.  KU  26 
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sind;  die  später  ausgogaiigeneii  Wirkungen  (eigentlich,  da  r 
rfiokworis  gemessen  wird:  die  früher  nnsfregangenen  Wir- 
kungen) sind  schon  mit  Lichtgeschwindigkeit  über  das  Elektron 
hinweggeeilt.  Hier  kommt  also  für  Berechnung  des  Potentials 
nicht  die  Variable  i  zur  Messung  der  für  die  Punkte  x,  jf,  # 
wirksamen  Zeit  in  Betracht;  infolgedessen  kann  aber- 
haupt  nicht  verlangt  werden,  dafi  für  diese  Punkte 
X,  y,  z  (las  zugehörige  Potential  7  der  p  a  iti  eil  e  n  G  lei- 
cliung  genüge,  und  deshalb  ist  es  hier  erlaubt,  mit  der 

Pütentialfunktion  (69)  zu  rechnen,  wie  ich  es  in  meinen  Ab- 
handlungen getan  habe.  Wir  können  das  Resultat  dieser 
Überlegung  in  folgender  Weise  aussprechen: 

Man  lege  um  den  Punkt,  in  welchem  sich  der 
Mittelpunkt  des  Elektrons  zur  Zeit  x^t  (d.  h.  zu  Be- 
ginn der  Bewegung)  befand,  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  e  t  — a\  liegt  der  Punkt  y,  z  innerhalb  dieser 
Kugel,  SU  gilt  tu  r  ihn  die  Potentialfunktion  7  ,.  weicht- 
der  partiellen  Differentialgleichung  (66)  genügt;  liegt 
aber  der  Punkt  x,  m  auüerhalb  jener  Kugel,  so  ist 
die  Potentialfunktion  q>o  anzuwenden,  welche  der  ge- 
nannten Differentialgleichung  nicht  genftgt.  Dies  gilt 
zun&chst^)  für  die  Bewegung  mit  Unterlichtgeschwindigkeit 
{cr>  T)  bei  der  , ersten  Annahme  Uber  den  Anfangszustand*. 
Man  kann  dasselbe  auch  folgendermaßen  aussprechen: 

In  (69)  bedeutet  t  die  Dauer  der  Bewegung  (und  kommt 
deshalb  in  Ii  vor  zur  Bestiummng  der  jeweiligen  Lage  des 
Punktes  x\  y,  ~),  iJ  die  Zeit,  während  weicher  die  früheren 
Lagen  des  Kiektrons  auf  den  bewegten  Punkt     jf,  ß  einen 


M  Für  die  «zweite  Annahme  Aber  den  Anfangstustand*  iit  leicht 
eine  entsprechende  Oberlegong  anzustellen.  —  FOr  ÜberKehtgeachwindig' 
keit  iat  stets  CT<r,  also  c<<r,-i,  andererseits  a-\-T{>T:  folglieh 
kann  die  Gleichung  c  ß  —  a  -f-^o  nur  Tiö3ungen  zulassen,  die  der  Bedingung 
ß  >  t  genügen  und  mmit  nicht  in  Betracht  kommen.  Hier  aber  kann 
die  Gleiehunp  cü^M^  —  n  Lösungen  besitzen,  die  zu  analo/?en  f^V>pr- 
legungen  Veranlassong  geben,  wie  sie  im  Texte  für  cs^T  angestellt 
wurden. 
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£influü  ausüben;  fallen  beide  Zeiten  zusammen,  so  gilt  die 
partielle  Diiferentialgleichung  (66);  fallen  sie  nicht  zusammen, 
80  kann  die  Potentialfunkiion  durch  diese  Qleichung  nicht 
mehr  definiert  werden. 

Der  Unterschied  der  ron  mir  angewandten  Methode  gegen 
die  sonst  übliche  Methode  besteht  also  darin,  dal3  von  Abraham, 
Sommerfeld  und  anderen  die  Funktion  7«.  für  alle  Werte 
von  t  zu  Grunde  gelegt  wird,  während  dies  nur  für  t'>Ü  ge- 
stattet ist.  Hieraus  folgt  aber  nicht,  daü  die  mit  der 
Funktion  tpa^ipm  in  üblicher  Weise  gewonnenen  Re- 
sultate wenigstens  für  den  stationftren  Zustand  mit 
den  unseren  tthereinstimmen  mOfiten,  wie  wir  weiterhin 
zeigen  werden.  Von  den  genannten  Forschem  wird  nämlich 
richtig  <pu  =  (p*>  gesetzt,  dann  ist  also: 

^'  ~SSS'^'  ''^ h  =  JJ '^y^'h^R^' 

(70) 

Nun  wird  aher  weiter  die  rechte  Seite  durch: 
0 

ersetzt,  während  sie  (da  die  obere  Ghrenze  oo  eigentlich  durch  Q 
zu  ersetzen  ist)  t<Q  gleich  der  rechten  Seite  von  (69) 
zu  setzen  ist,  und  nur  für  t>  t'  gleich: 

0 

wenn  f  die  kleinste  «brauchbare*  Wurzel  der  obigen  Glei- 
chung (66*)  bezeichnet. 

Bei  Sommerfeld  wird  der  Ausdruck  (70)  durch  die  An- 
nahme    a  00  gewüuueu,  was  deshalb  nicht  gestattet  ist,  weil 

26* 
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diese  Annahme  bei  der  ganzen  Ableitung  der  Formeln  ausge- 
schlossen werden  muüte  und  somit  nicht  nachträglich  einge- 
führt werden  kann  (vgl.  oben  S.  197).  Wenn  man  sieher 
gehen  will,  müssen  zuerst  alle  Berechnungen  für  ein  endliches 
ausgeführt  und  dann  der  Grenzübergang  tQ^co  gemacht 
werden;  letzterer  wird  bei  stätionSrer  Bewegung  indessen  ganz 
überflüssig,  weil  hier  die  Bewegung  schon  nach  endlicher  Zeit 
stationär  geworden  ist  (vgl.  meine  zweite  Abhandlung). 

Bei  Abraham  wird  die  Funktion  7/-f/y  nicht  aus  dem 
Grunde  durch  die  Funktion  7 »  ersetzt,  weil  letztere  ebeut'alls 
als  Lösung  der  Gleichung  (57'')  aufzufassen  sei,  sondern  des- 
halb, weil  die  Annahme  =  00  der  Vorstellung  entspricht, 
dafi  der  Beginn  der  Bewegung  unendlich  weit  zurückliege. 
Diese  Überlegung  wäre  berechtigt,  wenn  der  Funktion  q)  eine 
direkte  physikalische  Bedeutung  zukäme;  tatsächlich  ist  sie 
aber  nur  eine  raathematische  Hilfsgröße:  physikalische  Bedeu- 
tung luil)en  nur  die  vorhandenen  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen, also  die  Kräfte.  Man  nuiü  deshalb  zuerst 
diese  Kräfte  für  einen  endliclien  Wert  von  berechnen  und 
dann  den  Fall  betrachten^  da^  die  Kräfte  seit  unendlich  langer 
Zeit  wirken,  d.  h.  dann  ^ «  00  werden  lassen,  wie  ich  es  in 
meinen  Abhandlungen  getan  habe.  Aus  der  Potentialtheorie 
ruhender  Körper  ist  man  gewohnt,  das  Potential  selbst  ab 
eine  physikalische  Größe  zu  behandeln  und  mit  ihm  selbsi- 
standig  zu  operieren;  im  hier  vorliegenden  Falle  abi»r  stößt 
man  aut  t  incn  Widei-sprurh.  wenn  man  so  verfährt  (und  das 
scln-int  mir  v(»n  j)rin/,ii>it'llrin  Interesse  zu  sein),  denn  das  an- 
dere, unter  allen  Lmständen  richtige  Verfahren  (bei  dem  man 
erst  naeli  Berechuuug  der  Kräfte  gleich  unendlich  werden 
lä&i)  lÜhrt,  wie  ich  gezeigt  habe,  auf  andere  Resultate. 

In  der  Tat  ergab  die  bisherige  Methode  für  die  magne- 
tische und  elektrische  Kraft  einzeln  den  Wert  Null  bei  statio- 
närer Bewegung,  während  sich  bei  mir  (vgl.  die  zweite  Ab- 
handlung) nur  ihre  Summe  gleich  Null  ergab;  femer  hatte 
man  z.  B.  ein  ünendlichwerden  der  Kraft  beim  übergange 
von  Unter-  zu  Überlichtgeschwindigkeit  gefunden,  während  sich 
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dieser  Übergang  nach  meiner  Untersuchung  ohne  Schwierigkeit 
Tollzieht.  Von  Wichtigkeit  ist  es  auch,  ihiü  die  übliche  Me- 
thode, die  sich  des  sogeoanDten  Ueavisid eschen  JiiUipsoids 
bedient  (und  die  eben  zam  NuUwerden  der  elektrischen  und 
magnetischen  Kraft  je  für  sich  führt),  als  nicht  zulässig  er- 
scheint. Schwierigkeiten  ergaben  sich  femer  bei  dem  Versuche 
einer  elektrodjrnamischen  Begründung  der  Mechanik. 

In  §  1<3  nx'iiier  ersten  Abhan<lhnig  lititte  ich  die  Fornudn 
so  zusammengestellt,  dal.^  der  llnterscliied  meiner  Resultate 
gegen  die  Sommerfeldschen  leicht  zu  übersehen  war;  er  be- 
stand, abgesehen  7on  der  ^Vahl  der  oberen  Grenze  t  (die  so- 
eben besprochen  wurde),  in  der  Vertauschung  gewisser  Diffe- 
rentiationen und  Integrationen;  insofern  es  sich  hier  um  die 
Differentiation  nach  y,  ß  handelte,  ist  wegen  der  Stetigkeit 
der  unter  den  Integrationszeichen  stehenden  Funktion  innerhalb 
der  ganzen  Kugel  (denn  S  ist  dort  stetig,  und  erst  die  Dift'e- 
rentialquotienten  von  6'  sind  unstetig)  die  Vertauschung  der 
Differentiationen  nach  .r  und  ^  in  der  Tat  erlaubt:  meine 
obigen  Kechnungen  (oben  g  ö,  Ö.  193)  würden  dies  Resultat 
auch  ergeben,  wenn  man  sie  weiter  durchführte,  d.  h.  die  ver- 
schiedenen Glieder  d  Ui  aus  den  einzelnen  Teilgebieten  der 
Kugel  addierte.  — 

Die  obige  Überlegung  ist  natflrlich  nur  so  lange  anwendbar, 
wie  das  £lektron  Ton  der  Kugel  mit  dem  Radius  et  a  ge- 
troffen wird;  für  t^f,  wo  letzterer  Wert  wieder  durch  («ir.'j 
definiert  ist,  tritt  Herüli ruiiLT  ein,  und  für  t  ^  t'  ist  die 
Differentialgleichung  an  keiner  Stelle  im  Innern  des 
Elektron  durch  die  Funktion  (p  befriedigt;  nur  bei 
konstanter  Geschwindigkeit,  wo  t'  von  t  und  von  Xy  y,  e  un- 
abhängig ist,  tritt  dies  noch  ein.  Für  t>t'  haben  wir  dann 
den*  stationären  Zustand. 

Für  diesen  letzteren  müiten  sonach  meine  Resultate  mit 
denen  ron  Sommerfeld  flbereinstimmen ;  der  Grund,  weshalb 
dies  nicht  der  Fall  ist,  muß  also  in  der  mathematischen  Durch- 
führung liegen.  Schon  auf  Seite  ^>27  meiner  ersten  Abhandlung 
habe  ich  darauf  liingewieseu,  dali  bei  der  k)ommerfeldschcu 
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Auswertung  der  betreftondon  dreifachen  Integrale  eine  Ver- 
tauschung zweier  Int»  i^ratiouen  vorgenommen  wird,  die  nicht 
ohne  weiteres  gestattet  ist.  Diese  Vertauschung  ergibt  sich 
nun  bei  nälierer  Betrachtung  als  nicht  erlaubt.  E&  handelt 
sich  um  das  Integral  (vgl.  a*  a.  0.,  S.  326): 
r  t 

0  0 

wenn  die  dreifache  Integration  Ober  das  Innere  des  Elektrons 
erstreckt  wird,  und  wenn  8  wieder  die  obige  Bedeutung  hat, 
so  daß: 

Jsinas  — a^cosinas  .  ,  sinJ^s 

U'  ^  —sincST'ds,    wo  «as    ^  . 

0 

zvL  setasen  ist  Das  Integral  gibt  die  Komponente  der 
elektrischen  Kraft  in  Richtung  der  ji^-Achse.  Es  ist  also  das 
dreifache  Integral: 

auszuwerten,  wo  sich  die  Integration  Aber  das  ganze  Innere 

des  Elektrons  erstreckt.  Nach  der  von  Herrn  Sommerfeld 
angewaudten  Methode  wäre: 

CD  ^ 

nr     Tj  C  C  C^inBssmas—aseomias  .        ,    ,  , 
~J    J  J  J  "~5  ?  sincsz  •  dx  ay  de 

(71)  0 

wo  nun  Q  das  folgende  Integral  bezeichnet: 


^      f /sina6"  —  ai'cosiuasX*  ,  .  #«  <^ 

II  ^5  1  sinc*T«smT«*  ^ 


ds 

0 

Nehmen  wir  z.B.  an,  die  liier  vorkommende  Varial>le  t 
genüge  der  Bedingung  <  t  <  %\  wo  t°  und  x'  bzw.  durch 
die  Gleichungen: 
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cx-\-T=2a    und    er  — r=2a 


definiert  sein  sollen  (also  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in 
meinen  früheren  Abhandlungen),  so  ist  nach  Herrn  Sommer- 
feld (Güttinger  Nachrichten,  1904,  S.  392): 


Behandelt  man  (l:ifj^e«ren  das  Integral  W  nach  meiner 
direkten  Methode,  so  ist  zu  beachten,  daf^  die  Ungleichung 
<  T  <  i'  meiner  „dritten  Lage"  entspricht  (vgl.  S.  262  und  274 
meiner  ersten  Abhandlang),  weiche  durch  Figur  4  (?gL  oben 
S.  188)  charakterisiert  war.  In  dem  (kleineren)  horizontal 
ehraffierten  Teile  des  Elektrons  ist  B<ex  —  a,  und  somit 
S^O;  nur  der  andere,  vertikal  schraffierte  Teil  liefert  daher 
einen  Beitrag  zum  Integral,  und  hier  ist  (bei  Unterlichtge- 
schwindigkeit): 


also  S  durch  obige  Gleichung  (3),  Seite  183  gegeben,  folglich : 


oder  bei  Benutzung  von  Polarkoordinaten  (vgl.  S.  274  meiner 
ersten  Abhandlung): 


(72) 


«r—  T 


wo: 


2ürco8inei  =      -f      —  a». 


somit: 


^"  Ä J"^"'  -i.oj-  Rf}  [«» -  (T  -  ny]  dR, 


ci  — 


a 


oder,  wenn  q^ct  —  Ü  +  a  gesetzt  wird: 
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und  dieser  Wert  ist  von  dem  obigen,  wie  er  sich  aus 
(71)  und  (72)  ergibt  vollständig  Terschieden.  Die  Ver- 
tausehung  der  rännilichen  Integration  nach  x,  y,  z  mit  der 

Integrtation  nach  der  Variabein  9  zwischen  den  Grenzen  .s  =  0 
und  .«?  =  oc  ist  daher  nicht  gestattet.  Hierin  liegt  ein  wesent- 
licher Grund  iiir  die  Verschiedenheit  meiner  Kesuitate  von  den 
früheren. 

Da  die  Sommerfeldschen  Formel  jede  Bewegung  (nicht 
nur  die  stationftre)  umfassen  sollen^),  indem  man  z.B.  bei 
beliebiger  endlicher  Anfangszeit  die  Geschwindigkeit  Tor  dieser 
Zeit  durch  Null  ersetzt,  so  kommen  außerdem  die  oben  im 
Anschlüsse  an  Gleichung  (70)  gemachten  Bemerkungen  in 
Betracht. 


Vgl.  die  Abhandlung  von  Sommerfeld  in  Jahrgang  1905  der 
Gottinger  Nachrichten.  Ich  erwihne  dies  hesonders,  da  Herr  Schott 
in  einer  soeben  etscheinenden  Abhandlung  (Annalen  der  Physik,  vierte 
Folge  Bd.  26,  S.  80)  die  Ansicht  ▼ertritt,  daß  die  Sommerfeldschen 
Resoltate  fiir  das  Anfangstftadiam  keine  Oflltigkeit  heantprachen.  Die 
von  Herrn  Schott  in  anderer  Hinsicht  sn^eeprochenoi  Bedenken  (int> 
besondere  in  Bezng  auf  ünstetigkeiten  der  Geschwindigkeit  und  in  Beang 
auf  meine  Berechnung  der  Maate)  halte  ich  nicht  für  zufreO'end,  wenn- 
gleich dioHo  P^-aigf»!!  noch  genauerer  Eröriemng  bedürfen;  bei  Fortsetsnng 
meiner  Arbeit  werde  ich  darauf  aurückkommen. 

[Zuaate  vom  1.  Febr.  1908.] 
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Magnetische  Ortsbestimmungen  in  Bayern. 

3.  Mitteilung. 

■ 

Ton  J.  B.  HMMiBehnItt. 

Die  vorliegen<len  inaf^netischen  Ortsbestimmungen  schlieL^en 
sich  an  die  früheren')  unmittelbtir  an  und  enthalten  bereits 
die  Anfange  der  in  Aussicht  genommenen  I )etailiniter.siichungen. 
Die  Messungen  sind  mit  dem  nämlichen  Instrumente  und  in 
der  gleichen  Weise  ausgeführt  und  reduziert  worden,  wie  dies 
in  der  zweiten  Mitteilung  eingehend  beschrieben  worden  ist. 

Die  Genauigkeit  der  Deklination  und  Inklination  ist  auf 
±  1',  die  der  Horizontalintensitftt  auf  ±\0y  anzunehmen. 

Die  Beobachtungen  im  Feld  sind  nach  den  Registrierungen 
der  raagiietisciien  Elemente  in  MQnchen  auf  den  Anfang  des 
Jahres  lOüo  reduziert.  Durch  die  Erriolitung  einer  neuen 
Linie  der  elektrischen  Trambahn  von  der  Max -Josephbrücke 
in  Bogenhausen  isaraufwärts  ist  eine  weitere  Verschlechterung 
des  magnetischen  Feldes  am  Observatorium  eingetreten,  be- 
sonders seitdem  die  Geleise  über  die  Brttcke  bis  zum  Herzog- 
park  (Montgelasstrafie)  geführt  wurden,  obwohl  der  Endpunkt 
dieser  Streeke  noch  $50  m  nach  Westen  Ton  dem  Stand- 
punkt der  magnetischen  Registrierinstrumente  entfernt  bleibt. 
En  muiäten  daher  die  Aufzeichnungeu  der  magnetischen  W  age 


')  Messersch mi  tt,  J.  B.,  Häretische  Ortsbaitunmungon  in  Bayern. 
Diese  Berichte  Bd.  XXXV,  Heft  1,  S.  69-88,  1906  und  Bd.  XXXVl,  Heft  8, 
S.  645-579,  1906,  mit  einer  Karte. 
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als  völlig  unzuverlässig  ganz  eingestellt  werden.  Die  beiden 
anderen  Elemeute  dagegen  sind  für  die  Reduktion  der  Feld- 
beobachtuDgen,  sowie  zur  Ableitung  von  Mittelwerten  noch 
genügend  zuverlässig  und  kann  die  Unsicherheit  in  Deklination 
zu  ±  0.'2  Zehntel  Bogexuninute  und  in  der  HorizontaüntensitÜ 
zu  ±  2^  angenommen  werden.  Doch  kommen  in  den  RegLstrier* 
kurven  hie  und  da  jetzt  Sprünge  vor,  die  offiBnhar  von  zeit- 
lichem Kurzschluß  in  den  Trambahnlinien  herrühren,  wodurch 
also  einzelne  Werte  unter  Umständen  ungenauer  werden  können. 

Die  Vergröüerung  ,der  Störungen  durch  die  Trambahn 
rührt  otfenbar  daher,  daß  zwischen  den  En  dsti  ecken  der  beiden 
zunächst  gelegenen  Linien,  nämlich  in  der  ismaningerstrafie, 
195  m  Entfernung  nach  WSW,  und  Montgelasstraße,  650  m 
nach  W,  eine  Art  leitende  Verbindung  in  den  vagabundieren- 
den Strömen  hergestellt  wird,  obwohl  die  beiderseitigen  Schienen 
nicht  miteinander  verbunden  sind,  sondern  400  m  voneinander 
entfernt  bleiben.  Eine  direkte  Verl)indung  der  Geleise  oder 
aucli  die  Verlängerung  eines  derselben  würden  die  Br;nichi»ar- 
keit  der  magnetischen  Beobachtungen  am  magnetischen  Obser* 
vatorium  ganz  in  Frage  stellen.  Sogenannte  Feinregistrierungen, 
bei  denen  Genauigkeiten  von  0,1  y  mindestens  verlangt  werden, 
sind  ja  schon  jetzt  nicht  mehr  auszuführen.  Es  kann  daher 
die  Verlegung  des  Observatoriums  nur  noch  eine  Frage  der 
Zeit  sein. 

Die  magnetischen  Elemente  in  München,  gültig  für  den 
Anfang  des  Jahres,  simi  aus  den  Mittelwerten  der  Monate 
Dezember  des  vorhergehenden  Jahres  und  dem  Januar  des 
folgenden  Jahres  abgeleitet.  Sie  sind  in  der  nachstehenden 
Tabelle  1  zusammengestellt. 

Aus  den  direkt  beobachteten  Werten  der  Deklination  D, 

der  Horizontalintensität  H  und  der  Inklination  J  sind  die  recht- 
winkligen Koordinaten 

Nordkomponente:  X  ^  H '  cos  D 
Westkomponente:  F  »  iT-  sin  D 
Vertikalkomponente:  2  ^  II  -  ig  J 
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abgeleitet  worden,  woraus  dann  die  Totaiiuteiisität: 

F     H  •  sec  J  ^  Z  *  cosec  J 

folgt. 

Tabelle  I. 

N.Br.  48^818.  Lftage  11*  86/6  0.    Greenw.  Hohe  >■  580  in. 


D, 

B 

/ 

X 

r 

Z 

F 

lo^mw' 

0.90573 

0.20  220 

-a08789 

0.41066 

045  9S2 

80J 

595 

20.0 

250 

780 

1011 

890 

1901.0 

25.8 

620 

18.1 

288 

786 

1019 

914 

1902.0 

'  21.2 

613 

15.1 

307 

710 

0  957 

865 

1903.0 

10.9 

652 

11.8 

320 

(;s6 

0  878 

798 

1901.0 

1  ll.l 

643 

10.9 

319 

6U 

0  834 

755 

1U05.Ü 

7.3 

653 

10  J) 

■.VM 

G30 

U  84 1 

767 

190Ü.0 

2.0 

651 

10.3 

335 

59« 

0  83J 

757 

1907.0 

j  9  56.7 

646 

9.9 

\  336 
1 

566 

0  810 

736 

Die  Inklination  ist  nur  aas  absoluten  Beobachtungen  mit 
dem  Bambergschen  Nadel-Inklinatorium  und  dem  Wild-Edel- 
mannschen  Rotations-Inklinatorium  berecbnet  Fflr  die  Reduk- 
tion der  Feldbeobaehtungen  wurden  die  stflndlicben  Beobach- 
tungen von  Potsdam  und  Pola  mit  herangezogen. 

Die  Deklination  zeigt  jetzt  eine  mittlere  Ahnalniie  von 
4'.!);  der  närnliclie  Wert  tol<;t  aus  den  Jahre.sniitteln  der  letzten 
8  Jahre.  Die  Horizontalintensität  ist  in  den  letzten  5  Jahren 
dag^eg^n  nahe  ungeändert  geblieben;  die  Inklination  nimmt 
nur  .  wenig  ab;  ein  Ergebnis,  das  mit  dem  Verlauf  der  magne- 
tischen Elemente  der  nSchstgelegenen  Observatorien  in  Pots- 
dam und  Pola  gut  Übereinstimmt^) 

Die  nachfolgende  TabeUe  II  enthält  der  Hauptsache  nach 
die  Beobachtungen  des  Jahres  1906,  doch  sind  noch  einige 
ältere  unveniffentlichte  Beül)achtungen  hinzugefügt  worden, 
weiche  entweder  gelegentlich  Rekognoszierungen  erhalten  wur- 

M  M  pss  e  r si  h  III  i  1 1,  .1.  ii.,  Neuere  Mißwoi.sunf^sbestimmungen  in 
Mitteleuropa.  Annaluu  der  Ujdrogr.  und  Mar.-Met.  Sö.  Jahrg.,  1907, 
S.  522-526. 
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Tabdto  II. 
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1  Rubpolding 

45  26 

12  89  2 

660 

9  86.5 

20  774 

55 

Immenftadt 

83  48 

10  13  25 

750 

20  769 

56 

FaBsen  * 

34  19 

10  42  7 

800 

57 

1  OberBtaufen  i 

1     88  28 

10   1  42 

800 

10  49.7 

1   20  754| 

den  oder  bei  denen  infolge  schlechter  WitterungsrerhSltnisBe 
nicht  aUe  drei  Elemente  beobachtet  werden  konnten. 

Auf  den  Stationen  Weißenheim  a.  13^.  und  Wolzburg  ist 

bereits  zweimal  gemessen  worden.    Es  folgt  daraus: 
fUr  Weiüenheim  am  Berg: 

/>19U5  H]90r,  Jl903 

1903  110  41.'1  0.19  757  64«  39.'9 
1906  39.9  749  44.2 


Mittel 

lllr  Wülzburg: 

1903 
 1906 

Mittel 


11  40.5 


10  27.2 
10  27.2 


0.19  753 


0.20  129 
0  20  145 


64  42.0 


64 
64 


3.1 
5.4 


0.20  137 


64  4.2 
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Taben«  II  (Forttetiaiig). 


(■  ' 

y 

c 

Lamont 

1 

Top. 
Atlas 

1 

Nr. 

1 

1  _ 

— 

— — 

— 

I  52 

69  W 

37 

Ü3  li>.9 



— 

— 

II  110 

72  W 

38 

63  10.5 

0.20  331 

— 

L).()3  030 

(»  40  841 

0.45  707 

I  135 

77  0 

39 

63  17.9 

20  239 

03  715 

40  910 

15  794 

— 

76  0 

40 

63  13.0 

40  802 

45  700 

77  W 

41 

20  263 

08  628 

40  707 

45  616 

~ 

77  0 

42 

68  16.0 

20  275 

08  641 

40  868 

45  766 

77  0 

43 

63  10.5 

20  808 

08  708 

40  812 

45  788 

820 

U 

68  6.2 

■"^ 

— 

— 

— " 

1 98,  II  84 

830 

45 

63  7.2 

— 

— 

I  106 

81  0 

46 

68  1.1 

40  780 

45  687 

1 159,  II  148 

840 

47 

— 

20  434 

08  460 

40  783 

45  677 

— 

85  W 

48 

63  1.7 

20  427 

03  471 

40  714 

45  682 

— 

85W 

,49 

63  0.5 

20  UA 

03  488 

40  717 

45  695 

85  W 

50 

63  5.1 

40  717 

45  755 

I 

82  0 

51 

1 

62  69.1 

20  486 

03  54^j 

40  677 

45  059 

II  36 

84  0 

,52 

66  55.8 

20  474 

03  5()G 

40  <j  l5 

45  646 

93  W 

53 

62  57.2 

20  4ä4 

03  401 

10  t>89 

45  6S6 

93  W 

,54 

62  58.2 

40  642 

I  102 

SS  0 

55 

62  68.2 

I  1 

I  81 

890 

56 

62  67.7 

20  885 

1 

08  899 

40  665 

45  655 

880 

57 

Dabei  ist  zu  ))ein(M  k<'n.  dali  die  orsten  Messungen  im  .Tahre 
1903  mit  einem  amleren  Instrumente  (siehe  erste  Mitteilung) 
ausgetulii  t  wurden.  In  Wülzlnirg  wurde  19üü  genau  am  gleichen 
Orte  beobachtet,  in  Weiüenheim  muüte  wegen  der  Kulturen 
um  30  m  sttdlicher  aufgestellt  werden. 

In  Weiden  wurde  die  Inklination  zweimal  gemessen. 
1903  wurde  mit  dem  Tesdorp&cben  Theodoliten  (Nr.  1769) 
J  99  64^  22.'5  und  1904  mit  dem  Bamber^chen  Inklinatorium 
(Nr.  ()S17)  f7=64*'22!8  in  guter  Ubereinstimmung  gefunden. 

In  Kronach  wurde  nocli  an  einem  zweitenOrt:  50"  14'23"X.B.. 
\V  19'  25"  ö.  G.  dieHorizontaiintensität  H=  0.19640  bestimmt 
Der  letztere  Ort  dürfte  wegen  der  in  der  Nähe  befindlichen 
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Nr.|l 

i! 


Ort 


J  D 


A  U 


1905 


1850    I  Difl.    1905  i  1850  Diff. 


Diff. 
+  90 


1 

2'! 

sl' 

4 
6 

6. 
7 

8 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
161 
17 
18 1| 
19, 

ao'' 

21 

22 

23 

24 

25 

26' 

27 

28 

29, 

80 

81 

82,' 

88 

84 

35 

86. 

I» 


Kirchheimbolanden 
Kiuel 

Fimnkenthal 
Wdfienheim  s.  Bg. 
Landftuhl 
Nenrtadt  a.  H. 

Homburg  i.  Pf. 

St.  Ingbert 

Landau  i.  Pf. 

IiU(lwig<5ta<lt 

Mellrit'hstu«lt 

OlMM-kotzau 

Kronurh 

Mittelsinn 

Ebenbausen 

Oberred  witi 

Weiden 

Ocluenfiirt 

Rothenbmg  o.  T. 

Pnrtli  i.  W. 

Roth  a.  S. 

Gunzenliaiison 

Regenstnuf 

Wald  men  nach 

Wül/.biirjjr 

Abbuch 

Bogen 

Abensberg 

Donauwörth 

Osterhofen  a.  D. 

Rausenberg 

Wolnsaeh 

Nenitift 

Hohenstadt 

Langwetd  a.  L. 

Burlafingen 


I 


T 


+1«48.'8[+1W1:—  r  -1054  [-  900] 

"     -  «08  -  [900] 
-  846  -  (860J' 


+2  7.4'[H-2  16],-  9 
+1  82.4  [+1  41)—  9 


+1  88.2|H-1  Mjj-  7 
-hl  68.8  [+2  9JI-10 


900 
880 


-[8501 

-rsöo] 

-1-1  47.8-1-1  52,1!-  4.8  —  842!  —  822 . 

84o'  -  816  I 

-  825  -  [800J 

-  743  —^660^' 
-lOeef-  9901 


-1-2  25.6'-h2 
4-2   14  .5  [+2 


15.7 
19'] 


-hl  62.0 


■h 


4"  18.8 


25.1 
21.5 

10.1 

29.1 
18.  V 

4.3 
25.8 

0.9 

40.4 
68.2 
6.8 
44.0 

*1.2 
26.6 

86.6 


-hl  53] 


4.8 
9.9 
4 


-h  9.9- 


—  1 


-h 
-h 
-h 
+ 


24] 
56] 
4] 
261 
79] 
59] 
2] 
6] 
67] 
-f  50.4 

-  30]-h 
4-  22] 
-h  34.4 

10  ]i 
22)|  — 
25],- 

-  9]i- 

-  25]!- 

-  0.9 
-h  26.6 

-  36] 

-  60] 
18] 
60] 
50] 
22] 
46] 


—  —  |[-1020] 

-  -  l[-  900]' 
-  7   ,-1027[-  915 

[-  990] 
[-840] 
[-  760] 

-  604 
r-  740]j 

-  601, 

-  478[-  400] 

-  571 


—    —  701 


5 

0 


-  154  —  64 

-  8;-h  87 
+  14.  i-lOI 

-  ÖO -I-  40 

-  80  -h  60 

-  20  H-  70 

-  24  -f  66 

-  25  -h  »55 

-  73  -i-  17 
-96—  6 

I     I  il 

-  112  —  22 
-    I    -  I' 

-  i| 


—  97 


-h 


-h 
-h 


472  ' 

4(i9  ; 

0  -  468  —  380 

7  '-  406  f-  350] 
6    -  510  [ 
5    -  400: 

1  -  373| 
0.0  -  364 


-  4 

-  8 
-11 

-  6  .;• 

■h  5 

-'I 


-  240 

-  221 

-  278 

-  165 

-  160 

-  276 

-  252 


415] 

-  [300] 

-  [250] 

-  248 

-  306 
-[60] 
-[101 

-  [240]! 
+  [10]  j 
+  [30]  I 
-[190]j 
-[200] 


-  7:1 


-  78*+  12i 
-99—  9 

-  !  - 

-80  +  10 

-  56  -h  34 

-  101    -  11 

-  100  -  10 

-  123  -  33 

-  116  - 

_    I    _  ' 

-i8o!—  »oi' 

-211—121, 

-  S8|+  52 
-1751-  8&I 
— 180  —  90 

-  185  —  95 
-621—88 
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Ttbelle  III. 


( 

1905 

» 

Nr. 

1905 

*1860 

IHff. 

Diff. 

-r» 

J  X 

J 

Y 

A  Z 

A  F 

-f  10  44/3 

[-f-1®  48'] 

—  4 

4 

3 

—  1156 

4 

424 

41024 

4 

459 

i  — 
1 

-h  1 

33.4 

[+1 

41] 

-  8 

— 

1 

-1031 

-h 

559 

4100! 

4 

502 

1  2 

]      1  « 

1  +1 

36.9 

[+1 

40] 

-  3 

4 

4 

—  031 

4 

374 

41232 

4 

735 

i  3 

i 

31.5 

[+1 

41] 

—  9 

— 

2 

-  9Ö6 

4 

367 

4  948 

4 

455 

4 

Ii      I  * 

31.5 

[-hl 

35] 

—  4 

4 

3 

-  997 

4 

515 

4  990 

-h 

502 

1  ^ 

-Hl 

8.0 

-f  1  27.6 

—  ly.o 

— 

12.6 

,  —  948 

4 

456 

4  324 

82 

6 

:  +1 

di.4 

-hl  29.2 

-  7.8 

— 

03 

-  994 

4- 

672 

-h  865 

4 

325 

7 

38.6 

(+1  29] 

-  6 

4- 

-  968 

+ 

616 

4-  852 

4 

401 

8 

+  1 

17.1 

t+1  20] 

-  8 

+ 

:i 

—  866 

+ 

606 

+  826 

4 

412 

9 

+  1 

67.8 

[+•1 

48) 

4-  9 

+ 

1.6 

— 

~~ 

10 

+  1 

67.3 

66] 

-h  1 

— 

6.6 

— 

11 

89.2 

[-h  i 

31  ] 

4  8 

4 

0.5 

12 

1  +  1 

49.2 

[4- 1 

Sf)  1 

4  14 

4- 

6.5 

-1060 

— 

76 

+1287 

+ 

668 

18 

+ 1 

55.6 

[-h  i 

50  J 

-h  6 

— 

1.5 

14 

-H  1 

47.0 

[41 

44] 

-h  3 

— 

4.5 

1 

—  1 

15 

!  -f-  1 

28.3 

[41 

20] 

H-  8 

-h 

0.5 

16 

4- 1 

12.1 

4-1 

6.0 

4  6.1 

— 

1.4 

758 

17 

22.3 

[-hl 

17] 

4  5 

— 

2.5 

- 

.  i 

'  18 

7.1 

-f  i 

2.5 

4  4.Ü 

— 

2.9 

— - 

19 

1        1  A 

1  -t-0 

64.2 

[+0 

41] 

+  13 

4 

6.6  1  —  446 

— 

290 

+  667 

384 

20 

■ 

68.9 

+ 

66.6 

+  8.4 

— 

4.1' 

-  686 

+ 

23 

-h  620 

4- 

302 

21 

i  + 

68.9 

47.7 

H-  6.2 

— 

1.8 

22 

i'  + 

48.2 

[4 

40] 

4-  8 

4 

0.6 1 

-  460 

— 

141 

+  604 

4- 

248 

28 

+ 

46.1 

f-h 

30] 

4-16 

4- 

a6!'  -  870 

— 

241 

4-  667 

826 

24 

53.7 

[4- 

51] 

4  3 

4.6 

—  632 

-h 

22 

+  668 

276 

26 

37.8 

[-f 

31  ] 

+  7 

0.5 

—  381> 

— 

9(5 

4  828 

+ 

lu! 

26 

39.3 

l-h 

25] 

4  14 

H- 

6.5 

—  340 

— 

216 

4  429 

4- 

216' 

27 

1  + 

36.2 

4- 

32.3 

4  3.9 

3.6 

—  357 

67 

4  352 

4 

151 1 

28 

1  4- 

41.9 

-h 

33.4 

4-  8.5 

H- 

1.0 

—  392 

92 

4  303 

29 

+ 

24.1 

[-h 

9j 

f  16 

4 

7.5 

-  11)5 

297 

4  239 

4 

104 

30 

18.0 

[- 

8J 

4^6 

4 

18.5 

—  150 

439 

4-  94 

16 

31 

4- 

26.9 

[+• 

21] 

+  6 

1.6 

—  280 

10 

4  246 

4 

96 

82 

20.8 

[- 

10] 

4-11 

+ 

8.5 

-  118 

288 

-h  291 

4 

185 

38 

+ 

26.1 

[- 

10] 

+  16 

8.6 

—  106 

269 

4  479 

4 

360 

84 

27.0 

[+ 

20] 

4  7 

0.6 

-  299 

+ 

106 

+  266 

104 

86 

1-^ 

28.1 

+ 

[23] 

0 

7.6 

1 

-  289 

4- 

180 

i-  188 

+ 

49 

86 

1901.  Sitniagiib.  4.  auth.-|»li7a.  KL  27 


SiUmig  der  iii«th.-ph7t.  KUmm  vom  7.  Deaambar  1907. 


Kr 

1 
1 

A  D 

j 

A 

a 

1 
1 

1905 

1850 

1  Diff. 

;  1906 

1860  * 

Diff. 

1  i .  ff 

1  +»  . 

37 

Pfersee 

-1-21. 1' 

1  — 

i  - 

-166 

— - 

1 

- 

38 

Munidorf 

-  24.5 

— 

—  9 

— 

  1 

3'J 

München 

1 

00 

1  00 

0.0 

0 

0 

0 

+  00 

4ü 

b  r.iiruih 

1 

4- 

[4- n  ] 

—  70 

1-  10] 

-    3t  i 

+  54 

41 

Planegg 

1-h  «;  1 



—  58 

[  0] 

—  öS 

431 

1 

H- 

1.7 

L-  4  j 

—  68 

14-  30] 

-  98 

i  ~  ^ ' 

48 

FasaDgarten 

3.5 

[      0  ] 

4-  4 

,  -  64 

[4-  15J 

— 

44 

oOolang 

1 

12.9 

(+  «  ] 

4-  4 

—  16 

[4-  40] 

—  56 

+  86  j 

40 

nouüarolieii 

—  40 

4-110 

- 

46 

Ksof  beuren 

+  83.6 

— 

+  29 

— 

47 

Kosenheim 

-  25.7 

— 

4-  79 

+  152 

—  78 

+  17 

48| 

Uasperting 

90.7 

[-34  ] 

+  8 

4-  72 

—  128 

—  88 

49 

Adclholzpn 

2a6 

(-  84  ] 

h  5 

4-  C6 

[+200] 

-184 

-44Ö 

50 

Bcirili.iupteo  1 

26.4 

f-34  ]| 

4-  8 

4-  86 

r+200] 

—  114 

-24  ^ 

51 

St't'Hlllllipt 

Gl 

[+  1 10] 

—  49 

+  41  , 

52 

l5t'rn;ni  ' 

16.7 

f    ai  J 

-f  87 

[+  190J 

—  103 

-  18  . 

53 

Miir(|uart>t»'in  i 

24  8 

[■    33  ] 

f  '.» 

-f  1 19 

[+2101 

-  9r 

-   1  'I 

54 

Kulipülding  j 

l-o5  J 

3 

r  121 

+  230 

—  10'.  • 

-  1 V» 

55 

Itnmenstadt 

31.b^ 

-f-  38  4 

4-  97 

+  157 

—  6tt| 

+  30 

66 

FdMeii 

4-  22.0 

+  184 

67 

Obentaufen 

+ 

42.4 

1 

[4-41  J| 

4-101 

[+13Ü]| 

—  29 

+  «l 

OebSulichkeiten  Tielleielit  lokal  gestStt  sein,  weshalb  er  auch 

▼erlas.sen  und  ein  zweiter,  besser  gelegener  aufgesucht  wurde. 
Bildet  man,  wie  l'rülier,  wieder  die  Unterschiede  der  auf 
den  Stationen  erhaltenen  Elemente  gegen  die  Basisstation 
München,  so  erhält  man  die  Tabelle  III,  worin  die  Difierenzen 
der  Deklination  (J  D),  der  Horizontalintensität  (J  H)  in  Ein- 
heiten der  5.  Dezimalsielle  (G.  G.  S.)  und  der  Inklination  (d «/) 
im  Sinne:  «Feldbeobachtungen  minus  MOnchener  Wert*  ge- 
nommen sind.  Zum  Vergleich  sind  wieder  die  yon  Lamont 
für  1850  gefundenen  Unterschiede  beigefQgt.  Die  eingeklam- 
raerten  Zahlen  sind  seinem  Atlas  (Magnetische  Karten.  MiUulien 
18.54)  entnonmien,  die  übrigen  seinen  A  eröti'entlichungen :  , Ma- 
gnetische Ortsbestimmungen  in  Bayern. "  München  1854  und  1856. 
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Ttbelto  III  (Fortaetzong). 


A  J 

1905 

Nr. 

1905 

1860 

Diff. 

Diff. 
—  T.» 

1 

18.'4 

15.4' 

-f-  3.0 

-  4.5! 

— 

1 

87 

+ 

9.4 

— 

3.5 

-f  12.9 

-h  5.4 

— 

38 

0 

0 

0.0 

7  5| 

0 

0 

ü 

0 

1  39 

7.4 

[+ 

3  ] 

—  3.5 

—  92 

1 

-f-  ÖO 

4-  27 

40 

2.5 

[- 

1  1 

4-  4 

—  3.6 

— 

—  ijy 

—  61 

41 

l- 

3  ] 

— 

— 

—  68 

—  2 

—  Iö4 

—  156 

42 

4.6 

[- 

1  ] 

+  5 

-  2.6 

—  56 

4-  1» 

4-  27 

1 

43 

0.0 

[- 

4  ] 

+  4 

— 

-  28 

1  »70 

-f-  78 

—  29 

—  84 

44 

4.8 

16J 

+  12 

+  4.6 

— 

— 

46 

8.8 

10.4 

+  7 

—  0.6 

— 

— 

46 

9.4 

16.9 

+  e 

—  1.6 

— 

—  80 

47 

[- 

18  ] 

— 

— 

4-  103 

—  170 

—  186 

—  90 

48 

8.8 

[- 

18  ] 

4-  1.5 

4-  96 

—  169 

-  127 

—  86 

49 

10.0 

[- 

in  1 

4-  1.5 

+  118 

—  142 

—  124 

—  72 

50 

5.4 

[-- 

12  J 

-h  7 

-  05 

-  42 

-  '2i 

51 

II 

11.4 

[- 

19  J 

-h  8 

4-  0.5 

-h  104 

—  84 

-  164 

—  108' 

52 

14.7 

[-- 

21  ] 

—  1.5 

4-  143 

—  124 

-  196 

—  1211 

53 

II 

13.3 

[- 

23  ] 

+  10 

4-  2.6 

4-  153 

—  16U 

—  152 

-_81j 

54 

12.3 

13.7 

-h  1 

—  6.5 

—  199 

55 

17.3 

19.1 

4-  2 

—  5.5 

1 

66 

Ii 

128 

1^- 

8  ] 

—  6 

—  12.6 

;4-  54 
1 

4-  269 

-  176 

,57 

Die  Differemen  zwischen  den  beiden  Beobaebtun^reilien 

sind  jeweilen  in  der  dritten  Kolumne  eingetragen.  Für  die 
Deklination  ergibt  sich  daraus,  wie  in  den  früheren  Veröffent- 
lichungen ,  für  das  rechtsrheinische  liayern  kein  konstanter 
Unterschied.  Für  die  Pfalz  dagegen  weichen  im  Mittel  die 
Werte  um  — 4'.  7  ab.  Da  aber  nur  2  Stationen,  nämlich 
Neustadt  a.  H.  und  Homburg,  identisch  sind,  welche  überdies 
entgegengesetzte  Vorzeicben  aufweisen,  während  die  übrigen 
Werte  nur  den  magnetischen  Karten  entnommen  sind,  so  läßt 
sich  daraus  kein  sicherer  Schluß  sieben,  insbesondere  wenn  man 
berücksichtigt,  daü  Laniont  nur  an  7  Stationen  in  der  Pfalz  die 
Deklination  maß  und  daher  die  magnetischen  Kurven  in  diesem 
stark  gestörten  Gebiete  nur  angenähert  richtig  ziehen  konnte. 

27* 
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Es  bietet  sich  aber  noch  ein  zweiter  Vergleich  mit  den 
1855/56  durch  Q.  von  Nenmajer  aiugefUhrten  magnetischeD 
Ortsbestimmimgeo.O 

Prof.  Ton  Neumayer  hatte  ftlr  seine  Vermessang  in  Franken- 

thal  eine  magnetische  Station  errichtet,  welcher  Ort  noch  zii- 
gänglicli  ist,  weshalh  ich  daselbst  auch  meine  Mes^sungen  aus- 
führen konnte;  nur  stellte  ich  wei^a'n  der  jetzt  dort  in  der 
Nähe  vorbeifahrenden  Lokalbahn  das  Instrument  etwa  20  Meter 
südlicher  auf. 

In  Kirdiheimbolanden  konnte  ich  den  nämlichen  Stations- 
punkt wie  Prof.  von  Neumayer  benutzen;  in  Neustadt  a.  H.  da- 
gegen muüte  ich  etwa  50  Meter  westlich  davon  aufstellen.  Ein 
Vergleich  der  drei  Stationen  ergibt  die  nachlolgende  Tabelle 
(DiÖ'erenzen  gegen  München  für  Prof.  Neumajer  (N)  und 
mir  (M)). 


A  D 


AH 


_  K-L-¥^\J^'J.  ^  \  M  Ji>iff 


Station 


Kirchheim-  .  |  l| 

bolaaden  -f-l^  4019  +1"  48/9  —  8.9  -1067;  -1064 


N 


Fiank^thal  +1  67.6'-f  1  82.4 
NeilftBdta.H.4-1  42.o;+l  47.8 


+26.2; 
—  6 


1 


-  860  —  846 


-  810 


—  842 


— 18-hl^48/6 
—14+1  28.8 
+82+1  84.9 


AJ 
M  I  Diff. 

i 

+1*44:3.+  43 
+1  86.9  —  ai 
+1  8X)+a6.9 


Dabei  wurden  die  magnetischen  Elemente  in  München  für 
1856,0  nach  der  .Beilage  zu  den  monatlichen  Sendungen  der 
Mttnchener  Sternwarte'  1872  Nr.  11  im  Mittel  aus  1855  und 
1856  angenommen  und  zwar: 

i>«15«8:6;  i/=0.19660;  J=64Mi:5. 

woraus: 

X=0,19267;  r=-0,05214;  Z=0,42209  und  F=0,46G9I 
folgen. 


>)  G.  Ton  Nenmayer,  Eine  erdmagnetiBche  Venaeasuiig  der  baye- 
rischen Rheinpfalz  1855/56.  MitteUnngen  der  Polichia,  Nr.  21,  LXII.  Jahrg., 
1906.  Bad  Dürkheim  1906. 
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Die  Differenzen  sind  mit  Ausnahme  von  äl)  iu  Fraukeiithal 
und  AJ  in  Neustadt  nicht  groß  und  können  zwanglos  ans  der 
Veränderung  der  säkularen  Variationen  erklärt  werden.  Die 
Inklination  in  Neustadt  ist  bei  meiner  Messung  unsicher,  da 
die  Nadeln  schon  während  der  Beobachtungen  auffallende  Ab- 
weichungen zeigten,  deren  Ursache  nicht  aufgeklärt  werden 
konnte.  Bei  der  Deklination  in  Frankenthal  könnten  vielleicht 
Lükalstürungen  vorhanden  sein,  da  jetzt  nahe  eine  Bahn  vor- 
heil uhrt  und  auiäerdem  auch  gröiäere  Fabriken  und  Häuser  in 
der  Nähe  sind. 

Da  somit  die  rheinpfälzischen  Messungen  von  Neumajer 
und  von  Lamont  recht  wohl  mit  den  meinigen  verträglich  sind, 
so  erscheint  ee  angebracht,  sie  hier  in  der  gleichen  Beduktions- 
weise  zusammengestellt,  mitzuteilen. 

Für  die  Beobachtungen  von  Neumayer  (Tabelle  IV,  A) 
mufjten  nur  die  Differenzen  gehihlet  werden,  für  diejenigen 
von  Lamont  (Tabelle  IV,  B)  muüten  dagegen  erst  die  geo- 
graphischen Koordinaten  aus  den  Soldnerschen  Koordinaten 
berechnet  werden,  während  die  Difierenzen  gegen  München 
bereits  vorlagen. 

Von  der  Berechnung  der  rechtwinkligen  Koordinaten  X,  F,  Z 
und  der  Totalintensität  wurde  abgesehen,  da  diese  sich  nicht 
ohne  weiteres  auf  die  gleiche  Epoche  reduzieren  lassen.  Da 
aber  die  vorliegenden  Beobachtungen  wieder  zeigen,  daß  die 
früheren  magnetischen  Beobachtungen  in  allen  Teilen  gute 
Resultate  enthalten,  so  dürfte  eiue  Bearbeitung  derselben  wohl 
der  Mühe  lohnen. 

Wie  bereits  früher  (2.  Mitteilung)  erwähnt,  besteht  in  der 
Horizontalintensität  zwischen  den  Lamontschen  und  den  neueren 
Beobachtungen  ein  konstanter  Unterschied  von  90  y  und  in  der 
Inklination  von  7'5;  in  der  Deklination  ist  keiner  vorhanden. 
Diese  Werte  sind  fftr  das  rechtsrheinische  Bayern  auch  hier 
wieder  bestätigt  worden.  Für  die  Kheinpfalz  hingegen  muß 
für  die  Horizontalintensität  eine  kleinere  Korrektion,  nämlich 
41  angenommen  werden;  in  Inklination  ist  die  Abweichung 
7'  und  in  Deklination  417.  Freilich  beruhen  dabei  die  meisten 
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Zahlen  auf  den  aus  den  Lamontschen  magnetischen  Karten 
interpolierten  Werten,  haben  also  nicht  die  gleiche  Genauigkeit, 
wie  die  zuerst  angegebenen  Differenzen. 


Tabelle  IV. 

IiRuffe 

Ort 

Breite 

Oetl.  Ton 

AD 

AH 

AJ 

1 

Greenw. 

A. 

Feuern  uur^ 

.  Vor  4o»  u 

70  RA  '1 

\  -f  1°32.'2 

I  — 

978  1  4-l»45:7 

OhprmnQpViAl 

•to.o 

7  J.7  A 
f   4  /  .1/  j 

53.4 

— 

1048 



t1  Q 

X  i  .(7 

7  is!  n 

+  1 

49.9 

— 

9GG 

-f  1  50.4 

v4  XL,  1 1       L\\    \  f      (Vi       V  J  cl  1 1 

41  7 

's  1  .  1 

7  n 

-HB 

54.3) 

995 

-h  1  48.9 

ivix  L  Ii  Ii  1*1  III  rtUiallUvXl 

Q      <  k  Q 
ö  U.O 

+  1 

40.9 

10(>7 

4-  1  48.6 

Ronlf  onViJi  iiHpn 

UJ.W 

7  ilQ  7 

+  1 

43.9 

— 

947 

4-  1  46.2 

Tl  A  n  n  PFia  K  ^  1*  t  r 

7   RR  Q 

/    00  O  1 

+  1 

40.2 

— 

947 

_ 

Gfillheim 

fit:  9 

A     <t  1 

+  1 

34.3 

— 

955 

4-  1  41.4 

WolfiifMin 

7    Qfi  Q 
/   OD.O  ' 

4-1 

36.2 

— 

922 

4-  1  43.3 

89.1 

-hl 

47.6 

— 

841 

ISAnlr  An  IlYia.! 

51.0 

o  «1.4 

-hl 

57.6 

— 

860 

4-1  28.8 

III  ft 

A  1A  R  ' 
0  i*.o 

-hl 

87.8 

— 

878 

•hl  88.9 

7  AK  A  ' 

+  1 

17.8 

— 

901 

4-1  88.1 

f  «1.0  I 

l-hl 

29.8 

— 

886 

4-1  44.8 

ßri  m  !ii  f»l  <  H  n  c  An 

8  9.3 

+  1 

41.5 

— 

842 

4-  1  35.8 

TsTpllKtililh  :i  H 

8    8  7 

4-1 

4J.0 

— 

810 

+  1  84.9 

Mitielbexbach  1 

7  15.6 

4-1 

4Ü.8 

— 

1013 

2 

7  15.3 

4-1 

45.9 

4- 1  29.6 

Brennender  Herur  ^\ 

7    2  1 

232 

Berirhiiusen 

17  7 

8  24.9 

-h  1 

48.9 

759 

Edenkoben 

16.7 

8  7.2 

4-1 

49  0 

7Ü4 

4-  1  29.1> 

Hechtereheim 

1G.3 

8  29.0 

4-1 

37.0 

731 

4-  1  27.9 

Zweibrflckeii  1 

15.8 

7  21.9 

4-1 

14.5 

827 

2 

14.4 

7  28.2  1 

4-2 

82.2 

882 

Hraiagen 

18.7 

7  12.1  1 

-hl 

26.6 

828 

+ 1  88.9 

PirmaMiii 

11.2 

7  87.9  !,  +  1 

87.8 

821 

4-1  80.6 

Dietriobingen 

11.1 

7  25.8  Ii  4- 1 

58.9 

778 

4-1  80.2 

Klingenmfliieter  1  { 

9.0 

8   1.5  , 

+  1 

58.9 

688 

-1-1  20.8 

2 

8.7 

8  1.0 

4-2 

9.1 

721 

4-1  26.4 

Langcnkandel 

6.6 

8  13.7 

4-1 

42.8 

621 

4-  1  17.8 

Rumbacb 

5.0 

7  47.9 

24ii 

687 

4- 1  31.1 

^  Bei  Dudweiler. 
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Tabelle  IV  (Fortoetrang). 


Lftnge 

Ort 

Breite 

OsÜ.  von 

AH 

AJ 

_J 

Greenw. 

B. 

Lauterecken 

49»  41'  1" 

70  38'  9"! 

—  900 

-|-10  48.*5 

St.  Julien 

86  40 

7  29  3 



—  874 

41  41.6 

Ludwigshafen 

29  4 

8  25  56 

-h  1039/8 

—  826 

4  1  35.6 

Mannheim 

1 

(-hl  41.0 

—  821 

4  1  30.5 

Kaiaeralautern 

C 

27  57 

7  45  29  1 

-f-2  1.6 

— 

4  1  318 

27  10 

7  45  23 

4  2  2.5 

—  823 

41  33.8 

Pinnasens 

21  58 

7  3G  38 

-f  2  Ö.2 

-  796 

4  1  29.5 

Neustadt  a.  H. 

1      21  U 

8    8  19 

-hl  52.1 

—  822 

4  1  27.6 

Hombtug 

19 16 

7  20  45  ! 

4-2  16.7 

—  816 

4-1  29.2 

»Si'eyer 

1766 

8  24  48  1 

4  1  41.7 

—  706 

-}-l  21.8 

Annweiler 

.  ia,2 

7  68,2  : 

—  680 

+  1  23.8 

Laagenkaadel  A 

4*67" 

8  11'  6"j 

+ 1  51.7 

-  611 

41  9.7 

• 

C      ,  4&6 

8  10   1  j|+l  62.6 

-  621 

Zum  ScUiifi  mOge  noch  die  Vergleichong  der  beobachteten 
rechtwinkligen  Koordinaten  mit  den  theoretischen  Werten  in 
Tabelle  V  gegeben  werden.    Dabei  wählte  ich,  wie  fröber,  das 

von  Ad.  Schmidt  berechnete  System,  da.s  sich  auf  das  .Talir 
18J!«5,0  bezieht.  Für  da.s  rechtsrheinische  Bayern  konnte  hier- 
für die  bereits  früher  lierechnete  Tabelle  wieder  verwendet 
werden,  während  für  die  Uheinpfalz  eine  neue  Tabelle  der 
X,  F,  Z  angelegt  wurde,  iu  welcher  die  Intervalle  in  Länge 
und  Breite  von  10'  su  10'  fortschreiten,  so  daß  die  Inter- 
polation ziemlich  einfach  wurde. 

Es  mag  noch  daran  erinnert  werden,  daß  die  Differenzen, 
im  Sinne  ,  Beobachtung  minus  Rechnunjr*  «gebildet  sind  und 
die  beiderseitigen  Zahlen  sieh  auf  zweierlei  Kpoeht  ii.  nämlich 
188.").n  und  1905,0  beziehen,  was  a})er  in  dem  vorliegenden 
Falle  ohne  Bedeutung  ist.  Im  übrigen  kann  auf  das  iu  der 
früheren  Mitteilung  Gesagte  verwiesen  werden. 

Siehe  Lamont  Bd.  1,  Seite  126  und  .Magnet.  Beubachtungen 
1Ö43,  44  und  45*. 
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i 

Nr. 

Ort 

Breite 

ÖBÜ.  von 

a 

Greenw. 

—  "7 
i  1 

lkirCulleluluOIMlCI6D 

— T 

49»  89/9 

Ii 

8f»  0/8  j,  0.19  175 

U.10  v*o 

A  1 

JxuBcl 

1 

82.2 

7  24.6  ' 

19  801 

19  999 

o  ' 

9 

jfnuiKeiirau 

I  81.8 

II  80.1 

8  21.6  1 

19  897 

Ifi 

lo  #94 

4 

weiJioiin6iiii  ft.  0g. 

8  9.6  , 

19  845 

10  TIA 

je 
0 

LmiaStUIll 

1  26.3 

7  88 J  1 

1     19  884 

lo  ooo 

t> 

neustaat  a.  a. 

1 

20.6 

8   8.5  ! 

1     19  383 

IQ  TT'i 

4 

nomDur^  i.  rl« 

1  19.3 

7  20.7 

19  337 

^  ii   Ii  TO 

Q 
O 

Oa  f,,,,l. 
ct.  lll<;iJt'lT 

1 

16.0 

7    6.0  I 

19  368 

1  Q    HttQ  1 

lo  boo  •! 

1 

Q  1 

y 

Lai]'l;\u  i.  I'f. 

1 

1  12.2 

8    6.9  ! 

19  475 

18  823 

XU 

IjU*  1  \%  I y^^\  ti *  1  i 

50  29.5 

11  23.3 

1 

1  R  717 

1  o    4  11 

Ii 

1 
1 

)  25.5 

10  18.7  1 

in  014 

1  o 

1    1                             #  '  ■  «  h  t  • 

1 

Iti.S 

11  56.4  ! 

lo  0<  Z 

Ift  1 

ivroTiacD 

14.8 

11  20.2 

19  301 

iO  OX4 

1 

I  11.4 

9  87.2 

lo  OZl 

iO 

1    li^Won  lia  na  An 

1 

;  8.0 

10  8.0 

lo  fUO 

XO 

V/Oturouwibs 

i  0.4 

12  4.9 

- 

lo  VOff  j< 
lo  900 

17 

iisynilui 

'  49  67.0 

11  87.2 

10 

TT  eiucn 

1  40.4 

12  9.1 

_ 

19  149 

IQ 

ffl  A  t\  et  A  n  t  1  1  *•  T 

39.8 

10  4.4 

lo  CJÖO 

zu 

Dur^Tiiriii)<i(  II 

1  29.6 

10  55.7 

1 V  UDo 

Ol 

ivOi iiti^nour^  o.  X. 

22.6 

10  11.5 

1   

IJ  Uly 

oo 

Viirtli    i  W 

r  uriii  I.  '» • 

!  18.3 

12  51.1 

;      19  886 

1  y  o.  u 

y% 

£o 

llOlIl    il-  O. 

15.0 

11  6.0 

,     19  746 

1  y  1  o  I 

91 

l  •iif^vonMiiiiutifi 

7.4 

lU  45.4 

IQ  1  ftl 

1  nCgenSlAUI 

7.2 

12  8.0 

19  881 

i  J  30U 

OA 

w  EiainoniiiiiCu 

1  8.1 

12  48.0 

19  961 

10  ÄAA 
l9  404 

517 

1  1.6 

11  0.4 

19  799 

19  Alv 

ZO 

48  66.2 

11  69.9 

19  942 

10  xm 

19  491 

29 

Bogen 

1  64.8 

12  40.9 

19  991 

19  518 

30 

>  Wassensell 

62.6 

11  9.4 

19  845 

31 

<  Abensberg 

48.8 

11  50.6 

19  974 

19  456 

32 

Donauwörth 

'  43.1 

10  47.5 

19  939 

19  :'>«>.') 

33 

( )-<terliof«'n  ii.  D, 

1  42.0 

Kl  1.3 

1     20  136 

19  647 

34 

Hau/.cnlitTg 

!  38.9 

lo  37  2 

20  181 

19  743 

35 

Wolnzach 

i  3G.3 

11  34.9 

20  051 

19  510 

3Ü 

Ncustit't 

34.1 

1  13  23.4 

'     20  213 

19  759 

'I 
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Tabelle  V. 


Y  1 

1 

z 

B 

1 

1 

z 

^B~^R 

"VT 

Nr. 

—0.04 

054 

-0.04 

540 

0.41 

865 

0.42 

514 

1 

+  550y 

+  486y 



649  y 

1 

U4 

189 

04 

661 

41 

842 

42 

489 

4-702 

+  472 

— 

647 

2 

Ü4 

004 

04 

4S0 

42 

073 

42 

429 

-+-663 

+  476 



356 

3 

VO 

997 

U4 

519 

41 

789 

42 

421 

-{-  635 

+  522 



632  ' 

4 

Ü4 

145 

04 

638 

41 

831 

42 

404 

-h  669 

+  493 



573 

5 

04 

086 

i\A 

04 

532 

41 

165 

42 

340 

+  611 

+  446 



1176 

6 

0 1 

302 

04 

684 

41 

706 

42 

366 

4-065 

+  382 



660  1 

7 

1 

04 

245 

04 

733 

41 

693 

42 

345 

-f700 

+  488 

— 

652 

8 

04 

135 

U4 

546 

41 

667 

42 

266 

-i-652 

+  411 



599 

9 

AO 

Oo 

815 

42 

210 

42 

818 

— 

— 



608 

10 

l\A 

04 

058 

42 

819 

— 

— 

— 

11 

AQ 

Oo 

721 

42 

680 

— 

— 

— 

12 

AQ 

Oo 

555 

AO 

Oo 

872 

42 

078 

42 

690 

4-487 

+  317 



612 

13 

A  1 

04 

2051 

42 

721 

— 

— 

— 

14 

1 

A  4 

109, 

42 

674 

— 

— 

— 

15 

743 

42 

609 

— 

— 

— 

16 

1 

AQ 

Oo 

835] 

41 

909 

42 

531 

— 

— 



622 

17 

AQ 

Oo 

749 

41 

605 

42 

370 

— 

— 



765 

18 

1 

Ayl 

U4 

149 

42 

431 

■ — 

— 

— 

19 

AQ 

995 

41 

492 

42 

311 

— 

— 



819 

20 

1 

l\A 

U4 

141 

42 

274 1 

— 

— 

21 

Oo 

400 

AQ 

üo 

673 

41 

508 

42 

156 

+  500 

+  273 

— 

648 

22 

— 

03 

653 

— 

03 

977 

41 

461 

42 

185 

-4-562 

+  324 



724 

23 

04 

051 

42 

118 

— 

— 

— 

24 

03 

489 

03 

790 

41 

345 

42 

072 

+  515 

+  301 



727 

1  25 

03 

389 

03 

ceo 

41 

408 

42 

016 

+  497 

+  291 



608 

26 

03 

652 

04 

010 

41 

404 

42 

057 

+  529 

+  358 



653 

27 

03 

534 

03 

826 

41 

169 

41 

965 

+  511 

+  292 

796 

28 

03 

414 

03 

763 

41 

270 

41 

941 

-h  473 

+  349 

671 

29 

03 

990 

41 

241 

41 

970 

729 

30 

03 

563 

03 

863 

41 

193 

41 

921 

+  518 

+  300 

728 

31 

03 

722 

03 

996 

i  41 

144 

41 

895 

+  574 

+  274 

751 

32 

ij 

03 

351 

03 

645 

41 

080 

41 

815 

+  489 

-h  294 

735 

33 

03 

191 

_ 

03 

534 

40 

935 

41 

767 

+  438 

+  343 

832 

34 

03 

620 

03 

927 

41 

087 

41 

805 

4-  541 

+  307 

718 

35 

03 

342 

03 

552 

41 

1 

132 

41 

t 

728 

;  +  454 

1 

+  210 

596 

36 

1 
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Lange 

1 

Nr. 

Ort 

Breite 

östl.  von 
Qreenw. 

1 

\ 

87 

Höhenstiitt 

48<>29.'9 

13019.'2  1 

1 

1  0.20  225 

'1 

0 19  770 

38 

Langweid  a.  L. 

29.3 

10  60.8  1 

1     20  032 

19  467 

39 

Oflnzburg 

27.7 

10  17..5 

19  40<? 

40 

Burlutingen 

24.5 

10  5.1 

20  042 

19  4UG 

41 

Pfersee 

22.0 

10  52  0 

— 

19  517 

42 

NeofUmi  b.  Fr. 

19.6 

11  89.7 

— 

19  687 

48 

Senden 

19.5 

10  8.4 

— 

19  482 

44 

Hllhldorf 

14.7 

19  81.0 

— 

19  776 

46 

Haepelmoor 

18.6 

11  6.2 

— 

19  606 

46 

Mtlndien 

8.8 

11  86.6 

20  881 

19  704 

<  Grafrath 

7.7 

11  9.8 

1    20  289 

19  756 

48 

Planegg 

6.5 

11  24.7 

19  695 

49  j 

Haar 

6.5 

11  44.2 

20  263 

19  7.36 

50 

Fasnn  paarten 

5.3 

II  S6.3 

1     20  275 

19  729 

61 

2.G 

11  50.4 

1 

19  788 

52 

Söcking 

47  59.9 

11  19.8 

20  803 

19  IM) 

53 

Holzkirchen 

62.9 

11  41.7 

— 

19  825 

54 

Kauf  beuren 

62.8 

10  37.2 

19  691 

55 

Rosenheim 

51.5 

12  8.7 

19  900 

66 

Hasperting 

49.8 

12  86.6 

20  484 

19  962 

67 

Adelholxen 

49.6 

12  86.6 

1     20  427 

19  968 

68 

Bemhanpten 

49.3 

12  894)  1 

1    20  444 

19  970 

69 

Beeehaapt 

49.2 

11  17.1 

19  601 

60 

Bernan 

1  48.7 

12  22.8 

'     20  486 

19  941 

61 

Marquartstein 

1  45.6 

12  27.7 

20  474 

19  074 

62 

Ruhpoldinfif 

1  45.4 

12  39.0  ,      20  484 

20  000 

63 

Immenatadt 

33.8 

10  13.4  jj  — 
10  42.1  — 

19  769 

64 

Füssen 

34.3 

19  830 

65 

Oberataufen 

83.4 

10  1.7 

20  385 

19  748 
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Tabelle  V  (Fortsetzung). 


z 

1 

Ii 

II 

1 

1 

1 

Nr. 

—  0.03  361 

-  0.03 

1 

601 

0.41  320 

0.41 

692 

4-455/ 

+  2Uy 

— 

372  r 

37 

ifä  (Ob 

04 

073 

41  Ü9() 

41 

765 

4-  565 

+  337 

— 

669  1 

38 

04 

180 

41  075 

41 

773 

— 

— 

— 

698  : 

39 

_ 

Oo  ölO 

04 

233 

41  024 

41 

753 

4-636 

+  423 

— 

729  ! 

40 

04  077 1 

■ — 

41 

697 

— 

— 

— 

41 

Oo 

41  247 

41 

645 

— 

— 

— 

398 

42 

04 

41  810 

41 

706 

— 

— 

+ 

104 

43 

03 

772 

41 

571 

— 

— 

— 

44 

04 

059 

40  993 

41 

608 

— 

— 

— 

615 

45 

Oo  boO 

03 

952 

10  841 

41 

546 

4-627 

+  322 

— 

705 

46 

Oo  710 

04 

037. 

40  910 

41 

551 

4-  ^83 

+  322 

— 

641  ' 

47 

1 

03 

992 

40  802 

41 

531 1 

- 

— 

— 

729 

48 

i 
1 

Od  bJo 

03 

930 

40  707 

41 

510 

4-527 

+  302 

— 

803 

49 

Oo  041 

03 

957 

40  868 

41 

512 

+  546 

+  316 

— 

644 

50 

03 

8G5 

40  820 

41 

475 

1  — 

— 

— 

655 

51 

1- 

03  703 

— 

04 

015 

40  812 

41 

471 

4-573 

+  312 

— 

659 

52 

1 

03 

953, 

— 

41 

390 

— 

— 

— 

63 

04 

155 

— 

41 

430 

— 

— 

54 

03 

8G9 

40  730 

41 

360 

— 

— 

630 

55 

03  4G0 

03 

783 

40  705 

41 

898 

-h  472 

+  323 

— 

1193 

56 

1  _ 

03  471 

03 

784 

1  40  714 

41 

897 

+  464 

+  313 

1183 

67 

03  488 

03 

764 

40  717 

41 

892 

+  474 

+  276 



1176 

58 

04 

035 

40  799 

41 

367 

568 

59 

03  546 

03 

829 

40  677 

41 

885 

+  494 

+  283 

1208 

60 

03  50G 

03  816 

40  645 

41 

867 

+  500 

+  310 

1222 

61 

03  461 

03 

780 

40  689 

41 

856 

+  484 

'  +  319 

1167 

62 

: 

04 

252 

40  ()42 

41 

263 

621 

63 

04 

171 

41 

248 

1 

64 

! 

03  899 

04 

288 

40  665 

41 

129 

+  637 

+  389 

464 

65 

1 
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Über  die  Konvergenz  der  Jacobi-Kettenalgorithmen 

mit  komplexen  Elementen, 

Von  Oskar  Perron. 
Das  Studium  des  Eettonbruehes 

_«oi  .  «j1  .  _M  .... 

ist  gleichbedeutend  mit  dem  Studium  der  dreigliedrigen  linearen 

Rekursiousformel : 

^^S^Or^r  +  ^A+l      (»'=«0,  1,  2,  .  .  .00). 

Denn  aus  dieser  berechnen  sich  sukzessive  sowohl  die  Zähler 
als  die  Nenner  der  Näherungsbrüche,  wenn  man  nur  von  ge- 
eigneten Anfangswerten  A^,  ausgeht.  Man  kann  dabei 
Yon  der  formalen  Bildungsweise  des  Kettenbruches  überhaupt 
absehen  und  die  ganze  Theorie  auf  die  Bekursionsformel  gründen. 

Ebenso  ist  die  Theorie  des  Jacobischen  Kettenbruch- 
algorithmus  nichts  anderes  als  eine  Theorie  der  (n-{-2)-  glied- 
rigen  Rekursionsformel: 

Wie  nun  bei  den  unendlichen  Ketteiibrilchen  die  Frage  nach 
der  Konvergenz  das  Hauptproblem  darstellt,  so  steht  auch  bei 
der  Jacobischen  Verallgemeinerung  ein  analoges  Konvergenz- 
problem  im  Vordergrund  (was  allerdings  Jaoobi  selbst,  der 
Ton  dem  ganzen  Algorithmus  blofi  die  formale  Seite  ins  Auge 
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&fite,  gar  nicht  bemerkt  zu  haben  scheint).  Ich  habe  in  meiner 
Habilitationsschrift')  fUr  den  Fall  reeller  positiver  a^'\  die  noch 

gewissen  einschränkenden  Ungleichungen  genügen,  die  Kon- 
vergenz ie.stgt'stellt  und  die  gleiche  Frage  aiiüenlem  für  perio- 
dische Algorithmen  auch  im  Fall  komplexer  «['^  voUsttiiuli«^ 
erledigt.  In  der  gegenwärtigen  Arbeit  will  icli  nun  auch  be- 
liebige komplexe  a^*^  in  Betracht  ziehen  und  für  diesen  Fall 

eine  Reibe  von  Konvergenzkriterien  aufteilen.  FOr  H<»lt 
d.  h.  für  die  Kettenbrttche,  ergeben  sich  daraus  insbesondere 
auch  das  Fundamentaltheorem  des  Herrn  Pr  in  geheim ,  wo- 
nach der  obige  Kettenbruch  allenml  kunvergiert,  wenn  durch- 
weg ^h^  ^  1  "i"  i  1  ii>fci  späterhin  (g  4)  aber  auch  einige  neue 
üriterien. 

Sind  die  Teilzähler  und  -nenner  des  Kettenbruches  ganze 
rationale  (positive  oder  negative)  Zahlen,  so  besagt  ein  Satz  von 
Legendre,  da&  der  Kettenbruch,  wenn  durchweg  |dr|>l-l-iay 
ist,  abgesehen  von  einem  leicht  angebbaren  Ausnahmsfall,  stets 
einen  irrationalen  Wert  hat  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ergibt 
sich  bekanntlich  aus  dem  Lambertschen  Kettenbruch  für  die 
Exponentialfiinktion  die  Irrationalität  der  Zahlen  e,  c",  n  u.a.  m. 
Der  Legen  dresche  Irrational  itätssatz  gestattet  nun  eine  Aus- 
delinun«^  auf  den  Jacol)i. seilen  Aly'orithmus,  woraus  dann  ganz 
entsprechend  gefolgert  werden  kann,  da^  zwischen  gewissen 
Transzendenten  keine  lineare  Relation  mit  rationalen  Koeffi- 
zienten besteht  (§  9).  Bei  dieser  Gelegenheit  leite  ich  dann 
nicht  nur  das  genaue  Analogen  zum  Lambertschen  Ketten- 
bruch her,  sondern  gehe  gleichzeitig  noch  viel  allgemeinere  Ent- 
wicklungen an,  welche  der  bekannten  Kettenbruchdarstellung 
für  den  Quotienten  zweier  Besseischen  Punktionen  entsprechen. 
Weitere  tunktionentiieoretische  Anwendungen  gedenke  ich  au 
anderer  Steile  zu  veröffentlichen. 

M  (Irundlftgen  für  eine  Theorie  des  Ja co bischen  Kettenbruch* 
algoritbmug  (Math.  Anual.  64  (19ü7),  pag.  1— 7ü). 
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§1. 

Deftnitionen  und  formale  Entwicklungen. 

Sei  n  eine  natürliche  Zahl,  deren  Wert  wir  im  Laufe  der 
Untersuchung  luiTerSndert  festhalten,  und 

<),<>.. ..aW  (i'«0,1.2,...c») 

unendlich  viele  ganz  belii  lnge  (reelle  oder  komplexe)  Zahlen. 
Wir  leiten  daraus  eine  unbe^^renzte  Folge  von  Zahlen  A^"^  her 
▼ermitteis  der  rekurrenten  Formel: 

(y  — 0,  1,  2,  ...00), 

wobei  ein  beliebiges  System  von  Anfangswerten  Ä^^\  A^^\  . . .  Ä^**^ 
zum  Ausgang  gewählt  werden  mag.  Geht  man  von  irgend- 
welchen anderen  Anfangswerten  aus,  die  zum  Unterschied  etwa 
mit  ui}^),  ^^'>,  . ..  ^I**)  bezeichnet  sein  mdgen,  so  liefert  die 

Rekursionsformel  auch  eine  andere  unendliche  Zahlenfolge,  deren 

Individuen  wir  entsprechend  durch        bezeichnen  wollen.  Die 

unendlich  vielen  Möglichkeiten  für  die  Aufungswerte  liefern 
so  unendlich  viele  Zahlenfolgen,  die  wir  durch  Suffixe  unter- 
scheiden. Wir  nennen  dann  mehrere  solche  Zahlenfolgen 

▼oneiuander  unabhängig,  wenn  keine  Relation  der  Form 
y,  4"  +  y ,       +  . . .  +  y«  ^J?  -  0 

mit  von  v  unabhängigen,  nicht  sämtlich  verschwindenden 
Koeffizienten  besteht.  Unter  all  den  betrachteten  Zahlen- 
folgen smd  dann  nur  n  +  1  voneinander  unabhängige,  die 
aber  auf  mannigfische  Weise  ausgewählt  werden  können;  und 
aus  irgend  n  -f-  1  unabhängigen  läßt  sich  jede  andere  linear 
zusammensetzen. 

Denn  man  wähle  n  -\-  1  verschiedene  Systeme  von  Anfangs- 
werten 
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4»  .  .  .  ilf ) 

derart,  daß  die  Determinante  j  ^^''^  |  4^  0  ist,  und  bilde  daraus 

die  n  -f-  1  Zahlenfolgen: 

^'»,  ^w, . . .  (»-0,1,...«), 

welche  offenbar  im  obigen  Sinne  voneinander  unabhängig  sind. 
Ist  dann  A^^\  Ä^^\  .  .  .  Ä^*"^  ein  ganz  beliebiges  System  von 
Anfangswerten,  so  kann  man  n-j-  1  Zahlen  x^,  /i*  •  •  •  7»  so 
bestimment  dai 

A^'^  =  Yo^^  +  Yi^^{^+  hy.^ir^    für    y«0,l.  ...» 

wird.  Aus  der  Rekursionsformel  folgt  dann  sakseaaiTe,  daß  die- 
selbe Gleichung  auch  ftir  y  asfi  +  Ii  n  +  2  u.  s.  w.  besteht. 
Also  l&ßt  sich  A^*^  linear  aus  A\j\  A\''\  .  . .  zusammensetzen 

mit  von  )'  unabhängigen  Koeffizienten. 

Für  die  n  +  1  voneinander  unabhängigen  Zahlenfolgen 
wählt  man  am  einfachsten  diejenigen  mit  den  Anfangswerten: 

bei  welchen  ja  die  Bedingung,  daß  die  Determinante  |  A^  \  4=  0 
sein  soll,  erfüllt  ist.  Der  Kflrze  halber  will  ich  mich  nun  der 
folgenden  Ausdruekswetse  bedienen: 

Definition  I.  Das  System  der  linearen  Eekursions- 
formeln 

I  0       »      •      I       t  '  *      tt  • 

(i  »  0,  1, . . .  fi;  V  »  0, 1,  2, . . .  oo) 

mit  den  Anfang.swerten 

(2)  ^?'  =  j5  ^J'i  +  k   (i.i  =  0,l,...n) 
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heißt  eine  Jacobi-Kette  oder  einfach  Kette  Ordnung. 
Die  Zahlen  a^*^  heifien  die  Elemente  der  Kette. 

Jede  Wahl  Ton  unendlich  yielen  Zahlen 

aw,  a<-), . . .  at^')   (v  =  0,  l.  2, . . .  oo) 

bestimmt  hieiiacli  eine  Kette  Onlnuii!^.  Dio  Theorie  der 
Ketten  erster  OrdnuDg  ist  identisch  mit  der  Theorie  der  Ketteu- 
brüche. 

Aus  den  die  Zahlen  A^^^  definierenden  Rekursionsfonneln 
schließt  man  genau  wie  bei  den  KettenbrUchen: 


(3) 


Zur  Aufstellung  der  weiteren  Formeln  ist  es  zweckmäßig,  die 
Elemente  aS^^  nicht  als  numerisch  gegebene  Zahlwerte,  sondern 

zunSchst  als  irgendwelche  Unbestimmte  oder  Variable  anzu- 
sehen. Die  ..4^*'*  beret  linen  sicli  dann  aus  den  Kekursionstormeln 
als  ganze  rationale  Funktionen  der  aj^''^    Wenn  man  in  der 

Funktion  A^*^  die  oberen  Indices  aller  auftretenden  a^*^  um 

eine  Zahl  X  erhöht,  so  soll  der  entstehende  Ausdruck  mit  A^''} 

bezeichnet  werden;  danach  ist  insbesondere  auch  ^J"*,  mit  yl^'' 
gleichbedeutend.  Für  die  gelten  nach  ihrer  Definition  die  zu 
(1)  analogen  Rekursionsformeln: 

(i  s  0,  1, . . .  n;  V  =  0,  1,  2, . . .  oo), 

und  die  Anfangs  werte  sind  wieder: 

^M=jJTi  +  *  •••«)■ 
Hieraus  folgt  unschwer  die  wichtige  Beziehung: 


J)  Für  V  s  0  ist  die  rechte  Seite  durch  1  zu  ersetzen. 
190?.  SiUangsb.  d.  auib.-phys.  Kl.  28 
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(6)  A^-^^^  =  +  ^ili^^"^**  H —  +  -^IVa^^"*""*? 

denn  einerseits  ist  dies  für  r  =  0,  1,  .  .  .  w  evident;  anderseits 
geht  aber  aus  (1)  und  (4  )  hervor,  dal3,  wenn  die  Formel  (6)  tiir 
n  4"  1  aufeinander  folgende  Werte  von  v  gilt,  sie  auch  für  den 
nächstfolgenden  Weit  richtig  ist.  Damit  ist  ihre  Allgemein- 
gültigkeit erwiesen. 

Man  merke  insbesondere  die  aus  (1)  und  (4)  für  y »  0 
herrorgehenden  Formeln: 

Femer  folgt  aus  (6)  fflr  A  ~  1: 

^(--+1)  =:  ^(v)  ^  ^  ^  ^(.)  aiO)   (i     1,  2, . . .  n). 

oder  auch,  wenn  v — 1  an  Stelle  von  v  gesetzt  wird: 

^S-'-ay^T^+^r-iM  (i-i.a,...«). 

Erhöht  man  hier  wieder  die  oberen  Indices  aller  a|^)  um 
eine  Zahl     so  folgt  allgemeiner: 

4"*  =     <  lY.  +  (i  =  1.  2. .  . .  «). 

Aus  der  Art.  wie  wir  yV^l  aus  A^^^  entstehen  liefjen.  folgt, 
daß  in  Ä^''^  nur  solche  öJ^"'  auftreten  können,  bei  denen  /t  Z>  X 
ist;  es  ist  also  -^['j^  unabhängig  von  allen  a]^">  für  /i<x.  Ins- 
besondere ist  daher  A^^~^^  unabhängig  von  af\  also  gewiü 
yon  o^^).   Aus  (8)  folgt  somit,  daß  auch 

A(-\  A^fi, . . .  A^;^ 

von  öj^^^  ganz  unabhängig  sind,  während  dagegen  ^IJ^"  das 
Produkt  aus  a\^^  in  einen  von  a^^  unabhängigen  Faktor  ist. 
Ebenso  sind  dann  auch 

unabhängig  von  a[^',  während  das  Produkt  aus  o^*'  in 

einen  von  a^^  freien  Faktor  ist. 
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Das  eingangs  erwähnte  EonTergenzprobiem  knüpft  sich 
nun  an  die  folgende 

Definition  II.  Sind  die  Elemente  a^^  einer  Kette 
als  bestimmte  numerische  Zahlen  Torgegeben,  so  heißt 

die  Kette  konvergent»  wenn  die  Quotienten     '  ^)  mit 

wachsendem  v  gegen  bestimmte  endliche  Grenzwerte 
konrergieren: 

af  lim       =  a(0),   aj»  lim   af  lim       -  «(« 

welche  dann  das  Wertesyatem  der  Kette  genannt  werden. 
Andernfalls  heißt  die  Kette  diTergent.^) 

Die  Konvergenz  erfordert  hienach,  daß,  zum  mindesten 

von  einer  gewissen  Stelle  y>v'  ab,  durchweg  ^f^*^' 4^  0  ist; 
dagegen  soll  es  nicht  ausgeschlossen  sein,  daß  für  eine  end- 
liche Anzahl  von  r-Werten  o:leichwohl  A^^  =  0  ist. 

Nach  den  vorigen  Bemerkungen  ist  das  Wertesystem  der 
Kette  (welches  natürlich  bloß  im  Fall  der  Konvergenz  existiert) 
unabhängig  von  ajj^,  und  wegen  (8)  kann  man  statt  der  obigen 
Oleichungen  auch  schreiben: 

Diese  Schreibweise  hat  vor  der  ersten  den  Vorzug,  daß  sie 
auch  für  aj^)  0  ihren  Sinn  behält,  während  zuvor  für  diesen 
Fall  alle  Nenner  den  Wert  Null  hatten.  Indessen  wollen  wir 
für  die  gegenwärtige  Arbeit  gleich  jetzt  ein  für  allemal 
festsetzen,  dass  «^'  4^0  ist;  ebenso  aj^"^  4=  0  für  alle  v. 
Man  kann  infolgedessen  an  der  ersten  Schreibweise  festhalten; 
außerdem  ist  zu  beacliten,  daß  jetzt  auch  die  Determinante  (3) 
stets  von  Null  verschieden  ist,  was  für  spätere  Untersuchungen 
von  Wichtigkeit  sein  wird. 

M  Kin  ähnlicher  Konv<'r<,'enzbef^'ritf  auch  bei  Hertii  Pincht^rle: 
Contrilnito  aUa  j^eneralizzazione  dellf  frazioni  coiitiuut',  Memorie  deUa 
R.  Accademia  delle  scienze  dell'  Istituto  di  Bologna,  ser.  V,  t.  IV  (18d4) 
p.  297—320. 

28*  • 
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Aus  den  Formeln  (8)  folgt: 


(i-l,2....i0; 


die  EonTergens  der  Kette  ist  daher  auch  gleichhedentend  mit 
der  Existenz  der  Gbenzwerte: 


lim 


1 


1111 


lim  — 


Da  diese  Brüche  von  öj*',  aj**^  .  .  .  a^*'  nicht  abhängen  (nach 
pag.  406  unten),  so  schließen  wir,  daü  Konvergenz  und  Diver- 
genz der  Kette  durch  die  Zahlen  a^^\  af>,  . . .  a^^^  nicht  be- 
einflußt werden  kOnnen.  Erst  das  Verhalten  Ton  fl^'^  für  r  ^  1 
kommt  dabei  in  Frage. 

Den  Zusammenhang  der  Kette  mit  ihrem  Wertesjstem 
deuten  wir  symbolisch  an  durch  die  Formel: 


(10) 


ajj».  <),  a?).  a?)  . . . 


I") 


a 


a 


^3) 


ai%  a^i)  a^-J  a^»)  . , . 


—  \  * 


,0') 


Danach  wird  insbesondere  fOr  Ketten  erster  Ordnung  (n»!): 

I  =  a,  =s  ajy^  lim 
aj»,        .  .  .J       '  r— 


also  das  Symbol 


f  ag».  0^'),  4»)  . .  .1 


gleichbedeutend  mit  dem  unendlichen  Kettenbrueh 

äff)  I         aW  \ 


oS«" 


Ülnigens  soll  das  Zeichen  auf  der  linken  Seite  von  (10) 
Uberhaupt  als  Symbol  für  die  Kette  gebraucht  werden,  ohne 
Rücksicht  auf  Konvergenz  oder  Divergenz.   Eine  Gleichung 
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der  Form  (10)  bat  dann  allerdings  bloß  einen  Sinn,  wenn  das 

Wertesystem  der  Kette  existiert,  also  nur,  wenn  die  Konvergenz 
feststeht;  bei  Divergenz  hat  das  Kt  ttfiisyniljol,  ebenso  wie  ein 
Kettenbruch  lediglich  formale  Bedeutung.  An  Stelle  des  aus- 
führlichen Kettensymboles  (10)  soll  gelegentlich  auch  abkürzend 


rat")! 

V 

oder 

**o  '  0 

X 

oder 

"o  '    ü  '  0 

L    «  J 

L-  »  '    n  J 

OD 


etc. 


r=2 


geschrieben  werden. 

Wir  betrachten  jetzt  die  beiden  Ketten  n*^  Ordnung: 


afo\  .  .  ; 

<),  aü),     ,  . . . 


und 


1    «('^  «^2) 

1  ,  ,   1*^1    f   .    .  . 

0,  a»,'»,  o«', . . . 
LO.  a<".  «<?'. . .  .J 


Ist  eine  von  diesen  konvergent,  so  ist  es  auch  die  andere,  da 
ja  die  Konvergenz  durch  a^^^^  nicht  beeintluüt  wird.  Bezeichnet 
man  dann  das  Wertesjstem  der  ersten  Kette  wieder  mit 
af\  . . .     ,  das  der  zweiten  mit  ßf^, . . ,       so  ist  wegen  (8*): 

a?»  =-  o?)  lim  -7^7  =  a^9>  4-  lim  — * . 

Die  zweite  der  obigen  Ketten  geht  nun  aber  aus  der  ersten 

dadurch  hervor,  daß 

gesetzt  wird,  während  alle  andern  Elemente  unverändert  bleiben. 

Man  erhält  also  entsprechend,  da  ^{/"p  -^|''\f 

Igen, 

Pf  =  lim 

und  folglich  auch: 

Dies  wichtige  Resultat  wird  für  Ketten  erster  Ordnung 

trivial,  sobald  man   die  Kette  iu  Form  eiues  Kettenbruches 


\        •  •  •     ^  abhängen. 


von 
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schreibt.  Es  besagt  dann  nämlich  nichts  weiter,  als  da&  der 
Eettenbruch 


am 


a(0)  J  ?_i  _|  «_1  -L 


die  Summe  ist  von  af^^  und  dem  Kettenbrucb 


ad)  I        a(2)  I        a(3)  I 


4- 


Femer  untersuchen  wir  die  beiden  Ketten  n^^'  Ordnung: 


0 


L  a<'>  j 


und 


»—I      «r— 1 


CD 


rsO 


wobei  Qp^l  ist  für  i'<0,  während  die  g,  für  y^O  ganz 
beliebige,  aber  Ton  NuU  yerschiedene  Zahlen  bedeuten  sollen. 
Zur  ersten  dieser  beiden  Ketten  gehören  die  Rekursionsformeln 
(1),  während  die  entsprechenden  zur  zweiten  Kette  gehörigen 
Formeln  lauten: 

wobei  die  Anfangswerte  wieder 


*''  =  |oTi-'^  (i.*-0,l,...n) 


4;  A; 

sind.  Hieraus  folgt  nun  sogleich  durch  den  Schluß  von  v  auf 

V  +  1: 

B;+-+'^  =  eo ei . . .  =  0, 1, . . .  00), 

und  folglich  auch: 
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sobald  nur  0  ist.    Läßt  man  r  über  alle  Grenzen 

0 

wachsen,  so  besagt  dies:  Wenn  von  den  obigen  beiden  Ketten 
die  eine  konvergent  ist,  so  ist  es  auch  die  andere,  und  das 
Weiiesystem  der  zweiten  Kette  ist  das  i^^-fache  des  Werte- 
Systems  der  ersten.  Ist  speziell  ^o^^*  ^  heißen  die  beiden 
Ketten  Äquivalent,  in  Zeichen: 


0 


CO 


■     M  *» 


+  0  ,  y>0/' 


und  wir  erhalten  den  Satz: 

Zwei  äquivalente  Ketten  sind  stets  gleichzeitig 
konvergent  oder  divergent  and  haben  im  Fall  der 

Konvergenz  das  gleiche  Wertesystem. 

Sind  die  Elemente  aj"^  einer  Kette  sämtlich  rationale  Zahlen, 
so  kann  man  offenbar  durch  geeignete  Wahl  der  Multiplika- 
toren Q,  eine  äquivalente  Kette  finden,  deren  Elemente,  wenig- 
stens yon  der  zweiten  Kolonne  ab,  sämtlich  ganze  Zahlen  sind. 

Herr  Pringsheim^)  nennt  einen  Kettenbruch  unbedingt 
konvergent,  wenn  er  nach  Weglassung  einer  beliebigen  Anzahl 
Yon  Anfangsgliedem  konvergent  bleibt.  Im  Anschlnfi  hieran 
definieren  wir: 

Definition  UL   Die  Kette  n^'  Ordnung 


flC)  Mi) 


o(0)       ai2)  _ 
heifit  nnbedingt  konvergent,  wenn  die  Ketten 


(a  s  0, 1,  2, . . .  od) 


Über  die  Konvorsronz  unendlicher  Kettenbrüche.  Diese  Sitzunga- 
berichte,  Bd.  28  (1898),  pu^'.  295  -324 
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sämtlich  konyergent  sind.  Finden  sich  dagegen  eine 
oder  mehrere  divergente  unter  diesen  Ketten,  so  heißt 

die  Kette  (wenn  sie  Uberhaupt  konvergiert)  nur  be- 
dingt konver<4;ent. 

Eine  unbedingt  konvergente  Kette  ist  also  dadurch  aus- 
gezeichneti  daß  für  alle  X  die  Grenzwerte 

a^'  >  lim  -    ^  =  a^^> 

existieren;  diese  sind  oÜenbar  von  aj^^)  unabhängig,  wie  ja  auch 
a^.^)  von  unabhängig  war.  Offenbar  kann  auch  die  unbe- 
dingte Konvergenz  durch  die  Zahlen  aj^*\  af\  . . .  aJJ^>  nicht 
beeinflußt  werden. 

Aus  den  Qleichungen  (9)  erhält  man: 

Bei  unbedingter  Konvergenz  nähert  sich  die  linke  Seite  in  (1 1) 
mit  wachsendem  v  dem  endlichen  Grenzwert  a^^^;  daher  muß 

insbesondere  (für  i « l)  auch  -j^l^/  einen  endlichen  Grenz- 

wert  haben;  da  dieser  aber  offenbar  gleich  ist,  so  folgt 

aj+i)  4:  0,  d.  h.: 

dagegen  kann  sehr  wohl  »  0  sein.  Läßt  man  nun  in  (11) 
V  unbegrenzt  wachsen,  so  folgt: 


N 

Dies  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Gleiehungssystem: 


"f-^'  +  ^h  (i-2.8....fi). 
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<jO)  ad) 

(12)     ^  äff)   .  a(^^ 


n  «  n 


welches  in  meiner  Habilitationsschrift  zum  Ausgangspunkt  der 
Untersuchung  gewählt  war;  nur  war  dort  durchweg  a\f^  a  1. 

Es  empfiehlt  sich,  statt  der  Grülieii  a'f-^  gewisse  homo- 
gene Grölten  emzuführen,  nämlich: 

/i=l,2,  ...n\ 

wobei  af^^^iO  ist,  und  die  Zahlen  :Bjf>,  xf\  » <  •  xf^^  nur  bis  auf 
einen  wiUkttrlichen  ProportionalitStsfaktor  bestimmt  sind  (der 
natürlich  mit  1  Tariieren  darf).    Nach  gi m  igneter  Festsetzung 

der  willkürlichen  Faktoren  gewinnt  mau  aus  (12)  das  folgende 
homogene  Gleichungssjstem: 

(13)  a:j;»  =  a^;L,  +ai'>ai2) 


Dieses  stimmt  der  Form  nach  Uberein  mit  einem  System 
linearer  Substitutionen,  durch  welche  die  a^^>  sukzessive  in  xf^^\ 
a^^\  etc.  transformiert  werden.  Will  man  durch  Zusammen- 
setzung der  Substitutionen  die  afp  direkt  in  af/^  transformieren, 

so  geschieht  das  durch  die  Formeln 

(i  =  0,  1, . . .  n), 
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wie  durch  den  Schluß  von  k  auf  l  -\-  1  ohne  weiteres  bestätigt 
wird,  nachdem  die  Formel  für  a  =  0  ja  evident  ist.  Erhöht 
man  in  einer  der  Gleichungen  (13)  die  oberen  Indices  der 
a[''\  um  eine  Zahl  ju,  so  kommt  wieder  eine  Gleichung 
des  Systems  (13)  zum  Vonchein.  Man  darf  also  auch  in  (14) 
diese  Operation  ausführen  und  erhält  dann: 

(14*)  *  **t*     0  '         <,/4  1  '  «         «,1*  » 

(i  K  0, 1,  n). 

Da  1^  4^  0  ist,  so  folgt  aus  (14),  indem  man  wieder  zur 
inhomogenen  Bezeichnung  zurflckkehrt: 

(16)  ""i"^  ^^0A^^^al^^-\-Ä^^+^^af>-\-A^^-^^af^^  1-^*+")«^ 

(i  =  1 ,  2,  .  .  .  w ;  A  =  0,  1 ,  .  .  .  od). 

Diese  Formel  wurde  abgeleitet  unter  der  Voraussetzung 
unbedingter  Eonyergenz;  bei  nur  bedingter  Konvergenz  sind 
ja  die  zur  Herleitung  sukzessive  benutzten  Zahlen  a^^\  a^^, . . . , 
die  als  gewisse  Grenzwerte  definiert  sind,  gar  nicht  immer 

vorhanden.')  Es  ist  aber  von  größter  Wichtigkeit,  daü  trotz- 
dem der  folgende  Satz  gilt: 

Lemma:  Wenn  die  Kette: 

oa>,  a^i+i\  a^^+«),  ...J' 

wo  X  ein  bestimmter  Index  ^.  >  1  ist,  konvergiert,  und 
ihr  Wertesystem  mit  a|^\  ...  a^*  bezeichnet  wird,  so 
ist  die  Kette 

. . 

a(o>.  aJJ),  a?>,  . . .. 

konvergent  oder  divergent,  je  nachdem  die  Gröüe 

*)  Da^'egen  ist  die  Einführung  der  homogenen  Größen  für  den 
Beweis  der  Formel  (15)  unwesentlich;  diese  wild  vielmehr  auch  direkt 
doreh  Tollstindige  Induktion  gewonnen. 


.  Kj,  ^    by  Google 
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von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist.  Das  Werte- 
system der  Kette  ist  im  Konvergenzfall  gegeben  durch 
die  Formel; 

Man  beachte,  daß  liier  nirgends  von  unbedingter  Kon- 
vergenz die  Rede  isi  Es  kann  sehr  wohl  yorkommen,  daß 
die  in  dem  Satz  auftretenden  Ketten  beide  konvergieren,  wäh- 
rend dagegen 

••o  •    0     »  ••o     »  •  •  • 


fl\r  0<v<CA  divergiert.  Zum  Beweis  des  Satzes  beachte  man, 
dati  nach  unseren  Voraussetzungen  die  Grenzwerte 

a^^>  lim      *  SB  at^> 

existieren,  und  daß  ako  fflr  genfigend  große  v  stets  Ä^^\  1 0  ist. 
Daher  folgt  aus  Formel  (6): 

JS*-^^)  Jff)  j(^i 

Multipliziert  man  mit  aj^-^  und  lälät  dann  v  unbegrenzt  wachsen, 
so  nähern  sich  die  einzelnen  Tenne  der  rechten  Seite  bestimmten 
endlichen  Grenzwerten.  Gleiches  gilt  also  auch  von  der  linken 
Seite,  und  zwar  ist: 

(1 6)  lim  ^»/)  a\}'  +      + '>  af^  -|  +  Af+^^  a(j>; 

insbesondere  für  i  =  0; 

(17)  a^>  lim         ==  ^jf>  a^>  -f        1>      +  •  •  •  -f  a;^^>. 
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Ist  dieser  letztere  Ausdruck  von  Null  verschieden,  so  folgt 
die  Behaui»tung,  soweit  sie  sich  auf  diesen  Fall  bezieht,  un- 
mittelbar, indem  man  Gleichun»]f  (l  0)  durcli  (17)  dividiert.  Hut 
der  Ausdruck  (17)  aber  den  Wert  Null,  so  können  die  Aus- 
drücke (16)  nicht  für  alle  Werte  Ton  i  ebenfalls  Tersch winden, 
sonst  mflßie  die  Determinante 


«0 


sein,  was  nach  Formel  (3)  nicht  der  Fall  ist.  Es  ist  daher 
wenigstens  für  einen  Wert  von  i,  indem  man  Gleichung  (17) 
durch  (16)  dividiert, 

Also  kann  der  reziproke  l^ruch  keinen  endlichen  Grenzwert 
haben,  und  toli^lieh  diver<^iert  die  Kette.  Damit  ist  aber  der 
Satz  in  allen  Teilen  bewiesen. 


§  2. 

Konvergenz  für  positive  a^/^'  und  für 

K'  I  + 1  «J"  1+  •  •  •  + 1  «il,  I  !S  *  ( I  «C'  I  - 1  )• 

Es  handelt  sich  nun  vor  allem  darum,  bei  numerisch  ire- 
gebenen  Elementen  festzustellen,  ob  die  Kette  konvergiert,  und 
auch,  ob  sie  unbedingt  konvergiert.  Ein  erstes  Konvergenz- 
kriterium entnimmt  man  dem  Satz  II  meiner  Habilitations- 
scbrift  (a.  a.  0.,  pag.  12);  ich  will  es  der  Vollständigkeit  halber 
hier  in  etwas  anderer  Form  wiederholen: 

Theorem  I.  Wenn  die  Elemente  a'^"  reelle  Zahlen 
sind  und  für  y^l  den  Ungleichungen: 

a^;^>c;  a^:^>cal•'>>0   (i  =  0, 1,  . .  .  n  —  1) 
genügen,  wo  c  eine  von  v  unabhängige,  positive,  im 


0.  Penron:  Über  die  Jaeobi-Kettenalgorithmen. 


417 


übrigen  aber  auch  beliebig  kleine  Zahl  bedeutet,  so 
ist  die  Kette 

'MO)   nO)  ^(2) 

flt^^  /i«2) 

unbedingt  konvergent.^) 

A.  a.  0.  sind  allerdings  die  gleichen  Bedingungen  auch 
für  y«0  gefordert,  und  ist  obendrein  nur  die  KouTcrgenz 
schlechthin,  nicht  die  unbedingte,  bewiesen.  Da  aber,  wie  be- 
reits hervorgehoben,  die  Zahlen  aJP>  die  Konvergenz  gar  nicht 
beeinflussen,  so  sind  die  ihnen  suilerlegten  Bedingungen  über- 
flüssig. Weiter  ist  aber  die  Konvergenz  auch  eine  unbedingte; 
denn  bei  den  Ketten 


« 1,  2, . . .  oo) 


sind  ja  ebenfalls  die  Bedingungen  des  Theorems  erfüllt,  also 
sind  sie  sämtlich  konvergent. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  fundamentalsten  Konvergenz- 
kriterium  für  komplexe  Elemente.   Es  lautet: 

Theorem  II.  We  nn  lür  v  ^1  durchweg  die  Un- 
gleichung 

K"  I + 1  I + •  •  • + 1  «e,  I  ^  *  ( I  «i"  I  - 1) 

gilt,  wo  j9  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet, 
während  die  Zahlen  a^^  auch  komplex  sein  dürfen,  so 
ist  die  Kette 

^«(0»  aO)  o(«) 


unbedingt  konvergent. 


Die  Be«lingung  n[,*^^4^0  wurde  schon  pag.  407  ein  für  allemal  ge- 
stellt, und  wird  daher  in  allen  Kriterien  neben  den  jeweiligen  Bedin- 
fl^ngen  noch  stillsehweigend  als  erf&Ut  voraiMgeaetst»  obwohl  dies  ge- 
rade bei  Theorem  I  nicht  absolot  nötig  wftre. 
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Die  Voraussetzungen  sind  hier  offenbar  wieder  derartige, 
daü  aus  der  einmal  bewiesenen  Konvergenz  auch  sogleich  die 
unbedingte  Konvergenz  gefolgert  werden  kann.  Da  femer 
die  Zahlen  die  Konvergenz  nicht  beeinflussen,  so  können 
wir  beim  Beweis  des  Theorems  annehmen,  da6  die  Bedingungen 
aoch  f&r  r  s  0  erf&llt  sind;  also: 

dl ac;)| -  |aW|-|a<;>i  la^l, |  ^ d  (für   =  0, 1, 2, . . .  oo). 

Dabei  bedeute  ^  vorl&ufig  eine  Zahl,  die  ^  1  ist.  Tritt  in  den 

Gleichungen  (9)  >•  —  X  an  Stelle  von  so  folgt,  wenn  »  der 
lieihe  nach  gleich  n,  »  —  1,  .  .  .  1  gesetzt  wird: 


l<r^'l=l<'<Tir»'- 

Die  erste  dieser  Ungleichungen  multiplizieren  wir  mit  ^ 
und  subtrahieren  davon  die  n  übrigen;  dann  folgt: 

*  I  <T''  I  -  ( ^ä,:r'M  + 1 4:r''  !  +  •••  +  !  -i:r>f.  i) 
s".  (*  K'  I  -  WM  -  K'  I  i  »Si,  I)  I   Ur "  I 

>  » ■  Ml.:r-tr"l  -  (■  A',:ri7"l  +  Mi:rjT"l+ •  •  •  + 1  ^L-tr.,!.'!)- 

Hier  bedeuten  y, A  irgendwelche  Zahlen  der  Reihe  0,1,2,...; 
nur  muß  natürlich  ^  >  ^  +  1  s^int  damit  keine  negativen  oberen 
Indices  vorkommen.   Setzt  man  zur  Abkürzung: 

SO  besagt  die  letzte  Ungleichung: 
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Daher  nimmt  die  Grü^e  niit  wachsendem  A  uiemals  zu; 
es  ist  also  auch,  wenn  y>ii  vorausgesetzt  wird, 

oder  ausführlich  geschrieben: 
Somit  ist  allgemein: 

(18)  ^l^ri^i>-f-l^l;»H-|^ri  +  --- +  1-^^1:111  aurv>n); 

ebenso,  wenn  man  die  oberen  Indices  aller  aj")  um  X  erhobt, 

wobei  ja  die  Voraussetzungen  des  Theorems  erhalten  bleiben: 

(19)  »\JÜ\\>,»+\^\\  +  W  +  '"-\-\^Li,i\  (filr»>n). 

Aus  (18)  ergibt  sich  einmal,  daiä  |-^);|'^^1  ist,  sodann 
aber  vor  allem,  daß  die  Quotienten 


j!f><  •  •  • 

II  »  m 

absolut  genommen  unter  einer  von  v  unabh&ngigen  endlichen 

Schranke  bleiben,  nämlich  alle  kleiner  als  Duraus  folgt 
bekanntlich,  daü  es  eine  gewisse  unendliche  Auswahl 
von  wachsenden  r-Werten  gibt:  y,,  v,,  v,,  .  .  .  derart, 
dafi  die  Grenzwerte 

(20)  lim  ^ ,    lim        ,  ...  lim  — "-^ 

"«iM» 

existieren,  und  zwar  sind  sie  absolut 

Dabei  ist  aber  der  erste  dieser  Grenzwerte  sicher  auch 
von  Null  verschieden.   Denn  aus  (19)  ergibt  sich  auch,  da6 

l-^S?il^l  ist,  und  daß    hV  .<^  bleibt  für  aUe  v>n;  also 

insbesondere  für  X^l,  »»11  —  1: 
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Je) 

"S. -1.1 


Anderseits  erhält  man  aus  (8)  für  ^  =  n: 

Mri=i<'<r"!>i»ri>o- 


und 


Also  durch  Divisioo: 


<!  " 


'II 


und  folglich,  indem  man  die  reziproken  Werte  nimmt: 


lim 

•sc» 


a 


m 


^(  V  i 

—  -  >     -     '  „  >0,  w.z.  b.  w. 


Von  den  Zahlen  (20)  kann  m:m  daher  die  «  -  1  letzten 
durch  die  erste  dividieren,  und  ändet  so,  daü  die  folgenden 
Grenzwerte  existieren: 


(21) 


l(O) 


und  daß  insbesondere  auch  aj[*^4^0  ist. 

Wir  I;eweisen  nun  durch  vollständige  Induktion,  dal»  ganz 
allgemein  auch  die  Grenzwerte 


A 


(»•,-;.> 
I.  f. 


A)  n 


(22)    <)  lim  =  aU),  . . .  ai*)  Hm 

existieren  und  daß  a''-^  4^  0  ist.  Für  =  0  ist  dies  nämlich 
soeben  bewiesen  worden.  Nehmen  wir  daher  an,  die  Behaup- 
tung sei  für  einen  bestimmten  Wert  von  X  richtig,  so  folgt 
aus  Formel  (11),  wenn  dort  v«  —  1  an  Stelle  Ton  r  tritt, 
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und  durch  Übergang  zur  Grenze  s^aox 

n,  A-f  l 

Es  existieren  also  die  Grenzwerte: 


(23)  a;^)  =  aj^)  +  lim  (i  «  1,  2,  .  .  .  n). 


-(,,-4-1)  (v,_a-i> 
lün  Um  ...   lim  + 

-  •     r "    —  <;  ::7 "        <•  r^r ' 

deren  erster  sich  analog  wie  oben  als  von  Null  verschieden 
erweist.')  Man  kann  also  die  n — 1  letzten  durch  ihn  divi- 
dieren, und  dadurch  ergibt  sich  die  Existenz  der  folgenden 
Grenzwerte: 

• 

deren  letzter  gewiß  von  Null  Yerschied^  ist. 

Diese  unterscheiden  sich  yon  (22)  lediglich  dadurch,  dafi 
i  + 1  an  Stelle  Ton  X  steht,  so  daß  die  Grenzwerte  (22)  in 
der  Tat  für  beliebiges  X  existieret). 

Nuclultin  dies  feststeht,  gilt  auch  die  daraus  abgeleitete 
Gleichung  (23),  aus  welcher  dann  folgt: 

(24)  "  * 

n 

Fflr  1 »  0,  1,  2,  .  .  .00  stimmen  diese  Gleichungen  formal 
genau  Uberein  mit  dem  System  (12),  und  auch  jetzt  ergibt 
sich  daher  genau  wie  früher  (durch  den  Schluß  von  i  auf  A  4- 1): 

A^.^^  a(f'  -f-  A^'-+''>  a\'^  4-  \-  A^^+*^  ai*> 


')  Der  Beweis  entetdit  natflrlich  aus  dem  Mher  gegebenen  einfach 
dadorefa,  daß  man  die  oberen  Indices  aller      um  die  Zahl  A  4-I  erhöht. 
1907.  aUMMsak  4.  maA^jfhy»  KL  29 
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Setzt  man  daher  zur  Abkürzung: 

(25)  af^i«-ar^«-^«  (; I i; ; ; .:) . 

80  kommt: 

(26)  a^^^       +  a\'-^  +  af  H^^^^  H  f-  a^^'  ITjH^)  «  0. 

Hier  brauchen  wir  nun  eine  wiehtige  Ungleichung,  welcher 
die  Zahlen  a<'^  genügen.  Man  erh&lt  sie  aus  (19),  indem  man 
rechter  Hand  den  Summanden  ^  wegläßt,  und  dann  die  ganze 

l  ngleichung  durch  ^  \  dividiert  und  mit  jaj/^j  multipliziert; 
es  ergibt  sich  so: 


(AI 


0  .1.) 


Ar 


Setzt  man  hier  v        —  X  und  läfit  8  ins  Unendliche  wachsen, 

so  kommt  nach  den  Definitionsgleichungen  (22): 

*l<»f  I^K**l+K.+KI+--'+KL, 

(i  =  0,  1,  ...  oo). 


(27) 


welches  die  gesuchte  Ungleichung  ist.   Man  bemerke  bei  dieser 

Qek'<xenheit  auch: 


(28) 


(^  =  0,  1,  ...  oo); 

denn  die  linke  Seite  ist  nach  (24)  gleich: 

also  nach  (27)  in  der  Tat  < 

Da  j  a<,^)  j  >  0  ist,  so  folgt  aus  Gleichung  (26): 


■    <t        I        '        1         I  '  '    I    1»  —  I  I 


Bezeichnet  man  daher  die  größte  der  n  Zahlen 
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mit  Mf^,  so  ergibt  sich: 

I  aJ^^  i  +  I  «1^' !  H  f-  a^^*  ,  ' 


und  daher  mit  Kücksicht  auf  (27): 

(29)  t JT}*+">  \<&m^<: MfK 

Es  ist  daher  auch  ^  JIQ^^;  somit  nehmen  die 

Zahlen  Mf-^  mit  wachsendem  A  monoton  ab;  sie  und 
folglich  auch  die  Zahlen  {Hj-'^l  bleiben  also  unter  einer 
▼on  l  unabhängigen  Schranke. 

Soweit  ergab  sich  dies  alles  unter  der  Annahme  ^  ^  1. 
Von  jetzt  ab  sei  aber  ^<1.    Dann  ist  wegen  (29): 


1 2fa+2— 1)  ^^^Mf+**-^^<,& Mf\ 
Es  ist  also  auch  die  größte  der  n  Zahlen 

höchstens  gleich  ^MS^^,  d.  h.: 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Ungleichung  folgt 
dann  auch: 

(30)  J£f+'")^i?'JfJ*\ 
also  gewiis  wegen  ^  <  1 : 

lim  Af        =  0. 

Da  aber  die  Zahlen  Mf^  mit  wachsendem  A  monoton  ab- 
Behmen,  so  ergibt  sich  hieraus: 

limilfi^J  =  0, 

und  folglich  auch: 

29* 
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lim       ==  0. 


Nach  der  Defioition  Ton  Hf^  (Gleichung  (25))  besagt  dies  aber: 

(31)  lim  (a^  •       -  aS^  >  A^')  «  0. 

JSuo  iät  i'Or  >'>i>  wegen  Ungleichung  (19):  .^^'^  >1: 

also: 

i^»|«!<>^;;-"  :>;<'.  (förx>ji-ri>. 

lieert  also  Ober  einer  von  /  unabhängigen  positiven  Z^Lhl ; 
daher  kann  mau  die  Foruiel  (31)  durch  yl^^^  dividieren  onU 
erhält  so: 


Somit  konTorgieren  die  Zahlen  af§^  -^^^^  mit  wachsendem  i 

gegen  die  endlichen  Grenzwerte  a^^\  und  damit  ist  unser 
Theorem  vollständig  bewiesen. 

Die  Obrigen  in  dieser  Untersuchung  erlangten  Besultate 
£u8en  wir  zusammen  in: 

Theorem  III.  Wenn  für  v^O  durchweg  die  Un- 
gleichung 

lag*  I  +  ,  <  I  +  •  •  •  +  I  «i'L ,  I  ^  *  ( i     I  - 1 ) 

gilt,  wo  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet, 
80  genügt  das  Wertesystem  der  nach  Theorem  II  kon* 
Tergenten  Kette 


**y     »      •    •  . 

.<'> 

**n  »    •  •  • 

(0> 


a 


• 


den  zwei  Ungleichungen: 


a 


1  1 


4- 


und  außerdem  gilt  die  Beziehung: 
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lim  (a(,^>      —  ajo)  ^ W)  »  0, 

wobei  die  Zahlen  Äf^  Termittels  der  Formeln  (1)  (2) 

aus  den  Elementen  a^>'^  gebildet  sind. 

Diese  letzte  Formel' besagt,  da  im  allgemeinen  \Ä^^\  mit 
V  ins  Unendliche  wachsen  wird,^)  daü  die  Annäherung  der 

Brüche  a^^  -j^^  an  ihren  Grenzwert  ai  eine  yerh&ltnismäfiig 

rasche  ist. 

Durch  das  Theorem  III  erzielt  man  auch  eine  Verschärfung 
des  Satzes  V  und  folglich  auch  VI  meiner  Habilitationsschrift 
(a.  a.  0.  pag.  24,  25),  indem  dort  an  Stelle  yon 

»+oi*'>-i-a;j'>H  ha^->., 

der  kleinere  Bruch 

2  4-  ai*>  -i-  ay>  H  h  a^'i, 

ja  sogar 

1  +  ^4-  g^;'  -f  g-'  -h  h  a^;l^ 

'. 

n 

treten  darf.*)   Ich  will  diese  Gelegenheit  benutzen,  um  ftlr 

den  so  modifizierten  Satz  V  noch  einen  Beweis  mitzuteilen, 

der  viel  eiiitucher  iist,  als  er  aus  dem  Vorstt'lu'iidt'ii  entnommen 
werden  kann.  Wir  setzen  also  voraus,  dai^  für  alle  v,  die  eine 
Zahl  v'  übersteigen, 


<d<l 


')  Nähere«  darüber  nehe  im  nftcheteu  Pamgrapben. 

')  Kar  flir  »  e  1  sind  die  beiden  letzten  Brüche  nicht  kleiner  als  der 
erste.  Jedoch  ist  dieser  Fall  ohnehin  interesselos,  da  für  die  regelmäßigen 
Kettenbrflche  ja  immer  die  sehr  viel  mehr  als  Sats  V  sagende  Fehler- 


formel gilt: 


^0 
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ist.  Der  a.  a.  0.,  patr.  24  gegebene  B»'weis  bleibt  »lann  voll- 
kommen in  Kraft,  sobald  wir  zeigen  können,  da&  für  v>  v'  auch 

1  4-       -f  a:.-'  -f  •  •  •  +  ai'^ 
jL=    ^   t    ^    -   — 2=i<d 

1  «s** 

wird.   Knn  sind  a.  a.  0.  die  Zahlen  — : ,  ~  echte  Brfiche, 

n  n 

also  gewiü  Anderseits  ist  auch  für  y>ir': 

1  4»  fli")  _L  fliv)  _|  L  av-)  _|_      -  _j_  J  1  1_  -"-tJ. 

ilr-  


r4-l  V^W 


Also  durch  leichte  Reduktion: 


<   ^. 

Setzt  man  diese  ünglficliuiiLr  für  eine  Reihe  aufeinander- 
folgender v -Werte  an,  so  erhält  man  durch  Multiplikation: 


 #1  — d 


Der  hier  auftretende  Nenner  ist  aber  unter  Benutzung  von 
Formel  (7)  meiner  Habilitationsschrift  gleich: 
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JJ'-i)  +  A^^  of^^^  H  ^•'+«-i)aJ'-')  ' 

wSehst  also  bei  festbleibendem  v  mit  x  ins  Unendliche.  Daher 
folgt     — d<0  oder  Xr<^  für  y>  v';  w.  z.  b.  w. 

§3. 

Untersuchung  für  ^  =  1 . 

Indem  wir  zum  eigentlichen  (Gegenstand  dieser  Arbeit  zu- 
rflekkehren,  soll  jetzt  untersucht  werden,  inwieweit  bei  den 
Theoremen  II  und  DI  des  yorigen  Paragraphen  auch  der  Wert 
^  s  1  zulSssig  ist.   Wir  setzen  daher  jetzt 

(32)   |aW|-h|aW|+...+,ai;L,|g|aJ;>|~l    f\ir  v>0 

voraus.   Wie  pag.  423  gezeigt  wurde,  bleiben  dann  die  Zahlen 

=  a^*^>      —  a}<»  A^^ 

absolut  unter  einer  von  l  unabhängigen  Schranke,  da  ja  bei 

der  Ableitung  dieser  Tatsache  der  Wert  i>  =  1  ausdrücklich 
zugelassen  war.    Wenn  sich  nun  sogar 

lim  H\^^  =  0 

herausstellt,  so  ergibt  sich  die  Konvergenz  wörtlich  wie  im 

vorigen  l'aragruphen.  Wenn  a])er  diese  Grenzbe/iehun«;  nicht 
erweisbar  ist,  so  findet  gleichwohl  Konvergenz  statt,  sobald  nur 

*)  Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
daß  hier  das  Auftreten  der  Zahlen  a^^^  durchaus  nicht  schon  die  Kon- 
vergenz voraussetzt.  Die  aj^^  sind  lediglich  doreb  die  Gleichungen  (21) 
definiert,  nicht  etwa  wie  in  §  1  durch: 

Daß  diese  letste  Beziehung  tatsachlich  statthat»  und  somit  die  Kotte 
konvergiert,  bleibt  stets  Gegenstand  eines  eigenen  Beweises. 
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lim  i  A!^^  I  «  00 

IsOD 

wird;  denn  da  li^'-^  eudlich  bleibt,  so  folgt  daun: 

wodurch  wieder  die  Konvergenz  evident  wird. 

Wir  wollen  daher  zuvörderst  das  Wachstum  der  Zahlen 
|.^^^|  unter  der  Annahme  (32)  untersuchen.  Als  erstes  Resultat 
beweisen  wir,  daß  die  |  |  von  A  s  1  ab  mit  X  monoton 
wachsen,  d.  h.  es  gilt  die  Ungleichung: 

Die  Behauptung  ist  evident  für  ^v  —  1,  2,  .  .  .  «;  ilire  All- 
gemeingUltigkeit  ergibt  sich  durch  vollständige  Induktion.  An- 
genommen nämlich,  es  sei  bereits  bewiesen: 

K"ls;i^='l<---^K'+-"l<i^+"'l. 

was  jedenfalls  für  >l  ss  1  xutrifft.   Es  lal  dann  mit  Rficksicht 

auf  Voraussetzung  (32): 

^,ai^)ja+»)|_.(|a^-i)j^*)|^|aa)^u  +  i)!^  h  KLi-^i^"^""'^ 

^  I  a^M^f + ->  I  —  (|ajf>  I  —  1)  I  ^+ •  -» |. 

Also  auch,  wenn  man  beiderseits  |.^^+'*)|  subtrahiert: 

>  (a;;>|— i)(i4^+">|  -  ^M)^0. 

Es  folgt  hieraus  M^o^-'-^"!  >|-4jf+*M»  w)mit  die  Behauptung 
Tollst&ndig  erwiesen  ist. 

Wir  können  aber  jetzt  das  Wachstum  der  |  A}}-^  \  noch  ge- 
nauer  bestimmen.  Denn  naolideui  das  monotone  ^V^lchstunl 
für  /  >  1  festgf^^tt'llt  ist,  besteht  auch  die  soeben  daraus  ab- 
geleitete Ungleichung 
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I      I  - 1^ +-'  I  >    I  -1)  (i  ^^+")  I  - 1  A'i+'  -» I) 

für  ^  >  1  zu  Recht.  Ans  dieser  folgt  dann,  indem  man  sie 
fUr  A  =  1,  2, .  .  .  i  anwendet: 

1 4','+"+»l-Mff I  ^  I  «r  I  (1  «'."I  - 1)     - 1)  •  •  •  (W'l  - 1); 

und  hieraus  endlich: 

,  >  I     I  +  .o<")  Kia;;)  I  - 1)  +  ,ai;')  I  da;;'  I  -  1-1) 

+  •••  +  !<',  (1«',"  I  - 1)  (I  «IT  i  - 1)  •  •  •  (i «!;'  i  -  !)• 

Wenn  daher  die  unendliche  Reihe 
(33)  ^      I  -  ^>  +  (I       -  1>(I''-'  I  - 1> 

+  (l«L'M-i)(l<M-i)C«':'l-i)-h--- 

dirergiert,  so  irt  gewifi; 

lim|^'+"+')|  — 00, 


X=SOD 


und  daher  nach  den  Erörterungen  zu  Beginn  dieses  Paragraphen 
die  Kette  konvergent  üm  auch  die  unbedingte  Konvergenz 
behaupten  zu  können,  werden  wir  verlangen  mflssen,  daß 
unsere  Bedingungen  erhalten  bleiben,  wenn  man  darin  die 

oberen  Indices  aller  a'^"*  um  eine  beliebige  Zahl  k  vennehrt; 
dann  sind  nämlich  auch  für  die  Ketten 


"d  ♦  "u        »      ü        »    •  •  • 


(Ä  =  1,  2, .  .  .oo) 


die  gleichen  Konvergenzhedingungen  erfüllt.    Diese  Forderung 

ist  aber  schon  von  selbst  befriedigt.  Denn  wenn  man  in  der 
Reihe  (33)  die  oberen  Indices  aller  um  /  erhöht,  so  ent- 
steht eine  Keihe,  die  aus  C-V-U  oÖ'enbar  auch  durch  \\  es^his^^ung 
der  ersten  X  Glieder  und  Unterdrückung  eines  allen  Gliedern 
gemeinsamen  Faktors  gewonnen  werden  kanUf  die  also  eben- 
falls divergent  ist.    Wir  erhalten  also: 
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Theorem  IV.  Wenu  für  v  >  1  durchweg  die  Un- 
gieichu&g 

KM  +     +  •  •  •  +      I  <  l«r , -1 

giU,')  und  wenn  außerdem  die  unendliche  Reihe 

+  (i«s;M-i)(i«?i~i)(|asri-i)+--- 

divergiert,  so  ist  die  Kette 

"o  »  "o  ♦    0  '  •  •  • 

af,  a;,'\  ajf),  . . . 

unbedingt  konvergent. 

Man  bemerke,  dafi  die  einfacher  gebaute  Keihe 
(34)  |a<')|  +  |ai')oj;'>|  +  oi»>,  +  . . . 

infolge  der  ^pf()r(ierteii  Unj^b-icliungen  klt'inoro  Glieder  hat  als 
die  vorige.  I)ie  Kette  ist  duber  a  fortiori  unbedingt  konver- 
gent, wenn  die  Reibe  (34)  divergiert.  Dies  triti't  ijkIm  sondere 
in  dem  wichtigen  Fall,  wenn  alle  a^^  =  1  sind,  stets  zu. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  zweiten  Mdglichkeit,  daß  die 
Reihe  (29)  konvergiert   Dann  kann  gleichwohl  lim  \Äf^ ,  »od 

sein,  und  in  diesem  Fall  ist  die  Kette  sicher  wieder  konver- 
gent. Andernfalls  aber  nähern  sich  die  Zahlen  \A^^\,  da  sie 
von  >l  "B  1  ab  mit  X  monoton  wachsen,  einem  bestimmten  end- 
lichen Grenzwerte: 

las«» 

der  von  keinem  \  A^f-^  {X^  l)  an  (iröße  übertrolfen  wird,  also 
wegen  =  fl[J*' 4^  0  jedenfalls  grötier  als  Null  ist.  Nach 

den  auch  fUr  ^  »  1  gültigen  Gleichungen  (21)  in  g  2  hat  man: 

^)  Daß  wir  beim  r>owei.s  auch  für  r  —  0  dio^^p  Uniilciebun'j  voraus- 
gesetst  hatten,  schadet  natürlich  wieder  so  wenig  wie  bei  Theorem  U. 
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und  da  jetzt  \Ä^^»^^A  ist,  so  folgt  hieraus: 

lim  (aj»  uiJV  —  af  A^/»^)  =  0. 

Oder  auch  unter  Anwendung  der  früheren  Bezeichnung: 

»st» 

und  daher  jedenfalls: 

(35)  lim  \Hf\^  0. 


Au&erdem  ist  auf  pag.  423  gezeigt,  dafi  nicht 
grOfier  ist  als  die  gr66te  der  Zahlen: 

Nehmen  wir  daher  zuerst  den  Fall  n     1,  so  besagt  dies  (da 

daim  auch  für  i  nur  der  Wert  I  Bedeutung  hat): 

jBr\*+»>i<|ÄW|. 


Die  Zahlen  |  M)^^  |  nehmen  also  mit  wachsendem  i  monoton 
ab,  und  haben  anderseits  nach  (35)  den  unteren  Limes  Null; 
sie  nähern  sich  daher  schlechtweg  der  Gh^nze  Null,  also: 

lim  (oj«  A^^^  —  ajf  >  A^^^)  =  0. 
Dividiert  man  dies  durch  lim  \  A^^  |  »  J.  >  0,  so  kommt: 

X  =  CD 


Das  besagt  aher,  daß  die  Kette  konvergiert.  Bei  Ketten  erster 
Ordnung  findet  also  auch  für  ^  =  1  stets  Konvergenz  statt, 

ob  der  Grenzwert  lim  l^^l  unendlich  oder  endlich  ist.  Wir 

;.= »  " 

erhaltou  damit  das  Fundamentalkriterium  des  Herrn  Prings- 
heim: 
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Der  Kettenbruch«l"'  +  -f^+  + 
ist  unbedingt  konvergent,  wenn  für  v^l  durchweg 

Nachdem  die  Ketten  erster  Ordnung  hiemit  yollstSndig 
erledigt  sind,  wollen  wir  von  jetzt  ab  ausdrücklich  n  >  1  vor- 
aussetzen.   Dann  gilt  folgendes: 

Theorem  V,  Wenn  für  >  >1  durchweg  die  Un- 
gleichung 

K'l  +  K'l  +  •  •  •  + 1«!."-,  I   l«irM  - 1 

.  gilt,  und  wenn  außerdem  für  alle  v  ron  einer  gewissen 
Stelle  v'^v*  ab 

|alv)|    I    \Mr)    _L  .  .  .  .L  j^M      1  <  

i"üi'ii     "         ii"i,-i^2   l) 

ist,  wo  ß  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet: 
dann  ist  die  Kette  n(>l)^  Ordnung 

ai^)  fl(0 

unltcflingt  konvergent. 

Oifenbar  genügt  es  wieder,  die  Konvergenz  schlci  iitliin 
zu  beweisen,  die  dann  sicher  eine  unbedingte  ist.  Auch  be- 
deutet es  wie  früher  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit, 
wenn  wir  die  erste  Ungleichung  des  Theorems  auch  fttr  f  =  0 
ab  erfllllt  voraussetzen  und  uns  damit  auf  den  Boden  unserer 
früheren  Untersuchungen  stellen.  Wenn  sich  dann  lim  !^[,*^'|  =  od 

r  —  er 

oder  lim  H^*^  =s  0  herausstellt,  so  folgt  daraus,  wie  wir  wissen, 

sogleich  die  Konvergenz  der  Kette.    Wir  wollen  daher  im 

Gegenteil  voraussetzen,  man  habe  gleichzeitig: 

(a)  limi4^M  =  -i. 

ifl)  lim  ^tfj»».  =  I?.  >  0, 


f  =  cp 


.  Kj,  ^    by  Google 
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letzteres  wenigstens  für  einen  der  Werte  i  =  1,  2,  .  .  .  n.  Wir 
wollen  zeigen,  dafi  diese  beiden  Annahmen  nicht  zusammen 
mit  den  Bedingungen  des  Theorems  bestehen  können. 

Von  den  »Zahlen 

muia  wenigstens  eine  >  tji  sein.    Denn  wären  sie  alle  < 
wo  Ci  <  V«  ist,  so  würde  die  Zahl  [Ä^^""*"*',   welche  ja  nach 
pag.  428  höchstens  gleich  der  jp"öläten  der  obigen  )i  Zahlen 
\st.  ebeni'alls  <  Ci  sein.    Durch  Wiederholung  des  gleicheu 
Schiussee  folgt  dann  sukzeeerre,  da6  auch  die  Zahlen 

|lfS''+"+«>|,  . . . 

sftmtUch  ^Ct<fii  der  Annahme  (fi)  widentreitei 

Beseichnet  man  daher  die  ahsolat  gröfifee  der  n  Zahlen: 

^^^^  J^'  4^+*>'  *  * ' 

oder,  falls  mehrere  den  absolut  ^rütäten  Betrag  haben,  eine 
beliebige  von  diesen,  mit  Cr^''^  so  ist  wegen  [A^^l^A  auch 
für  alle  v>0: 

(37)  i^ri^^. 

Femer  folgt  aus  den  Annahmen  (a),  (ß): 

und  daher  für  alle  genügend  großen  Werte  von  y,  etwa  fÖr 

y>Ni 


(38) 


0 


wo  €  eine  beliebig  kleine  positiTe  Zahl  bedeuten  darf. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

ai^)^+«__  /^^0,l,...n\ 
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£b  ist  dann,  wie  man  sofort  aus  Formel  (1)  eniuaBit: 

Nun  ist  aber  nach  der  Definition  von  M^/^  (Formel  (25)): 

sodafi  sieh  die  letzte  Gleichung  nadi  Multiplikation  mit  o^,* 
auch  folgendennafien  sehreiben  ISfit: 

J5(r  +  n+I) 

J  ?  

Hier  hebt  sich  af^  auf  der  linken  Seite  gegen 

(^"^ + H — H  ^i"*)  ■= 

auf  der  rechten  Seite.  Subtrahiert  man  dann  noch  beideraeits 
die  Zahl  -T^j_-.t  so  kommt: 


woraus  weiter  unter  BerQcksichtigung  von  Ungleichung  (38)  folgt: 

ü  0 

(39)  <  I     i + •  •  • + j  'IT-.      I  + 1  ^'1"-«  i 

<(i?ir'i+'i!"i+-+i'!:L,i+|JS:'-ii)^. 

sobald  nur  v  >  ^  ist. 
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Da   -^^'M        V  =  1  ab  mit  v  monoton  wächst,  so  folgt 
aus  der  Definitionsgleichang  von  ^j,'^:  l^^'M  ^  I^iTM' 
Rflcksicht  auf  die  Bedingungen  des  Theorems  V: 

in+in  +  ---  +  l^r-il^i<|-^Ki  +  *--  +  l<Lil 

<T,^ix  (für»'>v'); 

—  2{n—l)    ^        =   /  • 

ebenso  auch: 


e 


^2(n-l) 
Daher  geht  Ungleichung  (39)  Uber  in: 


(für  V  :>  v'). 


< 


9    fji  -f-  c 


Man  hat  also,  sobald  v  eine  gewisse  Grenze  v'  erreicht  oder 
Ubersteigt: 


^0 


daher  auch: 


<2 


9   >?,  +  « 


1  ^ 


Im-*« 

5^1»'  + 3)  JJ(r) 


Da  die  rechten  Seiten  in  all  diesen  Ungleichungen  sämtlich 

nicht  größer  als  6  sind,  so  erhält  man  insbesondere  auch : 
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Qir)  !_ 

-^0 


wo  G^f^  wieder  die  gleiche  Bedeutung  hat  wie  pag.  433  Mitte. 

Kim  hat  aber  nach  (85)  l^'^j  den  unteren  Limes  0;  man 
kann  also  y(>y*)  derart  auswählen,  daß  auch 


ist;  fQr  solche  Werte  Ton  y  folgt  dann: 

Da  aber  Ö<1  und  f  beliebig  klein  ist,  so  widerspricht  dies 
der  für  alle  v  gültigen  Ungleichung  (37).  Daraus  schließen  wir, 
dai  die  Annahmen  (a),  (ß)  nicht  beide  zugleich  mit  den  Be- 
dingungen des  Theorems  Y  vertrSglich  sind.  Wir  müssen 
daher  mindestens  eine  der  zwei  Annahmen  (a),  (ß)  als  irrtüm- 
lich fallen  lassen;  dann  konrergiert  aber  die  Kette.  W.  z.b.w. 

Weiter  ist  noch  folgendes  von  Interesse.  Die  in  Theorem  III 
behaupteten  Ungleichungen 


(40) 


bleilicii  nach  ihrer  Herleitung  auch  für  />  =  1  bestehen  (sofern 
dann  die  Kette  überhaupt  konvergiert).  Dagegen  ist  die  Be- 
ziehung 

lim  (ato)      —  afA^^)  =  0 


nicht  mehr  allgemein  richtig,  wie  schon  das  Beispiel  der  Kette 
erster  Ordnung 

^1,-1,-1,-1,... 
2,     2,     2,     2,  . . . 


beweist.    Bei  diesem  ist  nämlich,  wie  leicht  zu  sehen: 
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Also  hat  mau: 

a;; '  A'i '  —  af  -i^")  =  V  -  (v  —  1)  =  1, 

und  die  linke  Seite  kann  daher  nieht  den  Grenzwert  Null 
hahen. 

Einige  Bemerkungen  knüpfen  sich  noch  an  den  Fall,  daü 
«  —  1;  lim  I       » «  endHch 


ist,  und  die  Kette  trotzdem  konvergiert.  Daun  ist  nämlich  stets: 

Hm  {af       -  af  Af)  =  0, 

da  ja  diese  Beziehung  jeUt  uichts  weiter  aussagt  als: 


d.  h.  als  die  Konvergenz. 

Außerdem  gestattet  aber  jetzt  die  erste  Ungleichung  (40) 
eine  erhebliche  Verschärfung.  Denn  wenn  man  die  Ungleichung 
(18)  durch  |.^')|  dividiert  und  mit  a|J^>  multipliziert,  so  erhält 
man  zur  Orenze  v=soo: 

*  I  «s»  I  >     + 1  «r  I + i  °f '  i + •  •  •  +  i  "iM . 

worin  die  gesuchte  Verschärfung  ausgesprochen  ist.  Man  er- 
hält daraus  speziell  für  i^  » 1 : 


*)  Aach  niobt  den  unteren  Limes  0.  Dies  steht  nicht  un  Wider- 
sprach mit  üngleiobDng  (85),  da  diese  nur  unter  der  YoranssetsQng 

,Iim  j  A^^^  I  =  endlich*  abgeleitet  wude. 

IM».  SttniifA.  d.  mitk-phya.  KL  80 
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(«)  f^,,  

Diese  üngleichung  gilt  auch  dann,  wenn  die  Konveigenz 
der  Kette  noch  gar  nicht  feststeht,  und  die  Zahlen  af*  dem- 
gemäß nur  durch  die  Gleichungen  (21)  definiert  sindJ)  Sie 
kann  dann  unter  Uniständen  sogar  zur  nachträglichen  Fest- 
stt'llunt^  der  Konvergenz  dienlich  sein,  wie  die  folgenden  Be- 
trachtungen lehren. 

Zunächst  folgt  aus  der  Endlicblieit  von  lim  Af^^  \  auch 

die  von  lim  [  |,  und  daraus  dann  sukzessive  die  Endlichkeit 
▼on  lim  I       I,   Um  I |^  etc. 

ysoi  v  =  oo 

Denn  nach  Formel  (8)  hat  nuui: 

Daher  auch: 

aj"      -«  —  «,f  ^i")  -  af  A^J^ 

aber  auf  der  rechten  Seite  bleibt  hier  mit  wachsendem  r  alles 
endlich,  also  bleibt  es  auch  die  linke  Seite,  w.  z.  b.  w.  V\  ir 
setzen  demgemäß: 

lim  I       I  = 


Analog  zu  (41)  ist  dann  auch: 
|at^>|-f  |a{^>|H  \-  a 


(A)  ! 


wohei  die  Zahlen  af*  natürlich  durch  die  Gleichungen  (22)  zu 

V)  Der  Beweis  bleibt  der  f^leiche;  nur  juuß  beim  Grenzübergang 
natürlich  v  auf  die  Werte       beschränkt  werden. 
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definieren  sind.  Hieraus  folgt  nun  unter  Beibehaltung  der 
Bezeichnung  und  Schluiweise  von  pag.  423: 


//»;.-{-«)  I  <  (  1  ..^—L    \  mi) 


Wie  damaU,  können  wir  daraus  auch  jetzt  die  Konvergenz 

Kl 

folgern,  sobald  y^ÄY~^  über  einer  yon  X  unabhängigen  posi- 
tiven  Zahl  o  bleibt;  alsdann  ist  nämlich  wieder 
,  ]  <  d  MSf-\  1  —  a  <  1); 

und  der  weitere  Beweis  bleibt  wOrtlich  der  gleidie  wie  pag.  423  f. 
Ob  nun  diese  Forderung 


erfüllt  ist,  dürfte  im  allgemeinen  schwer  zu  entscheiden  sein. 
In  einem  Fall  ist  sie  aber  stets  erfüllt,  nSmlich  bei  peri- 
odischen Ketten.  Wir  nennen  eine  Kette  A;-gliedrig  peri- 
odisch, wenn  von  einem  gewissen  Wert  v  ab  stets 

a^+««oM   (i=:0, 1,  ...«) 

ist.   Alsdann  ist  offenbar  auch: 

Kl 

Daher  kommt  iür  ^  überhaupt  nur  eine  endliche  Anzahl 
▼erschiedener  Werte  in  Betracht;  also  bleibt 


u 


wo  Q  eine  von  X  unabhängige  positive  Zahl  bedeutet.  Außerdem 
folgt  aber  aus  der  auch  fttri^  »1  gültigen  Ungleichung  (28): 

80* 
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und  hieraus  wieder: 

Wegen  der  Periodizität  bleibt  {aJfV  unter  einer  von  i  nnmb- 

baii<;i;ren  Schranke       und  folglich  a^>|<i2  +  l*')  Daher 

ist  auch: 

dieser  Quotient  bleibt  abso  über  einer  von  /.  unabhängigen 
positiven  Zahl,  w.  z.  b.  w.    Wir  erhalteu  demnach: 

Theorem  VI.  Wenn  bei  einer  periodiflchen  Kette 
für  y^l  durchweg  die  Ungleichung 

I   -I- .  «r  i  +  •  •  •  4- 1  «iij  i  <;  i  ai^M  - 1 

statthat,  so  ist  sie  unbedingt  konvergent. 

Eigentlicli  ist  das  Theorem  ja  soeben  bloü  unter  der 
Voraussetzung  ,lim  j^^^j  =  eudlich''  bewiesen  worden;  aber 

im  entgegengesetzten  Fall  ist  die  Kette  ja  ohnedies  immer 

konvergent. 

Et  wire  fiüscb,  ans  der  Periodintftt  etwa  adiliefien  tn  wollen* 

dafi  a^"*"*'  —  a^^^  ist,  so  dafi  für  a^^  «berhaupt  bloß  eine  endliche  An- 

Zcilil  verschiedener  Werte  in  Betracht  käme.  Ein  solcher  Ücbluli  würde 
die  Konvergenz  bereits  voranssetsen.  Dean  nach  den  DeAnitionsglei- 
ohnngen  (22)  ist: 

(«)  ajT^-aWlim^-^"— . 

W         «:+ "  =  <+"  Um  -  «i"  lin.  . 

iSflD  .l»»  — »— *)  »SB»    .C»»— »»-»l 

letsteres  wegen  der  Periodintftt.  Bevor  aber  die  Konvergenz  der  Kette 
bekannt  ist»  kann  die  Gleichheit  der  Grenzwerte  in  (a)  nnd  (fl)  auf  keine 
Weise  gefolgert  werden,  weil  die  Zahlen  ~  mit  wachsendem  »  im 
allgemeinen  eine  gans  andere  Wertereihe  durchlaufen  werden  wie  die 
Zahlen  i»,  —  r  —  jfe. 
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Weiteres  vermag  ich  über  den  Fall  »7  =  1  nicht  auszu- 
sagen. Vermutlich  ist  in  Theorem  II  überliaupt  der  \\  ert 
1^  =  1  ohne  Nebenbedingungen  zulässig.  Wenn  ich  diese 
Vennutimg  aach  nicht  durch  einen  Beweis  bestätigen  kann, 
so  gelang  es  mir  doch  anderseits  auch  nicht,  eine  erweis- 
lich divergente  Kette  ausfindig  zu  machen,  bei  der  fOr  r^l 
durchweg 

i<i  +  Kl  +  •  •  •  +  Kill  -1 

wäre.  Die  Entscheidung  dieser  Frage  scheint  mit  großen 
Schwierigkeiten  verknüpft  zu  sein. 


§4. 

Weitere  Konvergenzkriterien. 

In  g  1  wurde  gezeigt,  dais  zwei  äquivalente  Ketten  ent- 
weder beide  konvergent  oder  beide  divergent  sind.  Eine  Kette 
ist  daher  auch  immer  dann  konvergent,  wenn  eine  dazu  äqui- 
valente existiert,  deren  Elemente  die  Bedingungen  eines  der 
Theoreme  I,  II,  IV,  V,  VI  erfüllen.  Von  diesem  Gedanken  aus- 
gehend, hat  Herr  Pringsheim  für  die  Kettenbrüche  aus  st  inem 
Fundamentalsatz  eine  Reihe  weiterer  Konvergenzkriterien  ab- 
geleitet. ')  In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  für  Ketten 
n'®' Ordnung  vorgehen;  doeb  sind  die  so  gewonnenen  Kriterien 
fQr  ii>l  von  komplizierter  Bauart  und  dürften  nur  geringes 
Interesse  beanspruchen.  Erfolgreicher  gestaltet  sich  die  nach- 
stehende Methode,  welche  auch  für  Kettenbr flehe  zu  neuen 
Resultaten  führt,  die  sich  aus  den  bisher  bekannten  kaum 
dürften  ableiten  lassen. 

In  der  die  Kette  «''^^'^  Ordnung 

aCO)  Ad) 
*0  »     0  »    0  ♦ 


(42) 


.0«»,  ajf. 


')  A.  a.  0.  und:  Über  einige  Konvergenzkriterien  für  Kettenbrflche 
mit  komplexen  QUedern.  Diese  Sitxongsberichte,  Bd.  35  (ld06),  pag.  369 
bis  38a 
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deänierenden  Rekursionsformel 

(1)     ^1;/+»+')  ^  aS;^Ä^;^  +  a\^^   1-  ^iy+*> 

ersetzen  wir  v  durch  v-^l;  es  komint: 

(!')  ^(•'+-+2)=ra^''+JUJ'+')  +  a5'+»)ul}''+2)^  ^a^-^')Af+^+^K 

Wenn  man  nun  Gleichung  (1)  mit  einer  beliebigen  Zahl  d, 
multipliziert  und  dann  von  (1')  subtrahiert,  so  erhält  man: 

(43)  —  dg')  A</^  4-  fctj")  ^(•'+»)  -I  1-  u4<''+«+»\ 

wobei  zur  Abkürzung 

«ll+i'^  -  «{"^  ^  ==  ^»l''^    (i  =  1,  2, . . .  ») 

gesetzt  wurde.  Neben  der  Kette  (42)  betrachten  wir  nun 
auch  noch  die  Kette  (n  -f-  1)'*^"^  Ordnung: 


(44) 


A(0)      J^l)  W) 
*-%+v  ^»+1,  ^«+p  •  • 

deren  Rekursionsformeln  folgende  sind: 

(i  =  0,  1,  .  .  .  n -|- 1;  y  «ssO,  1,  .  .  .  oo); 

^"liiti;*  ft*-o.i,...»+i). 

Damit  die  Forderung  6^"^  4^  0  für  alle  v  erfüllt  ist,  werden 

wir  ('^y  -j--  0  voraussetzen. 

Jede  Zahlenfolge,  welche  der  gleichen  Kekursionsformel 
genügt,  wie  die  B^^\  läßt  sich  nach  den  Erörterungen  zu 
Beginn  des  §  1  linear  durch  B^^\  B^^\  . . .  ^"^j  ausdrücken. 
Wegen  Formel  (43)  kann  man  daher  insbesondere  den  Ansatz 
machen: 
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4"  -  ^  0  -BS" + ru  -BS^  +  •  •  •  -1-  r, . + ,  -BSV,  (*  -  0, 1 , . . .  «x 

Wobei  die  Koeffizienten  -/tj,  von  v  unabhängig  sind.  Man  be- 
rechnet sie  sehr  einfach,  indem  man  für  v  gewisse  Spezialwerie 
einsetzt;  so  folgt  fttr  y  »• 

sodann  für  y^i  und  r^n: 
endlich  für  v  «  m  -|-  1 : 

Setzt  man  die  so  berechneten  Werte  oben  ein,  so 
kommt: 

^w«SW  +  a«»7>-;.   (i«0, 1, . . .  n). 
Hieraus  folgt  endlich  auch: 

ß(0)  _  „(0)      •    J      '  «t* 


WO)  L  4-  -(0)  \m  ' 


WO)    I    ßiO)  MO)  »jti 


Wenn  nun  die  Kette  (44)  konvergiert,  so  bezeichnen  wir  ihr 
Wertesystem  mit  /8f ,  . . .  und  erhalten  aus  der  letzten 
Gleichung,  wenn  r  unbegrenzt  wächst: 

««.  lim       .      ^  +  «l-  «V.  _ 

Daher  konvergiert  auch  die  Kette  (42),  sobald  nur  der 
Kenner  —  von  Null  verschieden  ist.  Man  hat  bei 
dieser  Betrachtung  «Ion  Vort«'il,  daß  die  Zahlen  abgesehen 
von  der  Einschränkung  '3,  4^0,  ganz  willkürlich  sind.  Sobald 
es  gelingt,  sie  derart  zu  wählen,  daü  die  Kette  (44)  konver- 


444      Sitrang  der  iiiatli.'phjB.  KlaMe  rom  7.  Deiember  1907. 

giert,  und  zuji^Ieich  ß^]^^  4=  wird,  dann  konvergiert  allemal 
auch  die  Kette  (42). 

Nach  Theorem  II  ist  nun  die  Kette  (44)  unbedingt  kon- 
Torgent,  wenn  für  y  ^  1  durchweg  die  Ungleichung 

das  heißt: 

KM  +  («i'^-"  - <M  +  |oi'+"-aS"<>,i  +  •  •  • 

besteht,  wo  ^  <  1  ist.  Damit  aber  die  Kette  (42)  ebenfalls 
konvergiert,  muß  außerdem  noch  die  Zusatzbedingung 

erfüllt  sein,  welche  sich  in  folgender  Weise  umformen  laßt 
Wegen  der  unbedingten  Konvergenz  der  Kette  (44) 
folgt,  wenn  man  eine  stets  gebrauchte,  auf  die  Kette  (42)  be- 
zügliche Bezeichnung  sinngemäß  auf  die  Kette  (44)  überträgt: 

lim  24  (i=  1,  2, . .  .  n+  1). 

und  auch: 

sodafi  sich  die  obige  Zusatzbedingung  in  die  Form  setzen  Iftfit: 


<'  +  <^o  +  iW+V 

oder: 

(45)  4-      +  0. 

Nun  ergibt  sich  aber,  wenn  man  Theorem  III  auf  die 
Kette  (n  +  1)*»  Ordnung 

M"  M2> 


MM        All»)  M3) 
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anwendet,  die  Ungleichung: 
also  auch  insbesondere: 

I  ^•+'  I 

mit  Ausschlui  der  Gleichheit,  da  ja  {6^'^{>0  ist.  Demnach 

ist  die  Bedingung  (45)  gewiß  erfüllt,  wenn  wir  «'j^ '  >  for- 
dern. Dies  führt  zu  dem  foigeuden  sehr  allgemeiueu  K.ri- 
terium : 

Theorem  VII.  Wenn  sieh  unendlich  viele  Ton 
Null  verschiedene  Zahlen  6p  bestimmen  lassen,  der- 
art, daß  für  v^l  durchweg  die  Ungleichung 

bestellt,  wo  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  be- 
deutet, und  wenn  außerdem 

b)  !«;."># 

ist,  so  ist  die  Kette  n**^  Ordnung 

0  *     0  '     0  ' 
fl(Ol    fld)  Mi) 

konvergent.  Sie  ist  sogar  unbedingt  konvergent,  wenn 
die  Ungleichung 

c)  KM^^ 

für  jedes  v^l  besteht. 

Der  letzte  Teil  des  Theorems  ergibt  sich  offenbar  wieder 

aus  dem  [Tnistund,  dali  die  Bedingungen  erhalten  bleiben, 
wenn  die  oberen  Indices  aller  a)."'  um  eine  beliebige  Zahl  ^.  er- 
höht werden.  Wir  machen  zu  <l<'iu  Theorem  noch  folgenden 
Zusatz.  In  Theorem  Vll  dürlen  die  Zahlen  öy  auch 
alle  oder  zum  Teil  gleich  Null  sein.  Wenn  aberd,  =  0 
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ist,  so  ist  in  der  Bedingung  b)  das  Gleichheitszeichen 
auszuschließen.  Ebenso  ist  in  der  Bedingung  c)  das 
Gleichheitszeichen  bei  allen  denjenigen  i^Werten  aus- 
zuschließen, fflr  welche  ist. 

Der  Beweis  ist  folgender:  Infolge  der  Bedingung  a)  des 
Theorems  ist: 

|a<;'+»  +  dJ  — 1  >0. 

Wflrde  hier  einmal  Gleichheit  stattfinden,  so  rallftte  auch  jeder 
Term  auf  der  linken  Seite  von  a)  verschwinden,  also  insbe- 
sondere: 

<^'o^  \  =  0,   ai''+ ~  a'{^    =  0, 

was  aber  wegen  aj^'^  t  0,  a^''+'^4^0  nicht  möglich  ist.  Es  ist 
also : 

|a(^+i)  +  aj-l>0. 


und  folglich  kann  man  statt  Ungleichung  a)  auch  schreiben: 

|«+^^4-<5,|-l 

Wird  diese  Ungleichung  für  gewisse  y- Werte  nur  durch  die 
Wahl  ^„  s  0  erf&llt,  so  kann  der  links  stehende  Ausdruck, 
wenn  d,.  sich  hinreichend  wenig  von  Null  unterscheidet,  wegen 
der  Stetigkeit  jedenfalls  nur  um  beliebig  wenig  die  Zahl  d 
übertreffen.   Man  kann  daher  der  Ungleichung 

I  «r  M + 1  <^'*''- «r  M  +  •  ■  • + 1  <±,"  -  <"  ^  I 

!«£■+" +  «5,|  —  l  ^^t» 

durch  lauter  von  Null  verschiedene  Sy  Genüge  leisten,  wie  klein 
auch  die  positive  Zahl  £  gewählt  wird.  Nimmt  man  insbe- 
sondere auch  E  <1  —  so  wird  eben  nach  Theorem  VIT  Kon- 
vergenz stattfinden,  wenn  noch  |  a^^  |  d  +  f  ist.  Du  aber  e 
beliebig  klein  gewählt  werden  kann,  so  ist  diese  Bedingung 
gleichbedeutend  mit: 
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unter  Ausschlufi  der  Gleichheit.  Damit  ist  der  Zusatz  bewiesen, 
soweit  er  sich  auf  EonTergens  schlechthin  besieht  Die  un- 
bedingte Eonyergenz  ergibt  sich  dann  natttrlich  durch  die 
frühere  Schlufiweise. 

Durch  spezielle  Wahl  der    erhält  man  aus  dem  Theorem  VII 

mit  obifjein  Zusatz  beliebig  viele  Speziiilkriterien,  von  denen 
ich  wenigstens  eines  anführen  will.  Setzt  man  nämlich  durch- 
weg (3„  =  0,  80  folgt,  wenn  man  noch  v  —  1  an  Stelle  von  v 
schreibt: 

Theorem  YIIL  Wenn  fttr  y>2  durchweg  die  Un- 
gleichung 


und  wenn  außerdem  |a^'){>^  ist,  so  ist  die  Kette 


unbedingt  konvergent. 

Die  zur  unbedingten  Konvergenz  noch  erforderlichen 
Bedingungen  \  ofi^\>^  für  v >  1  brauchen  n&mlich  hier  nicht 
mehr  eigens  verlangt  zu  werden,  da  aus  der  ersten  Unglei- 
chung des  Theorems  sowieso  schon  |  aS^  \  >  1  folgt.  Durch 
das  Theorem  Vlil  werden  die  Bedingungen  von  Theorem  II 
um  ein  weniges  reduziert,  indem  statt  der  Forderung 


Wendet  man  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  nun 
speziell  auf  Ketten  erster  Ordnung  an,  so  erhält  man: 

Eorollar:  Der  Kettenbruch 


■fli*')  a'^i) 
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ist  unbedingt  konvergent,  wenn  68  gewisse  Zahlen 
gibt,  derart,,  daß  fttr  v>l  durchweg  die  zwei  Uuglei* 
chungen 

gelten,  wo eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet. 
Sollte  die  erste  Ungleicliun^  für  g»'wisse  v-Werte  etwa 
nur  durch  die  Wahl  (5^  =  0  zu  befriedigen  sein,  so  ist 
in  der  zweiten  Ungleichung  für  diese  r-Werte  das 
Gleichheitszeichen  zu  unterdrücken. 

Unter  den  Spezialfällen,  die  sich  durch  besondere  Wahl 
der  Zahlen  ö,  ergeben,  seien  die  folgenden  vier  hervorgehoben : 

1)  d^^O:    i  ag^+'J '  <  ,^  (I  al''+'>  |  -  1),  |  a^n  |  >  i) 

^> = I  — «F-  j  <  Hi  " + >  ■  I  -  0  • 

I    I  ^  ^■ 

I      I  ^  ^• 

4)  <3I,  =  - 1 :    I  aj^'>  1  +  I         -f-  a^;)  |  <:  i?  ( | «i"-»-«  -  1 1-1), 


Der  erste  dieser  vier  Fälle  entspricht  dem  Theorem  VIfl. 
Er  lüiit  sich  übrigens  auch  auf  etwas  einfachere  Weise  aus 
den  Theoremen  II  und  III  ableiten  und  bleibt  noch  richtig 
fOr  ^«1,  in  welchem  Fall  ihn  Herr  Pringsheim  bewiesen 
hat.')  Indes  ist  zu  beachten,  daß  der  Satz  für  nicht 
durch  den  gleichen  Satz  für  =  1  entbehrlich  wird,  wie  dies 
bei  Theorem  11  oÖ'enbar  der  Fall  wäre;  denn  für  ^<1  lautet 


'j  Die  Forderung  «i*^^  |  >  *  für  »'>2  iat  wie  bei  Theorem  VlII 
wieder  von  selb>it  erfüllt. 

^<  In  d«>r  Hilf  p:i^'.  441  zitierten  Arbeit,  Seite  864;  die  Bedinguagen 
siud  dort  sogar  noch  etwas  reduziert. 
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die  zweite  der  geforderten  Ungleichungen  nur  j  aj^^  |  >  i}^  aber 
nicht  |<>|>1. 

Ferner  ist  es  wohl  nicht  überflüssig  sa  bemerken,  daß 
die  absolute  Willkürlichkeit  der  &p  die  unbedingte  Konvergenz 
nicht  nur  dann  garantiert,  wenn  fttr  alle  y(>  l)  die  Bedin- 

gun^r  1)  oder  für  alle  v(>  1)  die  Bedingung  2)  oder  sonst  eine 
erfüllt  ist.  Es  genügt  vielmehr,  wenn  für  jeden  einzelnen 
Wert  von  v  (>  1)  irgend  einer  von  diesen  Bedingungen  genügt 
wird,  etwa  für  gerade  r  der  Bedingung  1),  für  ungerade  v 
der  Bedingung  2)  oder  3). 

§  5. 

Ausdeliming  des  Legendresolien  hrationaiitStssatzes. 

Wir  wollen  jetzt  den  Legendreschen  Irrationalitätssatz 
auf  die  Kette  n^'*  Ordnung 


(46) 


a 


(0) 


übertragen.  Zu  dem  Zweck  setzen  wir  die  Elemente  a^*  als 
ganze  rationale  Zahlen  voraus  und  selbstverständlich  wieder 
a\^^  4: 0.    Es  sind  dann  auch  die         ganze  rationale  Zahlen. 

Wenn  nun  außerdem  für  v  >  0  durchweg  die  Ungleichung 

(47)  |aWH-|aWH-...  +  |ai,"_,|<*(|*ir'|-l).  *<1 

besteht,  wenn  also  die  Kleniente  den  Bedingungen  des  Theorem  III 
genügen,  so  ist  die  Kette  konvergent,  und  wir  wollen  jetzt 
zeigen,  da&  eine  Beziehung  der  Form 

(48)  P,  af  H-  P,       +  +  .  .  .  +  P^  a(0)  =  0 

mit  rationalen,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten 
Pi  nicht  bestehen  kann.*) 


*)  Der  Gleichung  (  ISI  hätte  man  uulürlich  (Kensogut  die  Form 

geben  kOnneii,  da  ja  rational  ist.  Knr  der  Symroefaie  halber  haben 
wir  dem  Pq  den  Faktor  beigegeben. 
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Angenommen,  es  bestünde  eine  solche  Relation,  so  kann 
man  die  P,-  von  vornherein  als  ganze  Zahlen  annehmen, 
indem  man  eventuell  mit  dem  Generalnenner  multipliziert. 
Wir  multiplizieren  dann  die  als  riciitig  angenommene  Giei- 
cliang  (48)  mit  A^^^  und  erhalten: 

^  N 

Addiert  mau  beiderseitü  die  Gröüe      i^^a^^        so  kommt: 

iml 

1=0  1=1 

Hier  steht  nun  auf  der  linken  Seite  eine  ganze  Zahl; 
auf  der  rechten  aber  nähern  sich  nach  Theorem  III  alle  n  Sum- 
manden mit  wachsendem  v  der  Grenze  Null.  Von  einer  ge- 
wissen Stelle  V  >  N  ab  niuli  daher  die  rec  hte  Seite  und  folglich 
auch  die  ihr  gleiche  linke  Seite  jedenfalls  absolut  kleiner  als 
1  werden;  aber  dann  kann  sie  als  ganze  Zahl  nur  gleich  2vuli 
sein.   Wir  bekommen  also  fttr  v'^N: 

•  asO 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  N-^- 1,  . . .  .y  +  s», 

so  erhftlt  man  ein  System  von  n  -f- 1  linearen  homogenen 
Gleichungen  mit  der  Determinante: 


(49) 


weiche  wegen  Formel  (3)  von  Null  verschieden  ist.  £s  folgt  also: 
Po  a  Pi  SB  . . .  =     s  0;    w.  z.  b.  w. 

Übrigens  braucht  die  Ungleichung  (47)  nicht  fOr  alle 
Werte  ron  v  erflült  zu  sein,  sondern  blofi  von  einer  gewissen 
Stelle  v"^  N  BkK   Denn  jedenfalls  ist  dann  die  Kette 
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konvergent,  und  nach  dem  soebeu  Bewieseueu  ist  eiue  Be- 
ziehung der  Form 

(50)  Q,  a(f )  H-     af )  +  . . .  +  0 

mit  rationalen  nicht  sämtlich  verschwindenden  KoefElzienten 
nicht  möglich.   £b  ist  daher  insbesondere  auch: 

denn  andemfidls  hfttte  man: 

'**'0  0  0  ' 

was  dem  Nichtrerschwinden  der  Determinante  (49)  widerstreitet. 
Nach  dem  Lemma  auf  pag.  414  ist  daher  die  Kette  (46)  eben- 
falls konvergent,  und  zwar  hat  man: 

Gleichung  (48)  ist  daher  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

i:  P-  (^;^>  a(J^  +  Äf'^»€^^  +  •  • '  +  atf>)  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist, 

Dies  ist  aber  eine  Gleichung  der  Form  (50)  und  ist  daher  nur 
möglich,  wenn  sämtliche  Koeffizienten  verschwinden;  also: 

L p,^i^>  =  0,  i;p,^5^+»  =  0,  .  .  .  L  P.Af-^-^  =  0. 

f=  0  <=o  »  =  o 

Aber  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems  ist  wie  Torhin 
▼on  Null  verschieden:  also  folgt  auch  jetzt  notwendig: 

Po  =  Pi  i',  =  0. 
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Wir  sprecheu  dieses  Liesultat  aus  in 

Theorem  IX.  Wenn  die  Elemente  a^**^  ganze  ratio- 
nale Zahlen  sind,  welche  von  einer  gewissen  Stelle 
v>Nskh  die  Ungleichung 

Kl  +  i<i  +  •  •  •  +  i<L,i^'^(iair>i-i) 

erfüllen,  wo  d  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  be- 
deutet, so  ist  die  Kette 


(46) 


ai".  a»\  . . . 
«2".  «i,".  «S'.  •  •  • 


=  1" 


(0) 

1 


unbedingt  konvergent,  und  ihr  Wertesystem  genügt 
keiner  Uelation  der  Jb'orm 

mit  rationalen,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Ko- 
effizienten P|. 

Denn  daß  die  Konvergenz  der  Kette  auch  eine  unbedingte 
ist,  ergibt  sich  wieder  durch  den  gleichen  Schluß  wie  immer. 
Ganz  die  gleiche  Analyse  führt  zu  dem  folgenden  etwas  all- 
gemeineren 

Theorem  X.  Wenn  die  Kiemente  a^"^  ganze  Zahlen 
eines  imaginären  quadratischen  Körpers  sind  und  von 
einer  gewissen  Stelle  v'^N  &h  der  Ungleichung 

Gentlge  leisten,  so  ist  die  Kette  (46)  unbedingt  kon- 
vergent und  ihr  Wertesystem  genagt  keiner  Relation 
der  Form 

•Po<  +  ^\  a;'-h...-f  p^oy  =  o, 

wo  die  Koeffizienten  P,  Zahlen  des  betreffenden  qua- 
dratischen Körpers  sind,  welche  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden. 

Zu  beachten  ist  bei  diesen  Theoremen  namentlich,  dal^ 
ganz  im  Gegensatz  zu  Theorem  II  die  gei'orUerte  Uugleichuag 
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nur  für  v  >  N  zu  gelten  braucht.  Für  Kettenbrüche  speziali- 
siert lauten  diese  iSätze: 

Wenn  die  Teilzähler  und  -nenner  des  Ketten- 
braches 

a^^i        a(fV  afj 

*  |öf  1«?^ 

ganze  rationale  Zahlen  sind  und  von  einer  gewissen 
Stelle  y>iV  ab  der  Ungleichung 

l<Mg*(l<M-i)  (*<i) 

Qenüge  leisten,  so  ist  der  Kettenbruch  unbedingt  kon- 
vergent und  bat  einen  irraüoiialeii  Wert. 

Wenn  unter  sonst  gleichen  Bedingungen  die  a^* 

ganze  Zahlen  eines  imaginären  qua«!  rutischen  Körpers 
sind,  so  ist  der  Kettenbruch  ebenfalls  unbedingt  kon- 
vergent, stellt  aber  niemals  eine  Zahl  desselben  (qua- 
dratischen Körpers  dar. 

In  den  Sätzen  dieses  Paragraphen  ist  der  Wert  d  =  1 
nicht  zulässig,  obwohl  nach  Theorem  IV  die  Konyergenz  der 
betreffenden  Ketten  bestehen  bleibt  (wenigstens,  wenn  die  ge- 
forderte Ungleichung  schon  von  v=l  ab  erfüllt  ist).  Schon  die 

KettenbrUclio  lehren  dies.  Denn  der  Legen  dresche  Irrationali- 
tätssatz wird  zwar  immer  für  ?'>  =  1  ausges])rochen,  erleidet 
aber  dann  auch  eine  Ausnahme,  iudem  der  Kettenbruch 

^0      I  ^1      I  ^8  I 


iCo-fl  \c^-\'l 

den  Wert  1  hat,  also  rational  ist.  Es  ist  dies  im  wesentlichen 

der  einzige  Ausnahmefall.  Man  vergleiche  darüber  §  4  der 
auf  pag.  411  zitierten  Arbeit  des  Herrn  Pringsheim. 
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§  6. 

Analogen  zu  dem  reellen  Kettenbruch 


I 


Unter  den  reellen  Ketteobrücben,  die  nack  dem  Prings- 
heimsclion  Fundamentaikriterium  unbedingt  konrergent  sind, 
bieten  bekanntlich  die  Ton  der  Form 


I 


«.+  1  K  +  i 


(««>0) 


ein  besonderes  Interesse  dar,  und  sie  nehmen  namentlich,  wenn 
die  ileihe 

dirergiert,  eine  gewisse  Ausnahmestellung  ein,  die  auch  am 
Schluß  des  Torigen  Paragraphen  hervorgetreten  ist.  Der  Wert 
eines  solchen  Eettenbruches  ist  immer  gleich  1,  während  er 

bei  Konvergenz  der  obigen  Keilie  kleiner  als  1  ist.  Der  Ver- 
such, unter  den  Ketten  w^*""  Ordnung,  die  dem  Theorem  II  ge- 
nügen, ein  Analogon  zu  obigem  Kettenbruch  zu  finden,  nmü 
schon  daran  scheitern,  daü  dort  die  Zulüssigkeit  des  Wertes 
d  s==  1  nicht  allgemein  erwiesen  werden  konnte.  Indessen  gibt 
es  doch  Ketten  Ordnung,  die  den  Bedingungen  Ton 
Theorem  II  zwar  nicht  genflgen,  auch  nicht  für  ^  =  1,  die 
aber  doch  unbedingt  konvergent  und  dem  obigen  Kettenbruch 
sehr  verwandt  sind. 

Wir  betrachten  die  Kette  n^*^  Ordnung: 


(Ol) 


—  «1. 


-c^  +  l,  — <r,  +  l,  — <?,  +  l. 


—  —  c, -fl,  —  c,4-l, 

L    Co+  1,      c,-f  1.  1,  .  • 

in  deren  (v  -f  1)^'  Kolonne  zuerst  eine  Zahl  — Cy,  dann  (fi  —  1) 

mal  die  Zahl  — Cr-^-l^  endlich  einmal  Cy-j-l  auftritt.  Wir 
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wollen  zunächst  unabhängig  von  der  KonTergenzfrage  die 
foimale  Seite  dieser  Kette  studieren  und  erst  spftter  den 
Zahlen  Cr  gewisse  Einschrfinkungen  auferlegen.  Die  die  Kette 
(51)  definierenden  Rekursionsformeln  lauten: 


(52) 


(53) 


+«+1)  =  —    a-)  +  (1  —  O       •>  4- 

+  (1  -  O       ^>  +  (i  +  O  q''+«> 

(i  =s  0,  1, . . . »;  V     0,  1, ...  od). 


^      10  .  i 


(i,  X;  s  0, 1,  . . .  w). 


IKe  erste  dieser  Gleichungen  kann  auch  in  der  Form  ge- 
schrieben werden: 

=  c^(6y+">— cj'+"-»>— C5''+»-2)  c;.''>), 

wo  nun  die  Klammer  rechts  ebenso  gel)ildet  ist,  wie  die  linke 
Seitp.  nur  dnü  v  —  1  an  Stelle  von  r  steht.  Setzt  man  also 
diese  Formel  für  v  =  0,  1,  . .  .  v  an  und  multipliziert,  so  kommt: 

« «o^i  •  •  •  ^A^T  -  cy-   C5'>  -  cy») 

» <So  <?i  •  •  •    JSIf , 
wobei  offenbar  nach  Formel  (53) 


|-1  für  i  =  0,  1,... 


n-1 


ist.    Hieraus  folgt  nun  für  abnehmende  Werte  von  r  das 

System  Ton  Oleichungen: 


C!j»+i)_  1)  « 

Cj«)  _  C'J- —  C'J»  -  «  Cf>  « 
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Wir  multipiiziert  n  diese  (ileichuiigeu  der  Keihe  nach  mit  den 
beigesetzten  Faktoren  ki  und  addieren  sie  dann;  dabei  sollen 
die  kl  80  gewählt  werden,  dali  im  Endresultat  links  die  Terme 

herausfallen,  während  0^*+*+*^  den  Koeffizienten  1  erhält.  Dies 
wird  offenbar  dann  und  nur  dann  erreicht,  wenn  wir  die 
Zahlen  ki  durch  die  Kekursionsformel 

(54)  —       +  Ä,_2 Är-» 
berechnen,  ausgehend  von  den  Anfangs  werten: 

(55)  Äo  =  0,  *i  =  0,  . . .  *«_2  =  0.  Äw-i  -=  1.*) 

Fuhrt  man  nun  besagte  Multiplikation  und  Addition  aus, 

so  kommt: 

q^+n+iy  _  cm       -  CS"        +  i.^, _ ,)  

Hier  sind  aber  die  negativen  Terme  der  linken  Seite  nach  (53)  für 
izszfi  alle  gleich  Null;  für  i:^n  ist  genau  einer  von  Null 
yerschieden,  nämlich  derjenige,  weicher  C\*^  enthält.  Man 
findet  daher  schließlich,  noch  mit  Benutzung  der  oben  ange> 
gebenen  Werte  von  Eti 

+         -f  W-i  -i  h  *«+r-<)  (»  =  0, 1,     «—  1). 

Die  Zahlen  CJ*"^  siutl  (laiiiit  explizit  bereclinet,  sobald  die 
als  bt^kannt  angeselien  werden.    Setzt  man  y  —  n  an  Stelle 
von  V,  und  führt  noch  die  Abkürzungen 


Für  n=3l  ist  durchweg  Jfc^^^l  m  aetsen.  FOr  m>  1  wichst 
offenbar     monoton  mit  l  ins  Unendliche. 
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*  +  X  +  X  +  ■  •  ■  + 1  ■  '  "  ^  ■  2-  •  •  • — ^> 

ein/)  so  gehen  die  letzten  Formeln  über  in; 

(57)  Ci'+'^^-k,Q^  +  k,P,,  (i  =  l,2,. ..«-!) 

cj'+» — KQ,  +  K- 

Also  schlieülich  durch  Divittoii: 

(58)  ^  " 


Von  jetzt  ab  seien  die  Cr  reelle  positive  Zahlen.  In 
diesem  Fall  können  wir  das  Verhalten  von  P„, ,  und  Qy  für 
unendlich  wachsende  v  aufs  genaueste  bestimmen  und  daraus 
die  Konvergenz  der  Kette  folgern.  Um  uns  vor  allem  über 
das  Wachstum  der  Zahlen  ^  zu  orientieren,  von  welchen  ja 
P,,<  und  abhängen,  gehen  wir  aus  Ton  der  algebraischen 
Gleichung  Grades: 

/'(ic)  13=     —       ^  —x"*-^  —  X  —  1  =  0, 

deren  Wurzeln  ,  q^,  ...  seien.  Diese  Gleichung  hat  die 
folgenden  bemerkenswerten  Eigenschaften,  deren  Beweis  wir, 
am  hier  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen^ 

erst  in  5^  8  nachtragen  werden: 

1.  Die  Gleichung  /  (a;)  =  0  hat  eine  und  nur  eine 
positive  Wurzel  diese  liegt  zwischen  1  und  2, 
während  alle  anderen  Wnraeln  abaolnt  kleiner  als  1  sind. 


^)  Dabei  setsen  wir  vonraa»  damit  die  Nenner    ^  0  und; 

wir  weiden  «pftter  r  ins  TJhendKehe  wachsen  lassen. 
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2.  Die  Gleichung  /(x)  «  0  ist  im  Bereich  der  ra- 
tionalen Zahlen  irreduzibel,  daher  insbesondere  ihre 
Wurzeln  g^,      ...       alle  voneinander  ▼erschieden. 

Wir  behaupten  nun,  es  ist: 

(59)  *r=i;)',e:. 

s  =  1 

wo  die  Koeffizienten  von  v  unabh&ngig  sind.  Denn  fordert 
man  diese  Gleichung  zunächst  für  v  —  0,  1,  ...n  —  1,  so 
hat  man  n  lineare  Gleichungen  mit  nicht  Terschwindender 
Determinante  fttr  die  n  Unbekannten  /g«  •  •  •  ^'m«  ^®  hieraus 
eindeutig  berechnet  werden  können.  Da  aber  anderseits  g^ 
eine  AV^urzel  von  f{x)  ist,  so  ist  Ql~**  f(jg^  =  0,  oder,  was  das- 
selbe sagt: 

-  er' + +  •  •  • + er"- 

Der  gleichen  Uekursionsformel,  wie  sie  hier  für  die  Zahlen 
Ql  gegeben  ist,  genügen  aber  nach  (54)  auch  die  Zahlen  k,. 
Daraus  folgt,  daß  die  Formel  (59)  für  einen  gegebenen  Wert  r 
richtig  ist,  sobald  sie  für  die  n  vorhergehenden  v -Werte  be- 
steht. Sie  gilt  aber  fttr  »«sO,  1,  ...  n  —  1,  und  folglich 
auch  für  alle  grOfieren  p.  Zu  bemerken  ist  noch,  daß  die 
Koeffizienten  y,,  ; •  •  •  alle  von  Null  verschieden  sind.  Denn 
offenbar  sind  sie  wegen  der  Irreduzihilität  von  /  (./•)  konju- 
gierte algebraische  Zahlen,  die  bzw.  den  Körpern  von 
ßj,  •  •  •  angehiiren;  wenn  daher  eine  gleich  Null  wäre, 
80  wären  sie  alle  gleich  Null,  was  nicht  angeht. 

Da  ^1  >  1|  sonst  aber  |    |  <  1  ist,  so  folgt  aus  (59): 

(60)  limj  =  y,^0, 
oder  auch,  was  dasselbe  sagt: 

lim  ^-Zl  =  y,  t  0. 

r=oc  ^1 

Folglich  durch  Division  der  zwei  letzten  Gleichungen: 
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(61) 

PSS9  ^1 

Hieraus  erhält  man  auch  Doch  etwas  allgemeiner: 

(62)  hm        =  lim  -j—         •  •  -  j-  =  ^.  . 

»"=00  »=06     f*v  — l  »h»  — 1  +  1 

Ans  der  zweiten  Definitionsgleichung  (56)  folgt  daher 
sofort: 

(63)  lim  P,.,  =^1  +  -  +      +    =  -|  . 

Schwieriger  ist  der  Grenzwprt  von  Qy  zu  hestimmeu.  Wir 
müssen  da  zwei  Fälle  unterscheiden: 

L  Die  Reihe 

(t>4)  ^  +  r  "T"     +     -  +  . . . 

sei  divergent.   Dann  ist,  weil      und  alle  <v,  kp  positiv  sind: 

wo  A  eine  beliebige  Zahl  zwischen  1  und  )-  —  n  1  bedeuten 
kann.  Wir  wählen  jetzt  A  willkürlich,  aber  fest,  während  v 
unbegrenzt  wachsen  soll.  Dann  nähert  sich  die  rechte  Seite 
▼on  (65)  dem  Grenzwert 

•fil  «■  A  4-  —  4-  —2"  i  1  Tj  » 

öl     öl  öl 

und  es  folgt  daher  aus  (65): 


Da  dies  einerseits  für  jeden  endlichen  Index  X  gilt,  da 
anderseits  aber  wegen  der  Torausgesetzten  DiTorgenz  der  Reihe 
(64)  Kl  mit  X  Aber  alle  Grenzen  w&chst,  so  folgt: 
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lim  Q„  asB  00, 

Gebt  man  daher  in  rl(  n  Formeln  (58)  zur  Grenze  v  s  oo  über, 
80  ergeben  sieb  die  folgenden  Grenzwerte: 

—  Cd  lim       =  —Co     (i  —  1,  2,  ...  n—  1), 

^'«^ 

—  «^0  iini        =  +Cö. 

In  diesem  Falle  konvergiert  also  Hie  Kette  (51)  und  zwar,  wie 
wieder  leicht  zu  sehen,  unbedingt. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Fall: 

n.  Die  Reibe  (64)  sei  konvergent  und  habe  den  Wert  K. 
Es  ist  dann: 

(66)        j8:=  1  +  f  h    V'  +  •••>!. 

.  .  Jfcr 

Multipliziert  man  jetzt  den  Ausdruck  i^y  iu  (56)  mit  -  - 

und  ersetzt  dann  alle  vorkommenden  Xu  durch  ihren  in  Formel 

(59)  angegebenen  Wert,  so  erhält  man: 

=    S  e;  +  ^"  L  y.  er '  +     L  r.  e; " ' 

ei  tssl 

oder  auch,  indem  man  in  der  rechts  stehenden  Summe  den 
Term  für  «  =  1  abtrennt: 
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Hier  hat  nun  auf  der  rechten  Seite  das  Glied  außerhalb  des 
Summenzeicli(  IIS  oÜ'eubar  für  v  =  oo  den  Grenzwert  K.  Von 
den  n  —  1  Gliedern  unter  dem  Summenzeichen  aber  wollen 
wir  beweisen,  daß  jedes  einzelne  den  Grenzwert  0  hat.  Ffir 
9»  2,  S, . . .  n  ist  nämlich  |^,|<1;  also: 

l  i  q: + <^o  ^r' + ^0  ^1  ^r^ + •  •  • + •  •  •  ^rM 


Dabei  ist  wieder  X  eine  beliebige  Zahl  zwischen  1  und  n4- 1. 
Wählt  man  /  liinreichend  groti,  so  ist  die  Klaniniergröße  als 
Rest  einer  konvergenten  Keilie  belieMg  klein,  und  wenn  man 
bei  Festhaltung  dieses  AVettes  a  nachträglich  v  unbegrenzt 
wachsen  läiit,  so  wird  auch  der  Bruch 

l  +  Co-fgQgi  hCpgr-CA-i 

beliebig  klein.   Hieraus  ergibt  sich  aber  in  der  Tat: 

Mm     fc;  -f  c^Q*-'  +  c^e, —  +  c^c,  •  •  -iv^ e;-')  =  0 

(5  »  2,  3, . . .  n), 
und  folglich  nach  Formel  (67)  für  die  Grenze  y»oo: 

lim     Qr  =  7j  Ä. 

Endlich  folgt  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (00): 

lim     «  K, 
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Führt  man  die  gewonneiun  Resultate  nun  wieder  in  die 
Formeln  (osj  ein,  iodem  mau  dort  zur  Grenze  y  =  oo  Ober« 
geht,  so  kommt: 

1  +  gl  -1  4-  gj  _ 

~%^cw=-^  rrjT  

—  Co  lim  <So-|  

»•  =  »  '^^j  X  Jm, 

Da  nach  (66)  JOl  ist,  so  ist  der  hier  auftretende  Nenner 
▼on  Null  Yerschieden;  daher  ist  auch  im  gegenwärtigen  Fall 
die  Kette  konyergent,  und  zwar  wieder,  wie  man  leicht  er- 
kennt, unbedingt  konvergent.    Die  Zusanmienfassung  dieser 

verschiedenen  Resultate  führt  nun  zu 

Theorem  XI.  Wenn  c^,  c,,  c^,  .  . .  eine  unbegrenzte 
Folge  wesentlich  positirer  Zahlen  sind,  so  ist  die 
Kette  Ordnung: 


—  c 


0» 


—  c 


1> 


—    +     —<?,  +  !,  — «,+  1, ... 


v(0) 


'  n  ' 


—    +  1,  —<?,  +  !,  —    +  1, . . . 

-h  1,     ^,4-1»        +  1»  •  •  • 
in  deren  (v -|- 1)'®'' Kolonne  zuerst  ein  Element  — 
sodann  (n — l)mal  das  Element  — ^+1*  endlich  ein- 
mal «r  + 1  auftritt,  unbedingt  konvergent.  Ihr  Werte- 
sjstem  ist: 

=  + 

oder  aber: 

^       1  +  01  +  hg',— -ffgj 


"0 


.,(0,_ 

~  K-V 


ti\  {.K- 1) 


(»  =  1,2,...»  — IX 
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je  nachdem  die  Reihe 

1  1   ^«  _i_  ^0^1  I      ^1  I 

^1    Qt  et 

divergiert  oder  gegen  den  Wert /v  konvergiert  Dabei 
bedeutet      die  positive  Wurzel  der  Gleichung: 

—  af»-'  —  x"^*  —  •  •  •  —  X  —  1  =  0. 


§7. 

Ausdehnung  der  letzten  Untersuchung  auf  komplexe  Elemente. 

Die  Entwicklungen  des  Torigen  Paragraphen  bleiben,  so- 
weit sie  sich  auf  den  Fall  der  Konyergenz  der  Beihe  (64)  be- 
ziehen, mit  geringen  Änderungen  noch  gültig,  wenn  die 
beliebige  komplexe  von  Null  yersehiedene  Zahlen  sind.  Doch 
mufi  dann  die  absolute  Konvergenz  der  Reihe  (64)  gefordert 
werden  (früher  waren  ihre  Glieder  alle  positiv,  die  Konvergenz 
also  von  selbst  eine  absolute). 

Sei  also  die  lieihe 

(64)  1  4-     4-  ^0  ^1     ^"f  V    +  . . . 

Qi       Qi.  Qi 

absolut  konvergent  und  ihre  Summe  gleich  K.   Wenn  dann 
und  P,,<  wieder  ihre  frühere,  durch  die  Definitionsglei- 
chungen (56)  festgesetzte  Bedeutung  haben,  so  bleiben  die 

Formeln  (58)  bestehen,  und  außerdem  ist  auch  jetzt  nach  (63): 

hm  F^^i  s=   (i  as  1,  2, .  .  .  n  —  1), 

»■  =  00  ^1 

da  ja  P,,  i  gar  nicht  von  den  Zahlen  Ci  abhfingt.  Es  kommt 
also  nur  noch  darauf  an,  zu  zeigen,  daß  auch  wieder 

lim  Qp'^  K 

rsscD 

ist.  Das  wird  ganz  ähnlich  wie  früher  erreicht,  indem  wir 
beweisen,  daß  die  unter  dem  Summenzeichen  stehenden  Glieder 
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in  der  auch  jetzt  ^^ültigen  Formel  (67)  mit  wachsendeiu  v  der 
Grenze  Null  zustreben.  In  der  Tut  ist  jetzt  für  «  =  2,  3,  .  .  .  M 
analog  zu  der  Analyse  auf  pag.  461 : 

^  le; + c^q;-'  +  <?o«i  er*  H —  +  ^o^i  •  •  •  «r—e:"'  l 

<  i  (1  +  i  ^0 1  +  1  ^o^'i  H  h  >o^^i  •  •  •  I) 

1  +  ko  +  ^o<-',  i  H  i-  ko^i  •  •  •  <''>i-il 

,    / 1  ^0<?l  .  .  .      I     .     t  Co<?l  •  •  •  Ii  •      •   C  ^ 

+  (^-^1+1—^+  -  ^  +  -"  in  mfan.j. 

Wegen  der  absoluten  Konvergenz  der  Reihe  (64)  können  wir 
hieraus  wieder  wie  frflher  schliefen: 

1 

Wenn  man  also  in  Formel  (67)  zur  Grenze  r  =  co  fibergeht, 

so  kommt  wieder: 

k 

lim         -=  yj  Z, 

«>  =  a» 

und  iolglich  auch: 

limQ,  =  jr. 


Läfit  man  daher  endlieh  auch  in  den  Formeln  (58)  v  wieder 
unbegrenzt  wachsen,  so  ergibt  sich: 

IH-gi  H  hg{  _ 

-Co^Um  ^,;^,-=~tfo  1— '      (•«1,2,. ..n  —  1). 

Diese  Resultate  sind  die  gleichen  wie  die  des  Torigen 

Paragraphen.    Jedoch  ist  jetzt  die  Bedingung  K     l  nidlii 
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ohne  weiteres  erfüllt;  die  ilormelu  zeigen  aber,  daü  die  Kette 
konvergiert  oder  divergiert,  je  nachdem  JK'+l  oder  jBL=  1 
ist.  Übrigens  ist  die  Konvergenz  für  K:^:  1  nicht  immer  eine 
unbedingte.   Betrachtet  man  nämlich  die  Kette: 


(68) 


—  Ca,         — Cji+i,         — Cji+s,  ... 

—  Ci  +  l,  — ci+i  +  1    — Ca+a-flf--" 

Ci  +  l,       Ci^-i  +  1 ,        Ci+s  +  1 »  . . . 


so  ist  diese  von  gleieber  Bauart  wie  die  Kette  (51),  aber  an 
Stelle  der  Reihe  (64)  tritl  jetzt  die  folgende: 

*  ,  Ca  ,  CaCa+1  _i_  caCa+i  ci+i  , 

TT  — ^5  *  IS       "r  •  ♦  •  ♦ 

welche  oÖeubar  auch  absolut  konvergiert  und  den  Wert 

^   j  Co  Co  et  ^  ^  ^  £ö<?i . . .  Ca-  t\ 

hat.  Die  Kette  (68)  wird  daher  nur  dann  konvergieren,  wenn 
dieser  Beihenwert  ebenfalls  von  1  verschieden  ist,  d.  h.  wenn 


K^l  +  ^  +  ^  + 


CoCi » ,  .  Ca-  1 


ei 


ist.  Bei  unbedingter  Konvergenz  der  Kette  (51)  muß  daher 
diese  Ilngleicliung  für  alle  endlichen  A  >  1  erlüUt  sein.  Wir 
erhalten  also: 

Theorem  XII.  Wenn  unter  Beibehaltung  der  Be- 
zeichnung von  Theorem  XI  die  c  beliebige  komplexe 
Zahlen  (c^r^O)  sind,  und  wenn  die  unendliche  Reihe 

1  +  ^  +  ^-^  +  ^  +  --. 
Qi      Qi  Qi 

absolut  konvergiert,  so  ist  die  Kette  divergent  oder 
konvergent,  je  nachdem  der  Wert  K  dieser  Reihe 
gleich  1  oder  von  1  verschieden  ist;  das  Wertesystem 
der  Kette  ist  im  letzteren  Fall  das  gleiche  wie  bei 
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Theorem  XI.  Die  Konvergenz  ist  eine  bloß  bedingte 
oder  unbedingte,  je  nachdem  unter  den  Zahlen 

mindestens  eine  gleich  K  ist  oder  nicht. 

Noch  weit  yoUstfindiger  kOnnen  wir  das  Verhalten  der 
Kette  im  Fall  «     1,  also  für  Eettenbrflche,  bestimmen.  Dann 

ist  nämlich  nach  (58): 

wobei  aber,  da  jetzt  alle  kr  den  Wert  1  haben,  einfach 

=»  1  4-  Co  +  CoCj  4-  •  •  •  -h  CoCi  •  •  •  Cr-l 

zu  setzen  ist 

Hieraas  kann  ohne  Schwierigkeit  folgendes  (im  wesent- 
lichen ja  bekannte)  lle.sultat  entnommen  werden: 

Die  Kette  erster  Ordnung 

U  +  'l.  c. +  1.  •  •  •] 

oder,  was  dasselbe  ist,  der  Kettenbruch 

,  .  c,  |_  I  _ 

''•"^^  lc,-fr 

zeigt  folgendes  Verhalten: 

1.  Wenn  die  unendliche  Reihe 

1  -f    +  CoC,  +  c«c,<^H  

konyergiert  und  ihr  Wert  K  yon  1  yerschieden  ist, 
so  konyergiert  der  Kettenbruch  gegen  den  Wert 


M  Die  Klammer  (/.  =  1,  2, . . .  a)  IteUeutet  natürlich  wie  seither  immer, 
daß  in  Kx  der  Index  Ä  alle  endlichen  Zahlen  durchlaufen  soll;  da- 
gegen ist  der  Grenzwert  lim  Kl  nicht  inbegriSbn;  dieser  w&re  ja  nach 

As« 

Definition  gleich  K. 
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K—V 

die  Konyergenz  ist  eine  bloß  bedingte  oder  unbe- 
dingte, je  nachdem  von  den  Zahlen 

1  -f  «0  +    ^1  H  H  «0     • '    - 1       =  1 »  2,  3,  • .  •  oo) 

eine  gleich  K  ist  oder  nicht, 

2.  Wenn  die  obige  Reihe  gegen  den  Wert  1  kon- 
vergiert, so  ist  der  Kettenhruch  diver^^^enfc. 

3.  Wenn  die  selbe  Reihe  derart  divergiert,  da& 
die  absolut  genommene  Summe  ihrer  y  ersten  Glieder 
für  wachsende  v  den  Grenzwert  oo  hat,  so  konvergiert 
der  Eettenbruch  gegen  den  Wert  e^,  und  zwar  unbe- 
dingt. 

4.  Wenn  die  selbe  Reihe  derart  divergiert,  daß 
die  absolut  genommene  Summe  ihrer  v  ersten  (ilieder 
doch  für  unendlich  viele  v-Werte  unter  einer  end- 
lichen Schranke  bleibt,  so  divergiert  der  1\  ottenbruch. 

Diese  vier  Möglichkeiten  bilden  eine  vollständige  Disjunk- 
tion, sodaß  das  Verhalten  des  Kettenbruches  jederzeit  aus 
dem  Verhalten  der  unendlichen  Reihe 

l  +  <?o  +  ^o^i  +  ^o<^i<^«H  

abgelesen  werden  kann.  Smd  speziell  die  Cr  reelle  positive 
Zahlen,  so  können  bloß  der  erste  und  dritte  Fall  eintreten, 
sodaß  in  Übereinstimmung  mit  Theorem  XI  und  mit  dem  Prings- 
heimschen  Fundamentalkriterium  der  Eettenbruch  jetzt  immer 

konvergiert. 

§8. 

Hilfssatz  über  eine  besondere  algebraische  Gleichung. 

Es  sollen  jetzt  die  in  den  zwei  letzten  Paragraphen  be- 
nutzten ESgenschaften  der  Gleichung 

aj"  —      '  — «""^  —  — \X  —  1  =  0 
nachträglich  bewiesen  werden.  Wir  betrachten  zu  dem  Zweck 
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gleich  die  folgende  Gleichung,  welche  die  vorige  als  Spezialfall 
umfaßt: 

wobei  die  a<  beliebige  positive  Zahlen  sind,  die  den  Unglei- 
chungen 

ttj  >  a,  >  a,  >  •  •  •  J>  a„  >  0 

genügen. 

Kach  der  Descartesschen  Zeichenregel  hat /'(a;)  eine 
und  nur  eine  (einfache)  positive  Wurzel  £s  ist  dann  das 
Polynom  f{x)  teilbar  durch  x  —  und  man  kann  daher  den 
Ansatz  machen: 

(69)  (a;-l)  =  ar— dja^-'— 6,«— *  bn^ix-h^. 

Zur  Berechnung  der  Koeffizienten  6.  hndet  man,  indem  man 
mit  dem  Nenner  x  —  ^|  ausmultipliziert,  die  Formeln 

(^l  ^  ~  ^2  ~  ^'2- 

Da  hier  nach  Voraussetzung  a«  >  0,  im  übrigen  aber  die  rechts 
auftretenden  Differenzen  wenigstens  >  0  sind,  und  da  außerdem 
auch      positiv  ist,  so  lehren  diese  Formeln  der  Reihe  nach: 

6«>  0,  6,-1  >  0,  .  . .  6i  >  0,  6i  >  0. 

Die  hi  sind  also  alle  positiv;  außerdem  ist  ihre  Summe 

^  +  ^1+       +  ^»  =  1» 
wie  sich  ohne  weiteres  aus  (69)  für    « 1  ergibt. 

Wir  beweisen  nun:  Die  von  o,  verschiedenen  Wur- 
zeln von  f(x)  sind  alle  absolut  kleiner  als  1.  Ange- 
nommen nämlich,  es  sei  eine  von  ^,  verschiedene  Wurzel, 
und  man  habe  '  !  >  1 .  Dann  ist  auch  Wurzel  des  Poly- 
noms (69),  imd  folglich: 


.  Kj,  ^    by  Google 
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irt '     er' +  ^-1^2  + 

Dies  besagt  aber  |et|<l,  was  der  Voraussetzung  |e,|>.l  wider- 
spricht; diese  ist  also  unzulässig,  und  daher  gewifi  |<1; 
w,  z.  b.  w. 

Wir  nehmen  nun  weiter  die  Koeffizienten  a,  als  ganze 
rationale  Zahlen  an.    Dann  ist: 

— a,  -a,  a»<0, 

/  (ö,  + 1)  >  - a,  [(a,-hl)-'-h(a,-|-l)'-24-  •  • +(a,+l)4-l] 

„  (a, + 1 ).  -  «/^+ 1):^  «  1  >  0 . 

■  *  a, 

Also  liegt  die  positive  Wurzel  zwischen  1  und  a,  -f- während 
nach  obigem  die  anderen  Wurzeln  absolut  kleiner  als  1  sind. 

Daraus  folpjt  aber  auch  sofort  die  Irreduzibilität  des  Poly- 
noms fix)  im  ]5ereich  dt^r  rationalen  Zahlen;  denn  wäre  es 
reduzibel,  so  hätte  es  wenigstens  einen  Faktor 

mit  <(aiizzahli«jfen  Koettizienten,  dessen  sämtliche  Wurzeln 
ah.solut  <  1  sind,  während  docli  ihr  Produkt  gleich  ±  /"*,  also 
absolut  >  1  ist.  Die  in  den  Paragraphen  6  und  7  henutzten 
Eigenschaften  des  Polynoms  f(x)  sind  hiemit  alle  bewiesen. 


8  9. 

Anwendungen. 

Um  jetzt  eine  kleine  Anwendung  der  entwickelten  Eon- 
Tergenzsätze  zu  geben,  setzen  wir: 


~8 


5^        ^■^"•^^  =  $.i-^r(, 

M  Unter  Ausschlufi  der  Gleichheit,  weil  ffa  als  eine  von  ver- 
schiedene VV^urzel  nicht  positiv  sein  kann. 

Nach  einem  bekiinnten  Satz  von  Gauß. 
1907.  biUungsb.  d.  malli.-phyi*.  Kl.  32 
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wobei  u,v  irgendwelche  konstante  komplexe  Zalilen  sind, 

wähit  iid  j  eine  komplexe  Variable  ist.  Es  ist  dann  <f  (u,  t?) 
eine  ganze  transzendente  Funktion  von 

Man  Teriüziert  nun  leicht  die  beiden  Funktionalgleicbungen : 

(a)  9^  («,  t;)  —  M  7^  {u  -f  1,  i')  =  etp  {u  -t-  2,  v 

(b)  <p  (tt,  v)  —  vq?{u,  i;  +  1)  =      (tt  -|-  1,  t;  -f  2). 

Schreibt  man  in  (b)  an  Stelle  toh  ift,  multipliziert 

sodann  mit  u  und  addiert  die  entstehende  Oleichung  zu  (a), 
so  folgt: 

(c)  9?(«,v)-i*t;f/  (M-hl,»-hl)  =  ir99(ti-|-2,t;-Hl)-|-Mj?9j(u-|-2,tH-2). 

Schreibt  man  femer  in  (b)  u  +  2  an  Stelle  Ton  %  und  v  +  1 
an  Stelle  von     so  kommt: 

(d)  ^p(u4-2.t;+l)-Ct;+l)^p(u-h2,i;-|-2)  =  ^9>(u-i-3.t;+3). 
Multipliziert  man  endlich  diese  Gleichung  mit  s  und  addiert 


dann  zu  (c),  so  fällt  7  (  « -|- 2,  i;  4"  1)  herauü,  und  man 
erhält  schiieüiich  als  Endrebuitat: 

Wir  ftthren  jetzt  die  ganzen  transzendenten  Funktionen 
von  M  ein: 

(72)  0,  (0)  =  £;  ^ .  ^ — -r^^A — r-v-i  (>'  —  0, 1, . ..  oo). 

£s  ist  dann  offenbar: 

und  daher  erhält  man,  wenn  man  in  (71)  u-\-Vf  v v  an 
Stelle  von  tt,  v  setzt,  die  üekursionsformel: 

(73)  ^'^'^  ^'+1 W  +  -^(w  +  t;4-2v+l)(P^(^) 
Schreibt  man  jetzt  zur  Abkürzung: 
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(74)   Js*==a'^\   ;flr(i«-f  t;+2v-l)  =  aW,   {u-fv){v-i-v)  =  a'^\ 

^'^^^  (P,W=4'>     (v  =  0.1,...oo), 

so  resultiert  aus  dieser  BezeicHnuiigBweise  im  Yerem  mit  (73) 

das  Gleichungssjstem :  * 

(v  =  0, 1, . . .  oo). 

Dieses  stimmt  formal  genau  mit  dem  System  (13)  flberein 
(für  n  =  2)  und  gibt  daher  Venuilassuug  zum  Studium  der 
Kette  zweiter  Ordnung: 

(77)  af\        af,  ... 

aj»,  ac»),  1^.  . . . 

Aus  (76)  erhält  man  auch  wieder  (vgl.  (14),  (14  a)): 

(78)  Ulf  =  Af  xS^'^  4-  Af-^^^  x^^)  +  (*  =  0,  1,  2), 
(78»)  :ct^)  =  ^(^^>^a:J^H-^)4-^CA+i)a;(i+^  (i  =  0,  1,  2), 

wobei  die  A  natOrlich  durch  die  bekannten  Rekursionsformeln 
(für  »  BS  2)  aus  den  durch  die  Formeln  (7  i)  definierten  ChrGßen 
oj"^  gebildet  sind.  Dagegen  darf  aus  dem  Gleichungssy stein  (76) 
allein  natürlich  nicht  geschlossen  werden,  dati  die  Kette  (77) 
konvergiert,  oder  gar,  daü  ihr  Wertesystem  wie  in  §  1  gleich 

w&re.^)  Doch  wollen  wir  dies  jetzt  tatsächlich  beweisen. 


Durch  diese  JSchlu&weise  lifüe  sich  geradezu  beweisen,  daü  jede 
Kette  ein  willkürlich  vorgegebenes  Wertesystem  hat.  Vgl.  §  2  der 
folgenden  Ifitteiliuig  des  Yer&aaers:  Ober  die  Ketteubmohentwicklang 
dee  Quotienten  sweier  Beneltcfaen  Funktionen. 

82» 
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Wir  bt'srliriinkrii  zu  diesem  Zweck  die  Variable  z  in  der 
kom])lexeH  Zulileiieljene  auf  das  Innere  und  die  Perij)herie  eines 
Kreises  mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  von  beliebig 
gFofiem  Uadius  i^;  also: 

(79)  k!<i2; 

den  NttUpunki  selbst  schlieüen  wir  aus,  damit  die  stets  zu 
macliende  Annahme  aS*^  ^  0  erffillt  ist;  also: 

(80)  l'f|>0. 

Unter  diesen  Einschränkungen  folgt  aus  der  Definitionsgleichung 
(72),  wenn  >'>;M|,  v'>  >y  \  ist: 

I  r(u + .)  nv  +  1 1  =i  f;  rr^M4  TfP^^  ^ 

 I  je*  I 

li'iA"^^')  (a+»-i-l)  •  •  •  (w-fy+Ä-l)  {v^v)\^v^v-^l), . .  s\  • 

n 

.=1 0' -i«. l«'!)'«! 

Dieser  Ausdruck  nähert  sich  für  unbegrenzt  wachsende  v  der 
Grenze  0;  also  folgt: 

(Öl)  lim  r(u  -H  v)  r(v  +  v)  0,  (*)  =  1. 


Setzt  man  hier  y  +  1  an  Stelle  von  v  und  dividiert  die  ent- 
stehende Gleichung  durch  (81),  so  kommt: 

(82)  lim  (iL±ji(^  +  »  1. 

Daher  ist  x^*'^  =  0,.  (-r)  für  ^n  nügend  groüe  Werte  von  r 
gcwili  von  Null  verschieden,  und  mau  erhält  als  erstes  wich- 
tiges Kesultat: 

(83)  hm     .  =■  g*  hni  -  7^ ,  \  =0. 


Femer  ist  nach  den  Definitionsgleichungen  (75): 
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^  ^(tt  +  t;-h2y~  1)  0..4.,(£r)4-ir»  <P,^.s(ir) 

Hieraus  folgt  dann  unter  Berücksiclitigung  von  (82),  (83)  das 
zweite  wichtige  Resultat: 

Wegen  \2\<.E  folgt  aus  den  Definitionsgleichungen  (74) 
für  i'>ltt|,  v>|f;|: 


aSi\'^Ii\   (i'{\<li{  u;  4- It;] +  2»'  — 1), 
l<M^(v-|iii)(i'-|i'l). 

Daher  gibt  es  eine  nur  von  7i*,  nicht  aber  vom  speziellen 
Wert 2  abhängende  Zahl       derart,  daü  iür  v'>:N  durchweg 

KH-,<M<;}(t«ri-i) 

ist.  Dann  nehmen  aber  nach  den  Entwicklungen  zu  Beginn 
des  §  3  die  Zahlen  l-^J^^j^l  von  v  «  1  ab  mit  wachsendem  p 
monoton  zu,  und  die  Kette 

a}/^,  aj^+'),  a^+\  ... 

Loi^\  af-^'\  a^/+^  ... 

erlullt  die  Voraussetznntren  der  Theoreme  11  und  III  (mit 
/>=  J).  Sie  ist  also  unbedingt  konvergent,  und,  wenn  ihrWerte- 
sjstem  mit  a^^^',  aS^"^  bezeichnet  wird,  so  ist  (Theorem  Iii); 

(86)  1  |ai^^  ^  !        +  I  f^'!"^  I  >  0. 

Nun  ist  nach  der  Definition  des  Wertesjstems  einer  Kette 
(pag.  407): 

(87)  <>  -  ajfV.  lim   .  =       li.n  f'^. 


(85) 
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Da  also  diese  Grenzwerte  existieren,  und  nach  (86)  Über- 
dies a^^  0  ist,  so  ist  für  hinreichend  grofie  Werte  von  X 
gewiß  auch: 

Femer  wurde  bereits  hervorgehoben,  daß  dann  auch  x^^^  t  0 
ist,  sodafi  man  aus  (78*)  für  /<  ss  ^  und  für  hinreicliend  grofie 
X  erhält: 

(i  =  0,  2). 

Der  Wert  i » 1  ist  hier  aber  nicht  ohne  weiteres  zu- 
Ifissig,  da  wir  nicht  wissen,  ob  der  dann  auftretende  Kenner 

A^-f'^  ebenfalls  von  Null  verschieden  ist. 

Da  die  Größen  I^^^I^VI        ^  monoton  wachsen,  so  ist: 


Kl- 


(89) 

Wählt  man  jetzt  in  Formel  (8R)  filr  i  den  Wert  0  und  läßt 
dann  /  unbefjrenzt  wachsen,  so  lolgt  unter  Berücksichtigung 
von  (83),  (84).  (89): 

^o'  _ 

Daher  ist  notwendig       ^  0,  und  aui^erdem: 
(90)  lima^+*^  ^JJ+«>  —      *  0. 

Um  in  Gleichung  (88)  denselben  Prozeß  auch  für  i  2 

ausführen  zu  können,  setze  man  in  der  zweiten  Gleichung  (S7) 
an  Stelle  von  A  zuerst  A  4-  1,  sodann  X  -\-  2,  und  dividiere 
die  zwei  entstehenden  Gleichungen  durcheinander,  was  wegen 
aS^^  4:  0  erlaubt  ist.   £s  kommt  so: 

Aü-  +  \)     J  (/■-»- 1) 

lim      -        .       .  X_  =»1 
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Mit  Rücksicht  aui'  (89)  folgt  daher: 


lim 


<1;  also  auch:  lim 


Infolgedessen  kann  jetzt  auch  fUr  i     2.  aus  (88)  geschlossen 

werden: 


lim 


«1. 


Es  ist  also  auch  ix^p  4=  0,  und  außerdem 

(91)  lim  3^^-^^^  A^iy^  =      ^  0. 

Dividiert  man  jetzt  (91)  durch  (90),  so  kommt: 

oder  auch  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  Gleichung  (87): 

3fP 


(92) 


"i 

"2 


Da  die  Kette  (85)  unbedingt  konvergiert,  so  setzen  wir: 

«5^+**.  •  •  • 
a(.v+i)^     +2),  aS^^^\  . . . 

af+»  ...J 

und  erhalten  natürlich  (vgL  (12)  pag.  413): 

Analog  zu  Formel  (92)  finden  wir  jetzt  aber  auch: 


*)  übrigens  kann  man  leicht  beweisen,  diiü  uu.  h  U'lj^V'  mit  ^ 
monoton  wachst,  wodurch  die  obigen  Betrachtungen  »ich  etwaa  ver- 
einÜEMhen  würden. 
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und  folglich: 

letzteres  nach  (76)  für  v^N,  Mit  (92)  zusammen  besagt 
dies  aber,  daß  das  Wertesysiem  der  konTergenten  Kette  (85) 
kein  anderes  ist  als: 

Jetzt  ist  es  nicht  mehr  schwer,  das  Analoge  auch  für  die 
Kette  (77)  nachzuweisen.  Nach  dem  Lemma  auf  pag.  414  wird 
diese  nftmlich  konvergent  oder  divergent  sein,  je  nachdem  der 
Ausdruck 

von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist;  und  ihr  Werte- 
system ist  im  Konvergenzfall : 

Nach  unseren  Resultaten  ist  aber  für  i  »  0,  1,2: 


'0 

=       aij^)  (nach  Formel  (78)). 


Die  Kette  (77)  wird  daher  konvergieren  oder  diverp^ieren,  je 
nachdem  oüJJ^  von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist,  und 
ihr  Wertesystem  ist  im  ersten  Fall: 

"Nun  ist  tiarli  Fornu»!  (75)  =  0,  (^''),  also  eine  Lranze 
trans/rndeiite  Funktion  von  jSy  und  hat  als  solche  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  NulLstelien  im  Gebiet  |^j<ii.  bchliei^tman 


} 
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diese  nachträglich  noch  aus,  so  ist  demnach  die  Kette  (77) 
konvergent,  und  wenn  man  tiir  a['^\  x^*"^  die  in  (74),  (75)  an- 
gegebenen Werte  einsetzt,  so  erhält  miin  die  Formel: 


jir(i4-ht;4-2v—  1) 
oder  such  (Tgl.  pag.  409): 


1, 

Lo,  (t* -h  I')  (ü -f  v) 


1) 


Jrsl 


Z' 


—  UV. 


Da  der  Radius  R  des  Kreises,  innerhalb  dessen  die  Variable  s 
geh'^a  u  sein  sollte,  beliebig  groß  gewählt  werden  kann,  so  gilt 
diese  Formel  fÖr  jeden  endlichen  Wert  von  Jt,  welcher  nicht 
Nullstelle  der  Funktion  0,  (c)  ist.  M  an  (la?"l"  naclitfäLrlich 
sogar  den  seither  austr,  srhlosseneu  Wert  j  =  Ü  wieder  zulassen, 
da  unschwer  die  Formel 


1.  0 

0,  0 

LO,  (t^  +  v)J 


zu  bestätigen  ist.')   Wir  bekommen  demnach: 

Theorem  Zm.  Bedeuten  u,v  zwei  beliebige  Kon- 
stante, und  £  eine  komplexe  Variable,  so  gilt  die  Be- 
ziehung: 

ri,  * 

0,  #(i»  +  i>+2»  — 1) 

_0,  («  +  '•)("+>■)  j 


»-=1 


""7  ^~  UV 


^)  Bei  dieser  Kette  ist  n&inlich  fOr  *'>3  durchweg: 

wobei  (lunn  allenlin;/«'  voniuHgesetzt  werden  muü,  Uuli  weder  m  noch  o 
eine  negative  gan^c  Zahl  ist. 
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für  alle  endlichen  Werte  von  r,  ausgenommen  die 
Nullstellen  der  Funktion  (i^);  für  diese  divergiert 
die  Kette.  Dabei  bedeuten  ^0(0),  ^,(4^),  die 
ganzen  transzendenten  Funktionen: 


00 


{p  -  0,  1,  2). 


übrigens  ist  die  obige  Kette  nicht  immer  unbedingt 
konvergenl;  dies  ist  offenbar  nur  dann  der  Fall,  wenn  wir 
Ton  £  die  NuUstellen  aller  Funktionen  if^  (#)  (w  1,  2, . . .  od) 
ausschließen.  Führt  man  die  analoge  Entwicldung  ftlr  Ketten 
erster  Ordnung  durch,  so  gelangt  man  zu  einer  Formel,  welche 
im  wesentlichen  mit  der  bekannten^)  Kettenbruchdarstellung  für 
den  Quotienten  zweier  Besseischen  Funktionen  übereinstimmt. 

Wir  wählen  jetzt  für  u,    js  speziell  rationale  Werte: 


e 


wo  ßtftgth  ganze  Zahlen  sind.  Dann  sind  die  Elemente  der 
in  Theorem  XIII  auftretenden  Kette  sämtlich  rationale  Zahlen. 
£s  gibt  daher  eine  ftqui?alente  Kette  mit  lauter  ganzzahligen 
Elementen,  n&mlich: 


JrsS. 


1,  gl  g*h\  g'h^ 

0,  0(e+t^-h\  yh-\e-\-f-^Vi\  +/-f(2v-l)Ä) 
0,  (e-|-Ä)(/4-/0,  (e-|-2Ä)(/H-2/0.  (e+vh){f-\ryh) 

Diese  letzte  Kette  erfüllt  nun  aber  die  Voraussetzungen 
von  Theorem  LX.    Daraus  folgt  erstens,  da&  sie  unbedingt 

>)  In  der  literatar  ttbrigens  meist  ohne  aoereiehanden  Beweis. 
Vgl.  die  folgende  Mitteilung  des  Verfiusen:  Über  die  Kettenbmehent- 
Wicklung  des  Qaotienten  xweier  Beseel  sehen  Funktionen. 
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konvergiert,  daber  kann  der  Wert  ~  =  y  keine  Nullstelle  von 

0i  {m)  seiii,  weil  sonst  nach  Theorem  XIII  die  Kette  diver- 
gieren  mflßte.  Zweiteos  folgt  aber  auch  aus  Theorem  IX, 
dafi  keine  Relation  der  Form 

mit  rationalen,  nicht  sSmtUcb  verschwindenden  Koeffizienten  P 

bestehen  kann;  oder,  was  dasselbe  sagt,  da  ti,  t;,  js  rational 
sind:  keine  Relation  der  Form 

«,*,(*)  +  Qi    («)  +  «,*.(«)  -  0 

mit  rationalen,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten 
Dies  Resultat  läßt  sich  folgendermaßen  formulieren : 

Theorem  XIV.  Wenn  ^^gW  die  gleichen 

ganzen  transzendenten  Funktionen  sind  wie  in  Theorem 
XTTT,  und  wenn  die  dabei  auftretenden  Konstanten  «,  v 
rationale  Werte  haben,  so  kann  die  Oleichung 

für  rationale  Q^,  Q,,  Q,,  #  nicht  bestehen,  es  sei  denn, 
dai  Q^ss  Q^  —  Q^^(^  ist.  Insbesondere  haben  also  die 

Funktionen  ^oW»  ^iW»  keine  rationalen  Kull- 

stellen. 

Besonderes  Interesse  bietet  die  Annahme: 

Setzt  man  dann  noch  m  ^       ,  so  findet  man  nach  leichter 

Reduktion : 
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wo  e  eine  prünitiTe  dritte  Einheitswurzel  bedeutet,  und  g 
/  (^)^  (i)  ist.    Aus  Theorem  Xm  folgt  daher: 


1  L^. 
^'  729  ^ 


^4 


rsl 


81  &-  -H  ce*-'  -h  c'^'*  81 
9  c^^  +  ÄC'f  4-£»e'*f  9' 


Hierauf  wenden  wir  zur  Beseitigung  der  Nenner  die  auf  pag.  410 
betrachtete  Transformation  an  mit  {?„  =  81,  Ov  =  9  (v  >  1), 
wodurch  das  VVertesysteni  das  4>^(=  8lj-lache  wird.  Dann 
kommt: 


81,      9c«,  c* 

0.  54;»,  12  4»,  6rC' 
0,  4-5,  7-8,  (l+a^Xi+Si-X 


rsS 


Statt  des  Elementes  «  81  darf  natürlich  auch  nachtraglich 
wieder  1  geschrieben  werden,  da  ja  das  Wertesystem  einer 
Kette  Yon       nicht  abhSngt.   Endlich  kann  man  die  rechts 

stehenden  Glieder  2  C*  und  18  als  af\  oj'^  unter  die  Kette 
bringen  (vgl.  pag.  409j  und  erhält  so: 


1,      c«,  i.e. 
2  CS  64  CS  12  C\  6rC» 
,18,  4-5,   7-8,  (1+8 y) (2+3 v). 


9r^ 


^6 


Diese  Formel  ist  das  Äquivalent  zum  Lambertschen  Ketten* 
bruch  für    .  Wie  man  aus  diesem  mit  Hilfe  des 

Legeudrescken  Irratiouaiitätssatzes  die  Irrationalität  von 

-7  X,  also  von      für  rationale  C  erschließt,  so  schließen 

wir  jetzt,  unter  Anwendung  von  Theorem  XIV,  daß  zwischen 
den  drei  Zahlen 
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wenn  C  rational  und  von  Null  verschieden  ist,  eine  Relation 
der  i!^orm 

öl  o>,  +  (;^,  CO, -i-  (;^,ea,=  0 

mit  rationalen  Koeffizienten  Qi  nicht  bestehen  kann,  außer 
es  ist  Vi  =^  Qi  —  Qs  ~  ^'i  iiisbt'sumlc'i»-  sind  ö>,,  ü)^,  (u^  niemals 
gleich  Null.  Wenn  auch  dies  Resultat  nicht  Anspiucli  auf 
Neuheit  erheben  kann,  weil  es  in  dem  viel  allgemeineren 
Lindemannschen  Satz  Uber  die  Zahl  e  enthalten  ist,  so  bietet 
doch  die  Uerleitung  hinreichend  Interesse  und  zeigt  die  An- 
wendbarkeit der  Jacobiketten  auf  derartige  Fragen. 

Die  Untersuchungen  dieses  Paragraphen  lassen  sich  auf 
Ketten  beliebiger  n^*'  Ordnung  ausdehnen  und  liefern  dann 
insbesondere  auch  das  Resultat,  daü  zwischen  den  H  -h  1  Zahlen 

cöi «  «f  +    c«^  +  €«<  «»«^  +  h  <•*  c-*^     (i  -«  0,  1  . . .  Ii), 

wo  C  (  ^  0)  rational,  und  e  eine  primitive  («  + 1)^"  Einheitswurzel 
ist,  eine  Relation  £  a>« »  0  mit  rationalen,  nicht  sämtlich 
▼erschwindenden  Koeffizienten  Qi  nicht  bestehen  kann.  Indes 
werden  diese  Untersuchungen  für  ii>2  schon  äufierst  kom- 
pliziert; ich  werde  aber  an  anderer  Stelle  von  einem  neuen 
Gesichtspunkt  auf  die  Frage  zurückkümmen. 
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Über  (üe  Kettenbruchentwicklung  des  Quotienten 
zweier  Besseischen  FonktioueiL 


Von  Oskar  Perron. 

7,  DumVw  iM7.) 


Die  Besseische  Funktion  definiere  ich  durch  die  be- 
ständig konyergente  Potenzreihe: 


0) 


wobei  der  Index  h  auch  einen  beliebigen  komplexen  Zahlwert 
haben  darf.    Speziell  ist: 


(2) 


COBJf, 


Aus  unserer  Definition  ergibt  sieh  leicht  die  bekumie  Be- 
ziehung: 

(8) 


Mit  dieser  Differenzengleicluing  hängt  auch  die  Ketteiibruch- 
entwicklung  für  den  Quotienten  zweier  BesseLschen  Funktionen 
zusammen: 


(4) 


1  I 


1 


2(Ä4-1)  2(Ä-|-2) 


z 


\  \ 
2  {h  +  3) 

M 
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Diese  Foniiel  ist  so  zu  vt^rstehen.  dalA  der  unendliche  Ketten- 
bruch für  jeden  endlichen  von  Null  verschiedenen  \N  t  ri  von  z, 
weicher  oicht  Xuiistelle  der  Funktion  Jkifi)  ist,  konvergiert 

und  den  Wert    * "!  r  für  die  NullsteUen  von  (js) 

dagegen  ist  der  Kettenbrach  eigentlich  divergent,  d.  h.  die 
reziproken  Werte  seiner  aofeinander  folgenden  NSherungsbrüche 
konvergieren  gegen  Null.')  Statt  (4)  kann,  indem  man  beider- 
seits den  reziproken  Wert  nimmt  und  dann  den  Kettenbruch 
durch  einen  üc^uivalenteu  ersetzt,  auch  geschrieben  werden: 

^*^J'*_,(^)     |2Ä      |2(A-fl)      |2(/if2)  i2(Ä-[-3) 

Diese  Entwicklung  hat  nun  auch  für  4r  s=  0  ihren  Sinn,  und 
die  eigentliche  Divergenz  tritt  jetzt  natürlich  fttr  die  NuU- 

stellen  von  ein.    Für  Ä=o  erhält  man  speziell  den 

Lambertschen  Kettenbruch: 

z  \  ^1 

Für  diese  Formeln  finden  sich  in  der  Literatur  neben 
wenigen  einwandfreien  auch  eine  Anzahl  ganz  unzulärifliclier 
Beweise,  insbesondere  ist  zu  konstatieren,  dalä,  obwohl  Formel 
(4)  sehr  alt  ist,  doch  erst  im  Jahre  1895  ein  Beweis  für  sie 
erbracht  worden  ist,  der  allen  Anforderungen  mathematischer 
Strenge  genügt  Ich  will  daher,  ehe  ich  selbst  einai  neuen 
einfachen  Beweis  hier  mitteile,  zunächst  einige  kurze  Bemer- 
kungen über  die  bisherigen  Beweisarten  vorausschicken. 

Eine  Formel,  welche  sich  von  (4)  nur  durch  die  Bezeich- 

1)  Diflte  Terminologie  weieht  von  der  üblichen  etwaa  ab.  »Der 
Kettenbrucb  diveigiert  acUechthin  oder  im  wesentlichen  nach  o*  wftre 

die  Auadrucksweise  des  Herrn  Pringsheim,  während  in  der  Sprache 
von  Stolz  und  Gmeiner  (Einleitung  in  die  Funktionentheorie,  XL  Ab* 
schnitt)  der  Divergenzcharakter  des  Kettenbruches  überhaupt  nicht  aus- 
gedrückt werden  kann.  Übrigens  teilt  mir  Herr  Pringsheim  mit,  daß 
er  in  Vorlesungen  ebenfalls  die  Terminologie  des  Textes  bevorzugt  habe. 
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nungsweise  unterscheidet,  dürfte  sum  erstenmal  im  Jahr  1737 
in  der  Literatur  Torkommen,  und  zwar  in  einer  Arbeit  von 
Euler. ^)  Dieser  stellt  sich  nfimlich  dort  in  §  31  die  Aufgabe, 
den  Wert  des  unendlichen  Eettenbruchee 


*     ""^  1(1 +n)a  "»"1(1 -h2n)a"^  Kl+8»)a"^' 

zu  berechnen,  und  er  bildet  zu  diesem  Zweck  die  Reihe  der 
Näherungsbrache: 

SL    (1  4  n)aM-l     (1  -f  w)(l  4-  2n)«=»  -j-  (2  +  2n)a 
1'      (1-t- n)a    '         {l-t-n)(l4-2»)a«  +  l 

worauf  er  in  §  32  in  deutscher  Übersetzung  also  fortfahrt: 
»Wenn  diese  Brüche  weiter  fortgesetzt  werden,  erkennt  man 
leicht  ihr  Bildungstresetz:  aus  diesem  folgt  dann,  dali  der  un- 
endliche Brucli,  nachdem  man  Zähler  und  Nenner  durch  das 
erste  Glied  des  Nenners  dividiert  hat,  den  Wert  erhält: 

1  1  1 

^'^lI»na"^l»2aU+n>»-a»"'"l'2-3-l(l+n)(U2njn^o>'^''' 
1  1  1 


l.(l+«>ia«  1.2(l+iiXl+2»Ka*  1.2.3(1 +»Xl+2*»Xi+3ii>i'a«" 

welchem  also  ä  gleich  ist/  Die  Gleichheit  dieses  Bruches  mit 
dem  obigen  Kettenbruch  besagt  aber  in  der  Tat  nichts  anderes 
als  Formel  (4);  man  braucht  nur 

2h  1 


zu  setzen,  um  vollständige  Übereinstimnmng  zu  haben.  Indes 
hat  Euler  zweifellos  unter  a  und  n  bloä  reelle  positive,  viel- 
leicht bloß  natürliche  Zahlen  verstehen  wollen.  Aber  auch 
bei  dieser  Einschränkung  ist  seine  Darstellung  durchaus  noch 
kein  exakter  Beweis.  Denn  selbst  wenn  Euler  das  recht  kom- 


De  fractionibiu  continuis.   Commentarii  Academiae  Petropoli- 
tanae,  tome  IX«  1787. 

1M7.  SMmfib.  4  wuAh^^kf.  ML  88 
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plizierte  Bildungsgesetz  der  Niiherungsbrüclie  wirklich  erkanafc 
haben  sollte  und  nicht  blols  durch  eine  iiti vollständige  Induktion 
ernten,  so  ließe  doch  sein  ,  unvermittelter  Übergang  Tom  End- 
lichen zum  Unendlichen  nach  heutigen  Begriflfon  noch  viel  za 
wünschen  übrig. 

Gewissermaßen  den  umgekehrten  Weg  wie  Euler  verfolg^ 
Legendre  in  der  vierten  Note  seiner  «Klenients  de  geonietrie*. 
Wälirend  nämlich  Euler  von  dem  Ketten  brach  ausgeht  und 
diesen  durch  den  Quotienten  zweier  Keihen  ausdrückt,  geht 
Legendre  umgekehrt  von  den  lieihen  aus  und  endet  bei  dem 
Kettenbruch.  Seine  noch  viel  weniger  befriedigende  Darstellung 
findet  sich  fast  ohne  Änderung  auch  in  Herrn  Bachmanns 
»Vorlesungen  Über  die  Natur  der  Irrationalzahlen*  (Leipzig 
1892). 

Setzt  mau  mit  Legend re-Bachmann: 

1  1        V*  1 

Q)(e)  =  l  -4-  -  t/^  ^   —  A  i  . 

so  ist  offenbar: 

r(£)j,_,(2i|^) 


und  entsprechend  der  Formel  (3)  hat  man  jetzt: 

=  fp{e  +  1)  4-  -J]^  1)  + 
Fuhrt  man  dann  die  Abkürzung 

ein,  so  geht  die  vorige  Formel  über  in: 

Indem  dann  im  ^lenuer  auch  wieder 


gesetzt  werden  kann  etc.,  soll  hieraus  ohne  weiteres  der  un- 
endliche Kettenbrucb 
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v(')=  y  + 


y*  I 

l'+l 


+ 


lier vorgehen,  welcher  ioi  w  esentlichen  mit  (4*)  gleichbedeutend 
ist.  Aber  diese  rein  formule  Behandlung  entspricht  den  Anforde- 
rungen mathematischer  Strenge  nur  sehr  wenig,  und  wir  werden 
im  nfichsten  Paragraphen  sogar  sehen,  wie  man  durch  emen 
derartigen  Schlufi  mit  Leichtigkeit  beweisen  kann,  dafi  jeder 
Kettenbruch  einer  beliebig  angenommenen  Zahl  gleich  ist. 

Die  Legendresche  7 -Funktion  tindet  sich  auch  in  einem 
Aufsatz  von  lätern,')  der  indes  den  unendlichen  Kettenbruch 
nur  unter  der  ausdrUckhchen  Voraussetzung  gelten  läüt,  ,da& 
man  das  weggelassene  Glied  ohne  Nachteil  für  das  Resultat 
yemachlfissigen  darf*.  Da  aber  Stern  nicht  untersucht,  ob 
oder  wann  diese  Voraussetzung  erfüllt  ist,  kommt  seine  Dar- 
stellung hier  eigentlich  nicht  in  Betracht.  Nur  den  Spezialfall 
des  Lambertschen  Kettenbruches  glaubte  er  vollständig  er- 
ledigen /u  können;  doch  ist  sein  diesbezüglicher  Beweis  noch 
in  mehr  als  einer  Hinsicht  mangelhaft.^) 

Der  gleiche  Fehler  wie  bei  Legendre*  Bachmann  findet 
sieh  bei  Bossel,*)  der  indes  nur  ganzzahlige  Indices  betrachtet 
Jedoch  gewinnt  seine  Darstellung  dadurch  erhöhte  Bedeutung, 

daü  die  dabei  auftretenden  unendlichen  Reihen  als  selbständige 
Transzendenten  in  die  Analysis  eingeführt  sind,  und  daher  hier 
zum  erbteumal  ein  zu  (4^)  ä(juivalenter  Kettenbruch  in  Ver- 
bindung mit  dem  Besseischen  Funktionszeicheu  J  erscheint. 
Bossel  schreibt  die  Formel  (3)  in  der  Gestalt: 

')  Theorie  der  Kettonbrüche  und  ihre  Anwendung.  Grelle«  Journal 

fllr  Mathematik,  Bd.  11  (1834). 

HckiuintHch  bat  Lambert  sell).Ht  die.sen  Spezialfall  schon  17(j7 
sehr  viel  t)e.sser  lichandflt.  worüber  «ItT  Anf'-^at/,  des  Herrn  I'rin^s- 
heim  zu  vertrleiclifn  ist:  I'Iht  die  tM>ten  Heweise  der  Irrationalität  von 
c  und  .T.    Diese  Sitzung.Hherielite.  H<1.  28.  1898. 

Unteraucbunf.,'en  (b\s  Teibs  <b'r  pbinetariscben  .Störungen,  welcher 
aus  der  Bewegung  der  8onne  entsteht,  §  11.  Mathematische  Abband* 
lungen  der  Akademie  der  Wittentohaffcen  so  Beilia,  1824. 


88* 
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2h  Mb) 

indem  er  dann  im  Nenner  für  wieder  den  ent- 

sprechenden  Wert 


substituiert  und  in  der  gleichen  Weise  unbegrenzt  fortfahrt, 
hciiiieüt  Bessel  uubeduuklich: 


B 


Jk(B)  2h  2Ä{2Ä-h2) 


^  I 
(2Ä-t-2)(2ÄH-4), 


Ä-iW    I  1       !      1  I  1 

Dies  ist  also  ganz  der  gleiche  Fehler  wie  bei  Legendre. 
Übrigens  benutzt  Bessel  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
brUche  dieses  Kettenbruches  in  einwandfreier  Weise,  um  Jk 
linear  durch  Jq  und  c/,  aussudrttcken,  während  der  unendliche 
Kettenbruch  als  solcher  nur  eine  untergeordnete  Rolle  spielt. 

Eine  ganz  interessante  Variante  des  gleichen  Fehlschlusses 
möchte  ich  nicht  unerwähnt  lassen,  obwohl  sie  sich  nur  auf 
den  Spezialfall  des  Lambertschen  Kettenbruches  bezieht.  Sie 
lindet  sich  in  einer  Note  des  Herrn  J.  W.  L.  Glaisher/) 
welcher  die  Formel  (5)  auf  folgende  Art  «beweist": 

Die  Funktion  y  =  -4  cos  (^2  x  -f  B\  wo  A,  B  Konstante 
sind,  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

y-hy'-f  2a  //"  =  0. 
Aus  dieser  findet  man  durch  «-malige  Differentiation: 

Od  Lambert's  proof  of  tbe  imtionality  of  .t,  and  on  the  irra- 
tionality  of  certain  other  quantities.  Report  of  the  fortj*finit  meeting 
üf  the  iiritish  aMociaüon  for  tbe  advaaeemeot  of  acienoe,  held  at 
Edinburgh  1871. 


üigiiized  by  Google 


0.  Perron :  Über  die  Ketteubruchentwicklung  etc.  489 

oder,  was  dasselbe  ist: 


Hieraus  soll  nan  wieder  folgen,  dafi 

y2x^^^  Sf      I  1         I  3  15 

ist.  Die  Integrationskonstante  B  bestimmt  Herr  Glaisber  nach- 
träglich noch  dadurch,  daß  er  für  x  den  Sjjezialwert  x  =  0 
einsetzt;  es  kommt  so  B  =  0.  Aber  hier  ist  es  natürlich 
wieder  durchaus  unstatthaft,  aus  (6)  ohne  weiteres  einen  unend- 
lichen Kettenbrucli  hervorgehen  zu  lassen,  und  durch  die  nach- 
trägliche Berechnung  einer  Integrationskonstanten,  wodurch 
die  Sache  offenbar  besonders  glaubhaft  gemacht  werden  soll, 
wird  hieran  nicht  das  geringste  gebessert. 

Viel  korrekter  ist  schon  die  Methode  Ton  SchlOmilch,*) 
der  sich  aber  auch  auf  ganzzablige  Indices  beschränkt.  Hier 
wird  die  Bekursionsformel  (3)  in  der  Form  geschrieben: 

2  Mm) 

woraus  zunächst  der  endliche  Kettenbruch 

j, w _ jd  _  iß)  \  (2 )  I  (2) '  

hervorgeht.  Hiegegen  ist,  solange  m  keine  Nullstelle  von 

^)  über  die  Besseische  Funktion.  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  2.  Jabr^..  1857.  Man  verbleie  be  auch:  Über  den  Kettenbmch 
für  ton      Qleicbe  Zeitschrift,  16.  Jahrg.,  1871. 
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ist,  nichts  einzuwenden.   Nun  beweist  Schlömilch  weiter  ganz 

richtig,  dafi  der  «Rest*  ^  mit  wachsendem  k  gegen 

Null  konvergiert.  Hiedurch  wird  es  ja  allerdings  recht  plau- 
sibel gemacht,  daß 

(fvi    (i.Y\  (lYi 

gesetzt  werden  darf;  aber  nichtsdestoweniger  bedarf  doch  dieser 

Schluß  immer  noch  dringend  der  Rechtfertigung.  Denn  in  der 
Reilitnlehre  ^ilt  ja  allerdings  der  leiclit  zu  beweisende  und 
sehr  häutig  benutzte  »^iatz:  .Wenn  für  n  =  1,  2,  3,  ... 

««a,  -hOjH  h«fi  +  A 

ist,  so  besteht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedinguug 
dafür,  dal^  die  Gröüe  u  gleich  der  unendlichen  Reihe 

<*j  -f-       -f"  *8  "t"  *  •  • 

gesetzt  weiden  darf,  darin,  dai3  der  absolute  Wert  des  Restes 
Rp  mit  wachsendem  n  unter  jede  Grenze  herabsinkt.*  Wenn 
dagegen  eine  Kettenbruchentwicklung  der  Form 

▼orliegt,  so  ist  die  Bezeichnung  der  Zahl  12«  als  Rest  des 
Eettenbruches  insofern  recht  irreführend,  als  die  Bedingung 
lim  12»  «  0  jetzt  weder  notwendig  noch  hinreichend  dafOr  ist,  daß 

gesetzt  werden  kann.    Dies  hat  spSter  Schlömilch  selbst  in 

seinem  I lainllmch  der  a]<jebraisrl)eM  Amilysis  hervorgehoben, 
und  er  hat  dort  zuti^leieh  t  inige  l)esondere  Fälh^  entwickelt,  in 
denen  die  Bedinguug  wenigstens  hinreichend  ist.*)    Diese  be- 

*)  Auch  in  dem  oben  zitierten  Aoftats  vod  Stern  wird  die  Frage 
berOhrt,  wann  der  Rest  eines  Kettenbroches  vemaehllniKt  werden  darf. 
Doch  sind  die  doitigen  Angaben  sehr  an^ollstftndig  und  luuriditig. 
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ziehen  dch  aber  nur  auf  reelle  EettenbrUche  und  können  in 
der  Tat,  wenn  nicht  nur  h  sondern  auch  j9*  reell  ist,  für  die 
vorlierronde  Frage  nutzbar  genuulit  werden,  sodaü  für  diesen 
Speziallall,  aber  auch  nur  für  <lie.sen  die  Mittel  zu  einem 
exakten  Beweis  von  ISchlömilch  im  wesentlichen  geliefert 
sind.*)  Trotzdem  ist  der  ursprüngliche  Schlö milch  sehe  Be^ 
weis,  bei  dem  das  schlieüliche  Verschwinden  des  Kestes 
ohne  weiteres  als  ausreichend  erachtet  wird,  nie  angefochten 
worden,  er  scheint  vielmehr  noch  heute  für  einwandfrei 
gehalten  zu  werden  und  wird  sogar  für  beliebige  Indices 
in  Anspruch  genommen.  So  ist  er  in  die  Monographie  von 
LommeH)  übergegangen  und  tiinb't  sich  sogar  auch  in  dem 
neuen  Handbuch  des  Herrn  Nielsen.^)  In  letzttMem  ist  auf 
pag.  38  zu  lesen:  „Sucht  man  nun  die  Bedingung  dafQr, 
dafi  der  Ketten bruch  unbegrenzt  fbrtgesetzt  werden  darf,  so 
ist  offenbar,  daß  limi^jissQ  sein  mu£,  eine  Bedingung, 
die  sowohl  notwendig  als  hinreichend  ist."  Demgegen- 
über zeigt  aber  doch  die  einfachste  Überlegung,  daß  die  Be- 
dingung gewilä  nicht  notwendig  sein  kann:  jeder  regelmäßige 
Kettenbruch,  dessen  Teilnenner  endlich  Idcilien,  ist  ein  Beispiel 
dafür.  Dagegen  erweist  sich  hier  die  Bedingung  allerdings, 
wie  wir  im  nächsten  Paragraphen  sehen  werden,  bis  zu  einem 
gewissen  Grad  als  hinreichend.  Aber  mit  der  Wendung  ,£s 
ist  offenbar,  daß  . . ist  dies  natürlich  keineswegs  bewiesen. 
Vielmehr  ließe  sich  die  Konvergenz  des  Kettenbruches  noch 
mit  triftigen  Gründen  bezweifeln.   Denn  wenn  der  Kettenbruch 

wirklich  die  Funktion  larsteilen  soll,  so  wird  man 

Konvergenz  wohl  nicht  erwarten,  sobald  r  eine  Nullstelle  von 
«/a-iW  ist.  Nachdem  dann  aber  lür  eine  gewisse  unend- 
liche Menge  von  ir -Werten  die  mögliche  Divergenz  des  Ketten- 

^)  Eine  an  SchlOmilch  anschlieftende.  in  jeder  Hinnicht  muster- 
gUtige  Durchführun^jT  dieses  Spezialfalles  findet  sich  bei  Stolz  und 
Gmeiner:  Einleitung' in  die  Funktionentheorie.  Leipzig  1905,  pag.579fif. 
Stutlien  über  die  iJes^iel.schen  Funktionen.    I.eip/.ig  1808. 

^)  Uaudbucb  der  Theorie  der  CylinderfunkUonen.  Leipzig  1904. 
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bruches  einmal  zu<j[t'«^L'ben  wird,  ftillt  es  doch  schwer,  seine 
Konvergenz  für  alle  anderen  Werte  von  auf  Grund  einer 
so  zweifelhaften  Beweisfübrung  auch  nur  für  wahrscheinlich 
zu  halten. 

Schlö milch  hat  noch  einen  weiteren  Beweis  gegeben. 
In  seinem  Handbuch  der  algebraischen  Analysis  führt  er  in 
§71  die  beiden  Reihen  ein:^) 


6 


W  y  (y  +  1 )    1  ^  •  3  y  (y  -Tl )  (y  + 

a?*  x*'  x^ 


•  •  •» 


'^"^"*"l(l+y)'l-2(y+l)(y+2)'1.2.3(y+l)(y+2)(y+3)'  ' 

welche  wieder  auf  die  Legendresehe  (^-Funktion  hinauskonunen. 
Man  kann 

U^\\mF{a,  a,  y,  ^\  1»'»  F  (a,  a  + 1,  y  +  1,  ~) 

setzen,  wo  F  die  0  au  fische  hypergeometrische  Reihe  bedeutet. 
Schlömilch  gewinnt  nun  den  Kettenbruch 

V      y\  ,      a?*  1        a?»  I 

-  .  a  JlJ-  J  ~ — L  j  Z — L  j  

einfach  durch  Grenzübergang  aus  dem  bekannten  Gbiuäschen 
Kettenbruch  fUr  den  Quotienten: 

F(a,ß,y,x)  *• 
Aber  abgesehen  davon,  daL^  der  Schhiinilchsche  Beweis  für  den 
Gauüschen  Kettenbrucli  nur  in  ganz  speziellen  Fällen  bindend 
ist,  während  später  Schlömilch  die  Sache  sehr  wohl  auch  für 
andere  Fälle  in  Anspruch  nimmt,  weist  diese  Methode  noch 

V 

einen  weiteren  Fehler  auf.  Um  nämlich  ^  zu  erhalten,  müüte 
man  von  dem  den  Quotienten 


J'(a,a,y,g) 


■)  Ich  sitiero  nach  der  6.  Auflage,  zweiter  Drack.  Btottgari  1889. 
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darstellenden  Ketten  brach,  nachdem  er  ins  Unendliche  fort- 
gesetzt ist,  hinterher  den  Grenzwert  für  a  =  oo  berechnen, 
Schlömilch  aber  geht  in  den  einzelnen  Gliedern  des  Ketten- 
bruches zur  Grenze  a  s  oo  über  und  macht  sich  dadurch  einer 
ungerechtfertigten  Yertauschung  zweier  Grenzprozeese  schuldig. 

Das  Verdienst,  die  Formel  (4)  zum  erstenmal  in  ihrem 
YoUen  Umfang  einwandfirei  bewiesen  zu  haben,  gebührt  Herrn 
J.  H.  Graf,^)  der  allerdings  die  Mängel  der  anderen  Methoden 
selbst  nicht  erkannt  zu  haben  scheint.  Sein  eleganter  Beweis 
baut  sich  auf  ganz  anderer  Grundlage  auf  als  die  früheren 
Versuche.  Bezeichnet  man  den  Zähler  des  Käberungsbruches 
des  Kettenbruches 

a-l  5  4  ^  L  -4  ^  L-i  

mit  (a,  6),  so  ist  der  Nenner  des  gleichen  Näherungs- 
bruches gleich  /n  (a  -f-  ^,  b),  wobei  /",  («,  h)  —  \  gesetzt  wird. 
Der  Ketten  bruch  ist  also  konvergent,  wenn  der  Grenzwert 

lim  In±i^S. 

existiert,  und  er  ist  dann  diesem  Grenzwert  gleich.  Herr  Graf 
stellt  nun  einen  expliziten  Ausdruck  für  die  Funktion  f»  (a,  b) 
her  und  gewinnt  daraus  die  Grenzbeziehung:*) 

\    ix    *  iflP 7  /ix\"  fxX"   

^  .'L".  r(c  +  i  +  »)Hyj  y  -"^♦(^)  (*-V=i)- 

Ersetzt  man  hier  n  durch  h  +  und  c  durch  c  —  1,  so  kommt 
aueh: 


*)  Relation3  entre  la  fonction  Hesst-lienne  de  preniiere  espece  et 
une  fraction  continue.    Annali  di  mutematicii ,  Reihe  2,  Bd.  23  (1896). 

')  Eine  Formel,  die  fiich  von  dieser  nur  durch  die  Bezeichnungaweiee 
untencheidet*  hat  ichon  etwas  fr&her  auf  anderem  Weg  Herr  Hurwits 
abgeleitet  (Ober  die  Knllstellen  der  Beflselflcben  Fonktion.  ICathema- 
tiiehe  AnnaleB  83  (1889)).  In  dem  Bewe»  toh  Herrn  Oraf  kommt  aller- 
diogs  eine  Yertamchimg  von  swei  OrenKprozesMii  vor;  doch  ist  deren 
BeehtfertigoBg  so  leicht,  dafi  sie  ohne  weiteres  dem  Leser  flberlassen 
weiden  konnte. 
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(8) 


(2c  2\ 


Durch  Division  der  zwei  letzten  Gleicliungen  folgt,  wenn  x 
keine  NuUstelle  von  Jdx)  ist: 


lim  _     A^^lifZ    =  ^c-.(a:) 


Mit  Hücksicht  auf  die  Detinition  der  Funktion  /*«  ist  diese 
Gleichung  aber  völlig  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

1       .       1     !  .  1 


iJc{x)     ix'^  2(c-^l)"^ 


IX 


2(rr  +  2) 
ix 


A   + 


IX 


oder,  was  das  selbe  ist: 


Jcix)  " 


1 


X 

2(c+l) 

2(c  -h  2) 

2(c  +  3) 

Dies  ist  aber  j^enau  die  Gleichung  (4),  und  für  die  NuUstellen 
von  Je  (x)  ff\\t  ()jfeiil)ar  aiicli  das  dort  Gesagte,  wie  man  f>rkt'iint, 
wenn  man  nicht  Gleicliung  (8)  durch  (7),  sondern  umgekehrt 
(7)  durch  (8)  dividiert.  ^ 

Ein  von  dem  Grafschen  ganz  verschiedenes  Beweisvorfahren 
besteht  darin,  daß  man  aus  irgendeinem  allgemeinen  Theorem 
die  Tatsache  entnimmt,  der  Kettenbrueh  (4)  stellt  eine  im  End- 
lichen Überall  meromorphe  analytische  Funktion  von  s  dar 
(wobei  in  den  Polen  eigentliche  Divergenz  stattfindet).  Nach- 
dem dies  feststeht,  iüüt  sich  dann  iiiuterher  leicht  zeigen, 

')  Diese  Division  ist  sicher  erlaubt,  weil  Je  (x )  und  Je  —  1  (x)  au&er 
allenfalls  x^^Q  keine  gemeinsame  Nullstelle  haben  kOnnen.  Für  eine 
solche  mOfiten  ja,  wie  man  aas  der  Rdcornonsfonnel  (8)  ersehließt,  aoch 
die  Fanktionen  tTe+ifor),  Je+i(x),  Je^»{x). ..  alle  verschwinden.  Bei 
Je-\-rix)  ist  dies  aber  gewiß  nicht  mQdflich,  wenn  v  sehr  groß  ist,  wie 
sich  leicht  aus  der  Definitionsgleichang  (1)  ergibt. 
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daß  diese  Funktion  von       '      nicht  verschieden  sein  kann. 

Dies  ist  die  Methode  des  Herrn  £.  B.  van  Vleck.^ 

Ich  will  nun  in  den  folgenden  Zeilen  ein  ganz  einfaches 
direktes  Verfahren  angeben,  indem  ich  die  SchlOmilchsehe 

Metbode  etwas  modifiziere  und  ihren  wunden  Punkt  beseitige. 
Dazu  bedarf  es  eines  einfachen,  wohl  aucli  zu  anderen  Zwecken 
brauchbaren  Hilfssatzes  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche,  aus 
welchem  dann  die  Formel  (4)  selbst  fast  ohne  jede  Rechnung 
gefolgert  werden  kann. 

§  2. 

Wo  immer  man  in  der  Analysis  auf  ein  System  von  un- 
endlich Tielen  Gleichungen  der  Form 

(9)  -  


geführt  wird,  ist  man  versucht,  die  Zahl      als  unendlichen 


«1 


Kettenbruch  darzustellen: 


und  es  wird  manchmal  nicht  beachtet,  daß  eine  solche  Dar- 
stellung durchaus  nicht  ohne  weiteres  erlaubt  ist.  Und  doch 
dürfen  die  Fälle,  in  denen  die  Gleichung  (10)  falsch  ist,  nicht 
als  eine  besonders  merkwürdige  Ausnahme  gelten,  für  deren 
Auftreten  man  erst  künstlich  Beispiele  konstrciieren  mufi,  scmdem 
sie  bilden  die  Regel.    Denn  sei 


1)  On  the  convergenee  of  the  continued  fraction  of  Gaufi  and  other 
continiied  fractioiia.  Annals  of  mathematicB,  Reihe  8,  Bd.  8  (1901). 
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ein  beliebiger  Eettenbruch,  bei  welchem  selbstverständlicb  sämt- 
liche Oy  als  von  Null  Terschieden  Torausgesetzt  werden.  Wählt 
man  dann  ganz  willkfirlioh  zwei  Zahlen  und  deren  letztere 
Ton  Null  yerschieden  ist,  so  kann  man  aus  dem  System  (9) 
wegen  4^  0  eine  unbegrenzte  Folge  von  Zahlen  x^,  x^,  x^,  ... 
der  Reihe  nach  bereclmeii.  Die  so  gefundenen  Zahlen  genügen 
natürlich  dem  System  (9),  und  wenn  es  erlaubt  wäre,  hieraus 
die  Gleichung  (10)  zu  folgern,  so  hätten  wir  damit  wegen  der 
Willkürlichkeit  von  a*„  und  das  absurde  Resultat  gewonnen, 
dafi  jeder  Kettenbruch  jeder  Zahl  gleich  ist  Auch  ist  hienach 
klar,  daß,  selbst  wenn  f&r  die  Konvergenz  des  Ketten- 
bruches (10)  ein  eigener  Beweis  erbracht  werden  kann,  dies 
durchaus  noch  nicht  ausreicht,  um  die  Gleichung  (10)  aus  dem 
System  (9)  zu  folgern. 

Dagegen  lassen  sich  sehr  wohl  gewisse  zusätzliche  Bedin- 
gungen für  die  Zahlen  o»,  &r»  Xr  angeben,  deren  Erfülltsein 
dafür  ausreicht,  dafi  das  System  (9)  die  Gleichung  (10)  nach 
sich  zieht.   Ich  will  nur  ein  derartiges  Kriterium  beweiseii, 

welches  uns  für  den  gegenwärtigen  Zweck  gute  Dienste  leisten 
wird.    Es  lautet: 

Wenn  die  (komplexen)  Zahlen  0,(4=0),  ^  Xr  das  Glei- 
chungssystem (9)  befriedigen  und  außerdem  Ton  einer 
gewissen  Stelle  v>NAh  den  Ungleichungen 

\Xr\>(l+\ar\)\Xr^i  I  -f  |a,+ia:,^.t  |>0 

genügen,  so  besteht  auch  die  Gleichung  (10),  sofern 
nur  0?!  4^  0  ist.  Für  d?|^0  aber  ist  notwendig  x^^  O 
und  der  Kettenbruch  (10)  ist  eigentlich  divergent. 

Vermöge  (9)  kann  man  ""^  ü^^ar  durch  Xy  und 
ov+i  ausdrücken,  und  zwar  geschieht  dies  durch  die  Formeln: 

«1     Ä-ia?,  +  o,J9,-2«,+i, 
wobei  die  Koeffizienten  J^B^  den  Gleichungen  genügen: 
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(13)  Är-\    By     —    AyBy^l     =(   1  )"  O,  .    .    .    tt^  • 

Eb  gilt  dann  die  Beziehung: 

.    ,    a,  i   ,    a,  I   ,        .    ''v  I  Ay 

(U)     ».+76:'+T^+  ••  +  T*T^Ä- 

Setzt  man  analog  zu  (11)  auch: 
so  iat  ebenso: 

(16)   «»^-t-  16,^.1  ^  i^nA 

Wenn  man  in  (11)  den  Index  v  durch  X  ersetzt,  sodann 
für  d?!,  Xi^\  ihre  Werte  aus  (15)  substituiert,  so  werden  und  x^ 
linear  durch  Xp^i^  ^»'■f  >i-f-i  ausgedrückt.    Das  gleiche  erreicht 

man  aber  auch  direkt,  wenn  man  in  (1 1 )  »' -|- ^  an  Stelle  von  v 
setzt.  Indem  man  dann  die  beiden  so  entstellenden  Ausdrdcke 
miteinander  vergleicht,  findet  man  die  bekannten  Kelationeu: 

Wir  nehmen  nun  zunächst  an,  die  geforderten  Bedingungen 

(18)  -1-  \^y\)\^yi-A  "f  |ar+i^r+2|>0 

seien  bereits  von  v^l  ab  erfüllt,  also  insbesondere  auch 
I  «I I  >  0.   Dann  ist  wegen 

Xp  =  6,  Xp^l  -}~  tty+l 

a  fortiori: 

|ft,a5r+l  !  -4-  I  «r+l  «r4.2  |      (1  +  i«r  i)  I  +  l^^^+l  «r+«  |; 

oder  auch,  da  ja;y4.ij>0  gefordert  ist: 


Man  könnt»'  liierbi'i  den  liuchstaben  B  vermoiden.  indem  otienbiir 
liy./.  —  Av~\,k-^\  ist;  indessen  ist  doch  zweck luäüig,  auch  B  beizu- 
behalten. 
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(l'J;  \K\>l-{-[a,\     (v=l,  2,  ...00). 

Hieraus  folgt  bereits  nach  einem  bekannten  Sats  des  Herrn 
PringsheimO  die  Konreigenz  des  Eettenbruches;  doch  ist 
es  nicht  nötig,  dieses  Resultat,  welches  uns  an  sich  noch  gar 
nichts  nützt,  hier  als  bekannt  Yorauszusetsen.  Aus  der  lotsten 

der  Gleichungen  (12)  schlieft  man: 


also  mit  Rücksicht  auf  (19): 

|j^.,~|Ä-,|>(|6,|-l)  Ä.,|-|a,^,.,| 

2:K|(|Ä.,|-!B,.,|). 

Daher  auch: 

I Ä I  - 1 -B, - ,  I  >  I o, , (I J», _ , I  - 1 , i )  :>  . . . 

>|ara,.i...aa|(|6i|  —  1)^  {aiOi. .  .a,|; 

hieraus  folgt  endlich: 

(20)     |Ä|>H-|a,|  +  Ka,|  +  ...  +  |«,a,...«,|. 

Ferner  lai  nuch  Voraussetzung  (18): 
|av|>(H-|a,|)|av+i|, 


also  auch: 

(21)     a;i,>(l  +  |ail)(l  +  iaa|)...(l  +  ia,i),a:,+,|. 

A 

Es  ist  nun  zu  beweisen,  daü  der  Bruch  dessen  Nenner 
nach  Ungleichung  (20)  stets  Ton  Null  Terschieden  ist,  mit 
wachsendem  v  der  Grenze  —  zustrebt.  £s  ist  aber  nach  (11): 

X'O  1  Äy—\   Xv   -j-   (ly   -1,-2  Xy^\  -»'ly— 1 

Xi        JJr-l        By-\  Xr  +  Hr-iXy^i 

™ '  r    7?  • 

  -*t  JL)y— 1 

M  Übnr  die  Konveigens  anendlicher  KetteDbrQcfae.  Diese  Sitsoogt* 
berichte,  BcL  2d  (1896). 
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und  hieraus  folgt  unter  BerQcksichtigung  der  Ungleichungen 
(20)  und  (21): 

.     ,  (<|aiai...a,| 

Xi  ~~  B~x  \    (l  +  iai,Xl+,^,)...(l+|a.; ]  <  -  . 

Von  den  zwei  Ausdrücken  auf  der  rechten  St  ite  hat  aber 
wegen  (20)  mindestens  einer  den  Grenzwert  Null;  daher  ist  in 
der  Tat: 

lim      =       w.  z.  b.  w. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  die  Bedingung  (18)  sei  erst  von 
dem  Wert  »  =  ^  -f- 1  ab  erfüllt,  also  gewiü  a\v+i  |  >  0.  Dann 
ist  nach  dem  soeben  Bewiesenen  doch  jedenfalls  Bp^g  ^  0,  und 
außerdem: 

Wenn  man  dann  in  (17)  für  /  speziell  die  Zalil  N  wählt  und 
die  entstehenden  Gleichungen  durch  Jir^i^g  dividiert,  so  kommt: 

—  BS  A,]t^\  V»  + 

w  -Djir-1  1»  h  öjflJjr-«. 

Hieraus  folgt,  wenn  v  unbegrenzt  wachst: 

(22)  ]i^^vt!=l^As-x^-^aKAs-t~^, 


(a3)      lim       —  =^  Ä-i  ~  +  «  ^  . 

Ist  nun  j?,  4^  0,  so  kann  man  Gleichung  (22)  durch  (23) 
dividieren  und  erhält: 

hm   = \ 

Ist  aber  etwa   .i,  =  0,    so   ist  jedenfalls  de'nn  sonst 

würde  aus  (9)  der  Ueihe  nach  auch     =  0,  o;,  s=  o,  ...  folgen, 
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wfthrend  doch  x!v^i:^0  vorausgesetzt  ist.  Daher  ist  jetit,  in- 
dem man  umgekehrt  (23)  durch  (22)  dividiert: 


hm  j  — 


0. 


Hiemit  ist  aber  unser  Sats  ToUstandig  bewiesen. 

Schreibt  man  die  Ungleichung  (18)  in  der  Oestalt: 


^H-|«r|  +  |a..+i 


^+1 


80  erkennt  man  augenblicklieh,  dafi  sie  sicher  von  einem  ge- 
wissen p  ab  erfttllt  ist,  wenn  die  Zahlen  |  Oy  |  unter  einer  end- 
lichen Schranke  bleiben,  und  auiaerdem  die  Beziehung 

Iim^±i-0 

besteht.   Wir  finden  also  spesiell: 

Wenn  die  Zahlen  ay  (>  0)  unter  einer  Ton  v  un- 
abhängigen Schranke  bleiben,   und  wenn  außerdem 

li,„f:±l_0 

ist,  so  folgt  aus  dem  System  (9)  allemal  die  Gleichung 
(10).  sofern  nur  i  0  ist.  Für  x,  =  0  aber  ist  not- 
wendig Xq^O  und  der  Kettenbruch  (10)  ist  eigentlich 
divergent. 

8  »• 

Wenden  wir  uns  jetzt  wieder  zu  den  Besselsehen  Funk- 
tionen, so  ist  leicht  zu  sehen,  dafi  durch  den  letzten  Satz  der 
SehlOmilchsche  Beweis  legalisiert  wird.  In  der  Tat  ist  nach 

Gleichung  (3),  sobald  r  von  Null  verschieden  ist: 

2h 

Jk^  1  (e)  =—  Jm  (z)  —  Jh^i  (jb) 
2(A+  1) 


(24) 


2(M-2) 


«/*+l(^)— •/A+2(jBf) 
Ji+«(#)  — Ä4.8(*) 
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Diese  Gleichungen  haben  die  Form  des  Systems  (9),  und  zwar 
ist  durchweg  «„  =  —  1.  Wenn  wir  also  noch  zeigen  können, 
dai»  für  jedes  von  Null  yerschiedene  endliche  s  die  Beziehung 


(25) 


lim  .         .  . 


statthat,  so  sind  die  Voraussetzungen  des  obigen  Satzes  erfüllt, 
und  wir  können  daher  aus  (24)  schließen: 


jr4_i(ir)  _2Ä 

1  1 

1  1 

*    1  1 

2(Ä+1) 

2(A+2) 

2(Ä+3) 

ß 

9 

mit  dem  Zusatz,  da&  der  Kettenbruch  fUr  die  Nullstellen  von 
Jkiß)  eigentlich  divergent  ist.  Daß  aber  die  Gleichung  (25) 
in  der  Tat  richtig  ist,  ergibt  sich  sehr  einfach  aus  der  Defi- 
nition (1).  Setzt  man  dort  A  +  y  an  Stelle  Ton     so  kommt: 


J,.|.,(^)>r(A  +  y4'l) 


1  —  7,—. 


ii)' 


(Ä-j-y-Hl)!!     (Ä  +  i'-Hl)(Ä  +  i'-|-2).21 
also  wenn  man  v'>\h[  wählt: 


—  1 


9 

2 


+ 


s 

4 

2 

(i'-IÄl)l!  •  (v~|Ä,)*2f 


1*1« 


+ 


Hier  konvergiert  aber  die  rechte  Seite  für  jeden  endlichen 
Wert  Ton  e  mit  wachsendem  v  gegen  Null;  also  folgt: 


*)  Die  von  Herrn  Nielsen  angegebene  Abscbfttrauigtformel  (Ü&nd- 
buch,  pag.  7  Formel  (3))  ist  nicht  allgemein  richtig. 
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(2) 


Ebenso,  wenn  v  —  1  an  Stelle  von  v  tritt: 


Also  durch  Division  der  zwei  letzten  Qleichungen: 

hieraus  folgt  aber  augenblicklich  Gleichung  (25),  womit  dann 
alles  bewiesen  ist. 

Ich  bemerke,  daß  die  Konvergenz  des  Kettenbruches  (4) 
nicht  immer  eine  unbedingte  ist  im  Sinne  des  Herrn  Prings- 
lieiin:  dies  ist  oü'eubar  nur  dann  der  Fall,  wenn  wir  von  g 
auch  die  Nullstellen  aller  Funktionen  Ja+i,  Jk-^i^  A+tt  • « • 
ausschliefien. 

In  der  auf  pag.  493,  Fofinote  2  genannten  Arbeit  hat 
Herr  Hurwitz  die  KettAnbruchdarstellung  oder  viefanehr  ge- 
wisse Eigenschaften  der  Näherungsbrflche  dazu  benutzt,  um 

zu  beweisen,  da6  die  Nullstellen  der  Funktion  Ja  (r),  wenn  der 
Index  h  reell  und  gröüer  als  — 1  ist,  alle  reell  sind.  Man 
kann  aber  aus  der  Kettenbruchentwicklung  noch  eine  weitere 
Eigenschait  dieser  Nullstellen  entnehmen,  die,  wie  es  scheint, 
noch  nicht  bemerkt  worden  ist.  Die  Nullstelien  sind  nämlich, 
wenn  der  Index  h  rational  ist,  stets  irrational  (abgesehen  von 
der  eventuellen  Nullstelle  m  »  0).  Auch  die  Funktion 

wo  p,  q,  h  irgendwelche  rationale  Zahlen  bedeuten,  hat  keine 

von  Null  verschiedene  rationale  Nullstelle.  Es  folgt  dies  aus 
dem  Legen  dreschen  Irrationalitätssatz,  den  ich  folgender- 
maüen  formuliere: 

Wenn  in  dem  unendlichen  Ketten  bruch 
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die  Oy  OX  bp  ganze  rationale  Zahlen  sind,  welche  ron  einer 
gewissen  Stelle  v  ^  2r  +  1  ab  der  Ungleichung 

genOgen,  so  ist  der  Kettenbruch  konvergent  nnd  hat  einen 
irrationalen  Wert,  es  sei  denn,  daß  Ton  einem  bestimmten  v 
an  dnrchweg     <  0,  -\-  \ay\  ist. 

Herr  Pringsheim  hat  zwar  den  Beweis  dieses  Satzes  in 

der  auf  Seite  498  zitierten  Arbeit  nur  für  den  Fall  tlurcbgefühi  t, 
dati  die  Ungleichung  h,.  >  1  -j-  schon  von  v  =  1  ab  besteht. 
Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  daü  der  Satz  gleichwohl  in  diesem 
weiteren  Umfang  gilt.  Denn  es  ist  jetzt  jedenfalls 

ßy^ON-r    ,      ^  +  Tä  

eine  irrationale  Zaiil.  Indem  man  dann  wieder  in  (17)  A=3  JV 
setzt,  sodann  durch  JBv^i,m  diWdiert  und  v  unbegrenzt  wachsen 
läßt,  erhalt  man: 

(26)  lim  f;  +  ^  =  ÄM^i  ßN  -I-  aj,  4^ 

(27;  lim  =  Bii-,  ßy  +  ay  By.^. 

rs»i>r— nur 

Nun  ist  zu  beachten,  daß  dieser  letzte  Ausdruck  notwendig 
Ton  Null  verschieden  ist.  Denn  da  alle  fiy,  hy  rational  sind, 
so  gilt  das  gleiche  von  7?,v_i,  By  i.  Aber  ßs  ist  irrational; 
also  könnte  der  Ausdruck  nur  dann  verschwinden,  wenn  gleich- 
zeitig Bjf-i  =5  0,  Bj/—2  =  0  wiire,  was  bekanntlich  nicht  möglich 
ist  (wegen  Gleichung  (13)  für  v^N — 1).  Man  kann  also 
(26)  durch  (27)  dividieren  und  findet  so: 

3)  Bp     Bjf^i  ßii  +     Bs-%  ' 

Daher  ist  unser  Kettenbrueh  in  der  Tat  konvergent  und  hat 
einen  irrationalen  Wert   Der  obige  Bruch  könnte  ja  offenbar 

34* 
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nur  dann  rational  werden,  wenn  die  Deierminante  Ax-.]  Bs-i 
—  Aif-%  Bjr^i  den  Wert  Null  hätte,  was  wegen  (13)  nicht  der 
FaU  ist. 

Um  diesen  Satz  nnn  anzuwenden,  führen  wir  in  Glei- 
chung (4)  ftlr  h  und  g  beliebige  rationale  Werte  ein;  man 

wird  stets 

y  9 

setMn  können,  m  t,f,g  ganze  Zahlen  sind  und  g  positir.  E* 
folgt  dann: 

A-iW    2«       1    I         1     I   1  1 


JiW  f 


2 '-±3? 


oder  wenn  man  den  Kettenbruch  durch  einen  äquivalenten 
ersetzt:^) 

«7*-iW     2e  f    \  r     I  /*J_ 

Jkie)""  f  \2{e-\-g)     |2(e-|-2i7)  |2(e+3^) 

Dieser  Kettenbruch  erfüllt  nun  die  Voraussetzungen  des  Irra- 
tionalitätssatzes, und  der  Ausnahmefall  tritt  offenbar  nicht  ein. 

Er  ist  also  zunächst  einmal  konvergent;  daher  kann  #  «  - 

keine  Nullstelle  Ton  Jh  {2)  sein ,  sonst  mQßte  ja  der  Ketten- 
bruch eigentlich  divergieren.  Aber  auLierdem  ist  sein  Wert 
auch  irrational;  daher  ist  die  Zahl 

für  rationale  p,  q  notwendig  von  Null  verschieden.  Damit  ist 
aber  unsere  Behauptung  in  allen  Teilen  bewiesen. 

Hau  beachte,  dafi  dadurch  Eonvergens  oder  Divergens  nicht 

beeinflußt  wird,  weil  bei  zwei  äquivalenten  Kettenbrflehen  auch  die 
Keibe  der  «ukseasiven  N&herungsbrache  die  gleiche  ist. 
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Protokoll 

fiber  die  Sitzung  der  Inftelektrischen  Konmission  der 

kartellierten  Deutscheu  Akademien  zu  München 

am  26.  Oktober  1907. 

Auf  Anregung  der  Göttin^er  Gesellschaft  der  Wissen* 
Schäften  war  die  Erforschung  der  Luftelektrizitüt  wiederum  in 
das  Arbeitsprogramm  des  Kartells  Deutscher  Akademien  auf- 
genommen worden,  nachdem  sich  die  internationale  Assoziation 
der  Akademien  diesen  Fragen  gegenüber  ablehnend  verhalten 
hatte.  Ton  der  Abhaltung  eines  Kartelltages  war  mit  Rücksicht 
auf  den  Mangel  an  anderweitigen  Beratuiigsgegenständen  Ab- 
stand genommen  worden,  wohl  aber  wurde  vorgeschlagen,  datj 
die  kartellierten  Akademien  V'ertreter  zu  einer  Besprechung 
nach  München,  dem  diesjährigen  Vororte  des  Kartells,  dcdegieren 
sollten,  um  ein  Programm  Ober  die  zunächst  in  Angriff  zu 
nehmenden  Arbeiten  zu  entwerfen  und  Yersohiedene  von  diesen 
Arbeiten  selbst  an  die  einzelnen  Akademien  zu  Terteilen. 
Dieser  Vorschlag  wurde  angenommen,  und  am  Samstag  den 
26.  Oktober  1907  vormittags  9  I  hr  traten  in  dem  Physika- 
iisclien  Institute  der  Technischen  Hochschule  zu  München  die 
folgenden  Delegierten  zu  der  genajinten  Kommission  zusammen: 

Herr  Fr.  Exner,  Vertreter  der  Kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Wien;  Herr  Ed.  Riecke  und  Herr 
E.  Wiechert,  beide  als  Vertreter  der  Göttinger  Gesellschaft 
der  Wissenschaften;  Herr  W.  Hallwachs,  als  Vertreter  der 
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Sächsischen  Gesellschaft  der  WisseDschaften  zu  Leipzig  und 
Herr  H.  Ebert,  als  Vertreter  der  Bayerischen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Mflnchen. 

Zunächst  begrüßte  Herr  Direktor  H.  von  Seeliger  die 

Anwesenden  im  Namen  der  Münchener  Akademie  in  Vertretung 
von  deren  l*räsi(l«'ntt'n .  welcher  sein  Bedauern  darüljer  aus- 
sprechen lielä,  diifj  es  ihm  niclit  nuiglich  sei,  die  Vertreter  der 
kartellierten  Akademien  persönlich  hier  in  München  willkommen 
zu  heißen,  da  er  habe  verreisen  müssen.  Herr  Ton  Seeliger 
hob  die  grofie  Bedeutung  der  geplanten  gemeinsamen  Arbeiten 
herror.  Er  berichtete,  dafi  auch  die  Preußische  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin  ihre  vollste  Sympathie  dem  Unter- 
nehmen gegenflber  zum  Ausdruck  gebracht  habe;  sie  zähle 
nur  zur  Zeit  unter  ihren  Mitgliedern  keinen  Gelehrten,  der 
den  lultelektrischen  Forschungen  nahe  ^emi<^  stehe,  um  als 
Delegiertf^-  zw  den  KommissionsberatuiiLTen  entsendet  zu  werden; 
sie  wünsche  aber  über  die  Arbeiten  der  Kommission«  sowie 
über  die  in  Vorschlag  gebrachten  Unternehmungen  auf  dem 
laufenden  erhalten  zu  werden. 

Hierauf  ergriff  Herr  Riecke  das  Wort,  um  zunächst  im 
Namen  der  Anwesenden  f&r  die  'freundliche  Begrüßung  zu 
danken;  erf&hrte  weiter  aus,  dafi  es  jetzt,  nachdem  die  inter- 
nationale Assoziation  auf  die  Vorschläge  der  Deutschen  Aka- 
demien nicht  eingej^angen  sei,  geradezu  eine  Ehrenpfliclit  des 
Kartells  sei,  nun  erst  n-cht  die  aiiu:ere(^ten  Forscliungen  aus 
eigener  Kraft  weiter  zu  fordern;  er  hoÜ'e,  da&  hierfür  auch 
die  nötigen  Mittel  zu  beschaffen  sein  würden,  insofern  nament- 
lich, als  es  sich  zun&chst  Tor  allem  um  die  Weiterbildung  und 
Klärung  der  luftelektrischen  Meßmethoden  handele.  Er  erin- 
nerte an  das  rdche  Maß  von  Anregungen,  das  die  Teilnehmer 
auf  den  Sitzungen  der  iraheren  luftelektrischen  Kommission 
des  Kartells  gewonnen  hatten,  und  gibt  der  Zuversicht  Aus- 
druck, dutä  sich  die  Sitzungen  der  wieder  erstandeuen  Kom- 
mission nicht  minder  fruchtbar  erweisen  werden. 

Endlich  hieü  Herr  Ebert  die  Erschienenen  als  Hausherr 
willkommen;  man  habe  es  für  vorteilhaft  gehalten,  die  Sitzung 
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in  ein  Listitut  m  Terlegen,  in  welchem  im  Anschlüsse  an  die 
Berskmgen  einige  Neneinriehinngen  sowie  die  Terschiedenen 
inslrumentellen  Hilfimaitiel  besichtig  werden  ktanten. 

Hierauf  wurde  in  die  Beratungen  seihst  eingetreten;  die 
Kommission  wühlte  Herrn  Uiecke  zu  ihrem  Vorsitzenden  und 
betraute  Herrn  Ebert  mit  der  Führung  des  Protokolles. 

Herr  Riecke  knüpfte  zunächst  an  den  Antrag  der  König- 
lichen GesellschAfifc  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  an. 

Derselbe  lautet: 

»Die  kartellierten  Akademien  mr)gen  eine  stSndige  Kom- 
mission ernennen,  mit  der  Aufgabe,  die  Methoden  und  Instru- 
mente, welche  zur  Messung  der  luftelektrist  lit>ii  l'ih  iiit  nte  <lienen, 
einer  planniä  1.5 igen  Prüfung  zu  unterziehen,  und  insbesondere 
diejenigen  Methoden  auszuarbeiten ,  deren  Anwendung  bei 
ausgedehnteren  Beobachtungsnetzen  die  besten  Resultate  yer^ 
spricht.* 

Herr  Riecke  ftthrte  zur  Erläuterung  zu  diesem  Antrage 

weiter  folgendes  aus: 

„Auf  der  Versammlung  der  iuternutionalen  Assoziation 
der  Akademien  in  London  wurde  eine  Kommission  gewählt, 
zur  Untersuchung  der  Frage,  ob  sich  zur  Zeit  eine  inter- 
nationale Bearbeitung  der  luftelektrischen  Forschung  in  die 
Wege  leiten  ließe.  Diese  Kommission  ist  im  Anfange  dieses 
Jahres  zu  dem  Schlüsse  gekommen,  dafi  yon  einer  solchen 
Aktion  ▼orläufij]^  abzusehen  sei,  da  eine  Reihe  von  Fragen,  die 
sich  auf  Methodi'U  und  Instrumente  liezit  licu,  noch  nicht  end- 
gültig geklärt  sei.  Unter  diesen  Umständen  tritt  an  das  Kart»dl. 
von  dem  die  Anregung  zu  internationaler  Verfolgung  der  luft- 
elektrischen Probleme  ausgegangen  ist,  die  Aufgabe  heran,  die 
noch  der  Diskussion  unterworfenen  Punkte  einer  erneuten  Be- 
arbeitung zu  unterziehen,  und  so  die  gegen  ein  internationales 
Vorgehen  erhobenen  Bedenken  zu  zerstreuen.  Die  kartellierten 
Akademien  z&hlen  eine  Reihe  von  Forschem  zu  ihren  Mit- 
gliedern, die  sich  in  hervorragender  Weise  an  der  luftelek- 
trischen Forschung  beteiligt  haben:  der  genannte  Zweck  Avürde 
ohne  Zweifei  in  der  volikouimünsten  Weise  erreicht,  wenn 
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diese  Forscher,  in  der  ständigen  Komniisnon  Tereinigi,  Ge- 
legenheit haben  würden,  in  regelmäßigen  Sitsongen,  eiwm  im 
Anschluß  an  die  KartellTersanmilungen,  ihre  Erfahrungen  aos- 
zntauschen  und  Uber  eine  swednn&ßige  Verteilung  der  bei  den 
Beratungen  «eh  ergebenden  Aufgaben  sich  zu  yerständigen.* 

Diese  Ausführungen  begegneten  der  vollsten  Zustimmung 
alier  Anwesenden. 

Herr  Exner,  welcher  den  Vorsitz  in  der  erwähnten  Kom- 
mission der  Assoziation  geführt  hatte,  berichtete,  welchen  Ver- 
lauf die  Tätigkeit  dieser  Kommission  genommen,  und  wie  die 
ablehnende  Haltung  derselben  zum  Ausdruck  gekommen  sei; 
er  ist  der  Ansicht,  daß  diese  internationale  Kommission  auf- 
gebort habe,  zu  existieren,  was  sich  mit  der  Aufibssung  der 
sämtlichen  Anwesenden  deckt 

Ih  rv  Uiecke  machte  hierauf  den  Vorschlag,  um  der  gegen- 
wärtigen Tagung  ein  bestimmtes  Programm  zu  Grunde  legen 
zu  können,  zuerst  A)  die  allgemeinen  Gesichtspunkte  zur 
Sprache  zu  bringen  und  sodann  B)  in  die  Beratung  der  ein- 
zelnen Gegenstände  einzutreten,  wobei  jenes  Programm  als 
Richtschnur  dienen  könne,  welches  seinerzeit  der  Assoziation 
▼orgeschlagen  worden  ist. 

Ad  A)  führte  Herr  Ebert  aus,  man  habe  in  der  Kom- 
mission der  Assoziation  das  Bedenken  erhoben,  daß  die  luft- 
elektrischen Meßmethoden  noch  nicht  genügend  ausgebildet 
seien,  um  ein  größeres  Unternehmen  internationaler  Art  zu 
rechtfertigen;  dies  könne  wohl  nicht  von  den  Methoden  der 
Potentialmessung  gelten,  wo  durch  Exner  und  seine  Schule 
ein  allen  Anforderungen  genügendes  und  nach  allen  Richtungen 
hin  durchprobiertes  transportables  Instrumentarium  geschaffen 
sei,  andererseits  erprobte  Registrierrerfahren  fortlaufende  Auf- 
zeichnungen an  gewissen  Basisstationen  ermöglichten.  Gerade 
die  Messung  dieses  Elementes  sei  aber  —  wie  schon  früher 
oft  g(^nug  betont  worden  ist,  —  wenn  sie  einmal  in  Termin- 
beobachtungen über  den  ganzen  Erdball  au>gedehnt  würde, 
eine  besonders  wichtige  und  für  die  Assoziation  auch  besonders 
geeignete  Aufgabe.   Von  den  anderen  Vertretern  wurde  hier- 
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gegen  geltend  gemacht,  man  solle  rorderhand  von  der  Be- 
teiligung der  Aeaosiation  Oberhaupt  Abstand  nehmen;  wenn 
▼on  Seiten  der  kartellierten  Deutschen  Akademien  aus  erst 

ausgedehntere  Unternehinimgen  auf  luftelektrischem  Gebiete 
in  die  Wege  geleitet  seien,  würden  sich  sicher  auch  fremde 
Akademien  anschlieüen,  ohne  daß  es  nötig  wäre,  den  Apparat 
der  Assoziation  in  Bewegung  zu  setzen. 

Ad  B.  Der  Reihe  nach  werden  die  folgenden  einzelnen 

i*unkte  genauer  durchberaten: 

1.  Potentialmessungen.  In  neuerer  Zeit  sind  yer- 
schiedene  Elektrometerformen  in  Vorschlag  gebracht  worden, 
welche  dazu  bestimmt  sind,  das  Blfittchenelektroskop  zu  er- 
setzen, dem  trotz  der  nicht  unwesentlichen  Verrollkommnungen, 

die  man  an  demselben  angebracht  hat,  noch  gewisse  Mängel 
ohne  Zweifel  anliaftcn.  In  Betracht  kommen  vor  allem  Blättclien- 
elektrometer  mit  Mikroskopablesung,  das  Elektrometer  von 
Wulü'  und  das  Lutz-Edelmannsche  Saitenelektrometer.  Herr 
Wie  eher  t  teilt  mit,  daü  er  mit  Untersuchungen  über  die 
Brauchbarkeit  des  Torsionselektrometers  beschäftigt  ist.  Herr 
Hall  wachs  erwähnt,  daß  er  seit  5  Jahren  mit  Blättchen- 
elektrometem  mit  Mikroskopablesung  bei  seinen  Untersuchungen 
gearbeitet  und  sehr  gute  Erfahrungen  mit  denselben  gemacht 
habe.  Es  sollen  eingehende  Vergleiche  zwischen  diesen  ver- 
schiedenen Elektrometern  angestellt  werden,  namentlich  bezüg- 
lich ihrer  Verwendbarkeit  für  luftelt  k irische  Untersuchungen. 
Die  Herren  Ebert  und  Wiechert  übernehmen  den  Auftrag 
hierfiber  im  nächsten  Jahre  an  die  Kommission  zu  berichten. 
Herr  Hallwachs  erklärt,  daß  er  die  Eonmiission  durch  seine 
Erfahrung  auf  elektrometrischem  Gebiete  gerne  unterstützen 
werde.  Es  wird  weiter  henrorgehoben,  wie  wichtig  es  ist,  daß 
an  einzelnen,  mit  größeren  wissenschaftlichen  lliltsmitteln  aus- 
gerüsteten Stationen  Registrierungen  des  Potentialgetalles  aus- 
geführt werden.  Es  wird  betont,  dalj  sich  das  mechanische 
Registrierverfahren  in  der  Benndorfschen  Anordnung,  und 
diese  selbst  durchaus  bewährt  haben,  und  an  der  punktweisen 
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Registrierung  festgehalten  werden  könne,  trotz  der  gegen  dieses 
Verfahren  Ton  gewisser  Seite  erhobenen  Bedenken. 

Eine  ganz  besondere  Sorgfialt  erfordert  die  Wahl  der 
Sonden,  Kollektoren  oder  Elektroden.  Hier  haben  sich  die 
Polonium-  (also  Radium-F,  aber  nicht  die  Radium-)  Elektroden 
bewährt;  da  dieselben  in  ihrer  Wirksamkeit  aber  mit  der  Zeit 
abklingen,  ist  es  von  bosotulerem  Werte,  dalä  Herr  Exner 
bekannt  gibt,  daß  die  \\  ieuer  Akademie  über  einen  größeren 
Vorrat  an  Polonium  aus  den  Joachimstaler  Erzen  verfUgt  und 
die  Neuaktivierung  von  Elektroden  fUr  die  Zwecke  der  wissen- 
sehaftlichen  Untersuchungen  des  Kartells  übernehmen  wtbrde; 
nur  die  eine  Bedingung  sei  zu  erf&llen,  daß  die  eingeschickten 
Elektroden  und  ihre  Zuleitungen  nur  aus  Platin  bestehen, 
damit  die  das  Polonium  enthaltenden  Losungen  nicht  verun- 
reinigt werden. 

So  wertvoll  die  Radiokollektoren  auch  im  allgemeinen 
sind,  so  kaim  doch  im  speziellen  die  Wolke  von  Ionen,  welche 
sie  dauenid  um  sich  herum  erzeugen,  für  gleichzeitig  anzu- 
stellende andere  luftelektrische  Messungen  unter  Umständen 
störend  wirken,  z.  B.  im  Luftballon.  Hier  können  die  soge- 
nannten 9  Aktinoelektroden*  als  Ersatz  herangezogen 
werden,  frisch  amalgamierte  Zinkplatten,  welche  infolge  des 
Hallwaehs-Effektes  im  Sonnen«  oder  hellen  Tageslichte 
elektrisch  ausgleichend  wirken.  Ein  Nachteil  haftet  ihnen 
nach  den  bisherigen  Erfahrungen  an:  sie  ermüden  ziemlich 
rasch,  wie  es  scheint,  besonders  rasch  in  den  höheren  Schichten 
der  Atmosphäre.  Herr  Hallwachs  spricht  die  Vermutung 
aus,  daß  vielleicht  der  größere  Ozongehalt  dieser  Schichten 
hierbei  mitwirke  und  fragt  an,  ob  zuverlässige  yergleichende 
Messungen  des  Ozongehaltes  der  höheren  Schichten  Torliegen; 
nach  eingehender  Erörterung  wird  festgestellt,  dafi  zur  Zeit 
leider  noch  keine  zuTerl&ssige  Methode  bekannt  ist,  den  Ozon- 
gehalt der  Luft  mit  einiger  Sicherheit  zu  messen,  Herr  Hall- 
wachs  stellt  in  Aussicht,  die  ganze  Frage  der  Aktin oelek- 
t roden  einer  eingehenden  Prüfung  unterwerfen  zu  lassen  und 
darüber  im  nächsten  Jahre  zu  berichten. 
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Herr  Wiechert  hebt  die  Bedeutang  der  Spritzkollek- 
toren  hervor,  die  sieh  bei  den  Yenrollkommnungen  von  Linke 
nnd  Oerdien  sehr  gut  bewShrt  haben.   Er  berichtet  ferner, 

daß  er  auf  die  schon  von  Palniieri  benutzten  mechanischen 
festen  Elektroden  aufmeiksatn  t^eworden  sei;  es  seien  üher 
diese  am  Geophysikalischen  Institute  zu  Güttingen  Unter- 
suchungen im  Gange,  welche  Erfolg  versprechen,  und  über  die 
der  Genannte  im  nächsten  Jahre  Näheres  berichten  wird. 

üm  die  Angaben  der  Kegistrierapparate  «anf  die  Ebene 
reduzieren*  zu  können,  muß  man  gleichzeitige  Messungen  mit 
einem  transportablen  Instrumente  im  Terrain  anstellen;  dabei 
hat  sich  gezei<^t.  daß  es  nicht  gleichgültig^  ist,  in  welcher  Höhe 
über  dem  Hoden  man  dt  ii  Kolb-ktor  anfstcllt.  Ks  sclicint  d<'ni- 
nacli  das  Potentialgefälle  in  den  untersten  Schichten  des  Luffc- 
meeres  nicht  konstant,  sondern  ziemlich  stark  veränderlich  zu 
sein.  Diesem  Punkte  soll  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  ?e* 
widmet  werden,  da  ja  Änderungen  im  Gefälle  nach  der  Pois- 
son sehen  Gleichung  mit  der  Anwesenheit  freier  räumlicher 
Ladungen  im  innigsten  Zusammenhange  stehen  müssen.  In 
Wien,  Göttingen  und  München  soll  diese  Frage,  sei  es  durch 
gleichzeitige  Anwendnnrr  mflirerer.  in  vorsrliiedenen  Höhen 
angebrachter  Kollektoren ,  sei  es  mittels  kleiner  gefesselter 
Sondenballons  der  Klärung  näher  gebracht  u;id  über  die  dies- 
bezüglichen Ergebnisse  im  nächsten  Jahre  berichtet  werden. 

2.  Leitf&higkeitsbestimmungen.  Es  wird  zunächst  über 
die  Verwendung  des  Elster-Geitelschen  Aiiparates  gesprochen, 
der  sich  durch  seine  ungemeine  IlaiuUichkeit  auszeichnet,  und 
dem  in  der  Ent\vicklnng  der  liiftelektrischen  Forschung  eine 
so  große  Bedeutung'  zukommt.  Die  Mitglieder  der  Konmiission 
sind  darülior  einig,  daß  die  früher  übliche  Benutzung  mit 
Schutzdach  auf  alle  Fälle  zu  verlassen  sei,  da  unter  diesen 
Umständen  die  Angaben  des  Apparates  in  keiner  genau  zu 
bestimmenden  Beziehung  zu  den  zu  messenden  luftelektrischen 
Elementen  stehen.  Dagegen  haben  die  Untersuchungen  von 
Schering  gezeigt,  daß  der  Apparat  vollkommen  brauchbare 
Werte  der  Leitfähigkeit  liefert,  wenn  man  ihn  der  freien  Luft 
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exponiert,  und  wenn  man  außerdem  die  Anordnung  so  abändert^ 
daß  die  gesättigten  Stromteile  zwischen  dem  geladenen  Körper 
und  zwischen  den  benachbarten  Teilen  des  Elektrometers  keine 
Bolle  spielen.   Gegen  das  Erdfeld  wird  der  Apparat  hinreiehend 

geschützt,  wenn  er  unter  einer  Laube,  einem  Baume,  einem 
aus  Drahtnetz  herf^estellteii  Schutzdache  aufgestellt  wird. 
Wichtitr  ist  es  vor  allen  Dingen,  daü  die  Geschwindigkeit  der 
Luftbewegung  dabei  ganz  herausfallt,  ein  Theorem,  welches 
für  alle  Formen  der  Leiterflächen  zu  beweisen  vor  kurzem 
Herrn  ßiecke  gelungen  ist  (die  betreffende  Abhandlung  wird 
in  der  Sitzung  vorgelegt).  Die  Bedenken,  welche  Ton  Herrn 
K.  Kurz  gegen  den  Gebrauch  des  Gerdienschen  Apparates 
Tor  kurzem  erhoben  worden  sind,  sollen  noch  eingehender  ge- 
prüft werden. 

Von  großer  Bedeutung  sind  die  fortlaufenden  Registrie- 
rungen der  Ijeitfahigkeit  in  absolutem  Maße,  welche  am  Güt- 
tinger  Observatorium  auf  Grund  der  iiieckeschen  Theorie  und 
im  Anschlüsse  an  die  Arbeiten  Scherings  durchgeführt  wer- 
den und  über  die  Herr  Wiechert  eingehender  berichtet.  Die 
Versuche  sollen  fortgesetzt  werden;  Herr  Wiechert  wird  über 
die  Ergebnisse  dieser  Registrierung  im  nichsten  Jahre  Näheres 
mitteilen. 

Kennt  man  das  Potentialgefftlle  und  die  gleichzeitigen 
Werte  der  Leitfähigkeit,  so  kann  man  die  Intensität  des  verti- 
kalen lonf'iistronies  berechnen,  eine  Größe,  welche  zur  Be- 
urteilung des  Elektrizitäfshaushaltes  in  der  Natur  von  gnißter 
Wichtigkeit  ist.  Herr  £bert  kommt  auf  seine  seinerzeit  auf 
Anregung  der  luftelektrischen  Kommission  unternommenen  Ver- 
suche zurflck,  diese  Intensit&t  direkt  galTanometrisch  zu  be- 
stimmen, und  hebt  die  Schwierigkeiten  herror,  welche  hierbei 
die  Influenzwirkungen  von  Seiten  des  erdelektrischen  Feldes 
den  Messungen  entgegenstellen.  Er  erwithnt  die  Versuche  Ton 
Wilson,  welche  augenblicklich  von  Herrn  K.  Lutz  weiter 
verfolgt  werden  und  spricht  die  Hoti'nung  aus,  daß  es  gelingen 
möge,   auch  diese  wichtige  Größe  fortlaufend  zu  registrieren. 

lithe  dieser  Punkt  der  Tagesordnung  yerlasseu  wird,  wird 
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die  Frage  aufgeworfen,  ob  es  nicht  möglich  ist,  die  mit  dem 
Elster-Geite Ischen  Apparate  durchgeführten  Messungen  noch 
nachträglich  auf  absolutes  oder  doch  wenigstens  vergleich- 
bares Maä  zurackzttfQhren.  Herr  Ezner  erwähnt,  dafi  sieh 
Herr  Schwei  dl  er  emgehend  mit  dieser  Frage  beschäftigt 
habe,  daß  die  Aussichten  hier  aber  sehr  wenig  gOnstig  sbd. 
Um  dennoch  das  umfangreiche,  mit  diesem  Apparate  bereits 
erhaltene  Material  nach  Möglichkeit  nutzbar  zu  machen,  soll 
diese  Frage  nuch  eiiiiiiul  eingehender  behandelt  werden  und 
zwar  wird  vorgeschlagen,  daÜ  die  Wiener  Akademie  diesen 
Teil  des  Arbeitsprogramms  übernimmt. 

3.  Ionen  Zählungen.  Gegenüber  den  Messungen  mit 
den  Aspirationsapparaten  zur  Bestimmung  der  lonendichte  in 
der  Atmosphäre,  wie  sie  namentlich  von  Ebert  eingeführt 
wurden,  sind  im  ganzen  drei  Bedenken  erhoben  worden: 

a)  diese  Apparate  ließen  einen  großen  Teil  der  in  der 
Atmosphäre  vorhandenen,  elektrisch  geladenen  Partikelchen 
ungezählt  durch  sich  hindurchfliegen  (Langevin); 

b)  sie  täuschten  eine  ünipolarität  vor  infolge  der  Defor- 
mation, welche  die  Potentialtlächen  des  Erdfeldes  durch  den 
Apparat  selbst  erleiden  (Gerdien); 

c)  sie  täuschten  ein  zu  großes  Überwiegen  der  positiTen 
Ionen  Tor,  weil  sich  bei  dem  Einfangen  derselben  auf  dem 
negativ  geladenen  Innenzylinder  akttve  Zer&llsprodukte  des 
Radiums  (induzierte  Aktivität)  niederschlagen  (K.  Kurz). 

Ad  a.  Die  Apparate  wurden  zunächst  zu  dem  Zwecke  kon- 
struiert, um  ein  Urteil  über  die  Zahl  der  Ionen  von  nor- 
maler Beweglichkeit  pro  Kaumeinheit  zu  erlangen,  wie  sie 
durch  Köntgenstrahlen  oder  die  Strahlungen  der  Xiadioelemente 
direkt  erzeugt  werden.  Schon  ))ei  den  Versuchen,  welche  zum 
Ausprobieren  der  fUr  diesen  Zweck  zu  wählenden  Apparat- 
dimensionen angestellt  wurden,  entging  die  Tatsache  nicht, 
daß  neben  diesen  beweglichen  Ionen  noch  weit  trägere,  elek- 
trisch geladene  Partikelchen  in  der  Atmosphäre  regelmäßig 
mit  vorhanden  sind,  welche  eben  wegen  ihrer  Trägheit  durch 
den  Apparat  hiudurchschlüpfteu  und  vou  dem  in  diesem  be- 
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stehenden  elektrischen  Felde  nicht  mit  ehigefangen  wurden. 
Ihr  Betrag  war  ein  sehr  wechselnder.  Sollten  sie  mit  abge- 
fangen werden,  so  liütte  der  Asj)irationsapparat  weit  größere 
Dimensionen,  das  Feld  desselben  eine  unbequem  hohe  Stärke 
erhalten  miissenf  der  Apparat  wäre  unhandlich  geworden,  seine 
Transportfähigkeit  stand  in  Frage.  Schließlich  entschied  die 
Erwägung,  dafi  diese  trftgen  Ionen,  selbst  wenn  sie  an  Zahl 
die  beweglichen  um  das  Mehrfache  übertrafen,  zu  der  Leit- 
föhigkeit  der  Luft  doch  nur  einen  Terschwindend  kleinen  Bei- 
trag liefern  konnten,  eben  wegen  ihrer  geringen  Wanderungs- 
geschwindigkeit. Der  A})j){irat  wurde  daher  in  den  kleinen 
Dimensionen  ausgeführt.  Immerhin  ist  diesen  ,Langevin- 
Jonen"  seither  fortgesetzt  Aufmerksamkeit  gewidmet  worden. 
Es  zeigte  sich,  daü  ihre  Zahl  einen  gewissen  Parallelismus  mi& 
dem  Staubgehalte  der  Luft  aufweist,  wie  er  mittels  eines 
Aitkenschen  Staubzählers  ermittelt  wurde.  Es  scheint  daher, 
daß  diese  Ionen  nichts  anderes  sind,  als  gewöhnliche  Ionen, 
welche  durch  Adsorption  an  Staubpartikelchen  gefesselt  sind; 
namentlich  die  negativen  Ionen  können  hierdurch  in  über- 
wiegender Zahl  „molisiert*  werden,  ebenso  bei  Taubildung 
infolge  von  Kondensation;  hierüber  hat  Herr  Daunderer 
eiogehende  Studien  gemacht,  welche  demnächst  TerölfeniUcht 
werden  sollen. 

Femer  ist  zu  bemerken,  dai  die  in  der  Umgebung  von 
Mfinchen  außerhalb  der  Stadt  angestellten  Beobachtungen  bei 
weitem  nicht  den  hohen  Betrag  an  solchen  trfigen  Ionen  er- 
geben, wie  ihn  Langevin  in  seiner  Mitteilung  angibt;  b^ 

seinen  Beobachtungen  müs.sen  daher  wohl  besonders  ungOnstige 
Verhältnisse  mitgewirkt  haben. 

Die  neuen  von  Günther  und  Tegetmeyer  (Braunschweig) 
gebauten  Apparate  sind  so  dimensioniert,  daß  alle  Ionen  bis 
herab  zu  einer  Beweglichkeit  von  0,2  cm/sec.  pro  1  Volt/cm 
Tätefalle  sicher  abgefangen  werden;  oberhalb  dieser  Grenze  liegt 
aber  die  Beweglichkeit  aller  jener  elektrischen  Trfiger,  welche 
man  als  , Gasionen*  zu  bezeichnen  pflegt.  Unterhalb  dieser 
Grenze  liegen  zunickst  nur  sehr  wenige  (meist  positive  Träger), 
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dann  erst  kommen  die  Lange vin-Ionen  mit  Beweglichkeiten 
von  1/1500  bis  herab  zu  1/4500  cm/sec.  pro  1  Volt/cm  Getalle, 
also  Ton  einer  ganz  anderen  Grüßenordnung.  £s  kann  daher 
ala  auagemacht  gelten,  dali  der  lonenaspirator  auch  wirklich 
,Ionen*  zühlt. 

Ad  b.  Dafi  das  meist  und  an  allen  Orten  nnter  normalen 

Verhältnissen  konstatierte  Überwiegen  der  Zahl  der  positiyen 
Ionen  eine  reale  Bedeutung  hat,  und  niclit  durch  eine  Beein- 
flussung des  A|)parates  durch  das  Erdfeld  vorgetäuscht  wird, 
ist  durch  zahlreiche  Versuche  erwiesen,  bei  denen  besonders 
darauf  geachtet  wurde,  dafi  die  Wirkungen  dieses  Feldes  ab- 
geschirmt waren;  auch  wurde  die  genannte  Unipolarit&t  in 
Keüerriumen  konstatiert,  in  welche  die  Luft  direkt  aus  den 
Erdkapillaren  übertrat,  in  denen  aber  natOriich  von  StSrungen 
Ton  Seiten  des  Erdfeldes  nicht  die  Rede  sein  konnte.  Hierher 
gehören  nanuntlicli  auch  interessante,  seither  noch  nicht  ver- 
öüentlichte  Beobachtungen  in  der  bteinbruchshöble  zu  Krems- 
mUnster. 

Ad  c.  Infolge  des  Emanationsgehaltes  der  Luft  schlagen 
sich  auf  negativ  geladenen  Körpern  Zerfallsprodukte  des  Kadiums 
nieder,  welche  ihrerseits  bei  ihren  fortschreitenden  Verwand- 
lungen wieder  neue  Ionen  erzeugen.  Hierfür  sind  Spannungen 
Ton  ca.  200  Volt,  wie  sie  im  Aspirationsapparate  yerwendet 
werden,  bereits  ausreichend.  Herr  Kurz  hatte  daraufhin  die 
Vermutung  ausgesprochen,  dafi  ein  Teil  der  bei  diesen  ApjKi- 
raten  gefundenen  Unipolaritäten  auf  diese  Ursache  zurückzu- 
führen sei.  Hier  ist  aber  noch  folgendes  zu  beachten  (worauf 
unterdessen  zum  Teil  auch  schon  Herr  K.  W.  F.  Kohlrausch 
aufmerksam  gemacht  hat):  Ist  der  Innenzjlinder  —  geladen, 
BD  ist  die  Innenwand  des  ftufieren  Zylinders  +  geladen,  auf  dem 
inneren  Zylinder  setzen  sich  die  Zerfallsprodukte  der  Ema- 
nation ab,  die  nun  von  hier  aus  neue  Ionen  erzeugen,  ent- 
sprechend der  Keicli weite  ihrer  n -Strahlen,  «hi  ja  diesen  der 
Haupfcanteil  an  der  Ionisierung  der  umgebenden  Luft  zukommt. 

Bei  Umladung  müssen  sich  aber  diese  Produkte  an  der 
Innenwand  des  äußeren  Zylinders  absetzen;  sie  zerfallen  hier 
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und  senden  dabei  a- Strahlen  von  derselben  Reichweite  wie 
vorher  aus.  Dalä  durch  die  Verschiedenheit  der  in  den  beiden 
Fällen  zur  Verfügung  stehenden  lonisierungsgebiete  die  Höhe 
der  tatsächlich  beobachteten  Unipolaritäten  bei  weitem  nicht 
erreicht  wird,  lehrt  sowohl  ein  ungefährer  Überschlag  als  auch 
eine  Reihe  direkter,  in  Mflnchen  von  Herrn  Heia  unter  be- 
sonders gOnstigen  Umständen  angestellter  Versuche.  Wieweit 
der  Ton  Herrn  Kurz  angezeigte  Einfluß  in  Wirklichkeit 
reicht,  soll  durch  direkte  Versuche  noch  eingehender  studiert 
werden,  und  zwar  Uberniuuut  München  diesen  Teil  des  Pro- 
gramms. 

4.  Niederschlagselektrizit&t.  Herr  Wiechert  be- 
richtet Uber  die  neueren  Arbeiten  im  OGttinger  ObserTatorium, 

welche  es  möglich  gemacht  haben,  die  Niederschlagselektrizitüt 
mittels  des  Galvanometers  zu  registrieren.  Es  wird  dabei  eine 
AuffantrHiiilie  von  25  Quadratmetern  benutzt.  Die  Einrichtung 
wurde  von  Dr.  Hermann  zusammengestellt  Jetzt  ist  Dr.  Zo  ep- 
pritz  damit  beschäftigt,  sie  anzuwenden  und  auch  noch  weiter 
zu  yerrollkommnen. 

Auf  die  regelmäßige  Prüfung  der  Isolationen  und  auf  Ver- 
meidung von  Stauungen  durch  verspritzendes  Wasser  (Lenard- 
EÜ'ekt)  und  durch  das  Erdfeld  wurde  besonders  Bedacht  ge- 
nommen. Die  ganze  Apparatur  erfordert  freilich  einen  ziem- 
lichen Aufwand  an  Mitteln  und  Wartung,  so  dafi  wohl  nur 
größere  Obseryatorien  ähnliche  Registrierungen  werden  aus- 
fuhren können. 

Daher  verweist  Herr  Exner  auf  die  sehr  bequeme  Methode 
der  direkten  Beobachtung  von  Herrn  Mache,  bei  welcher  die 
Niederschläge  auf  einer  isoliert  aufgestellten  Bürste  aufgefangen 
und  mit  dieser  in  das  Zimmer  hereingebracht  werden,  wo  ihre 
Ladung  geprüft  wird.  Diese  Methode  hat  sich  bei  der  Unter» 
suchung  von  Herrn  Weiß  trefflich  bewahrt  und  wird  augen- 
blicklich von  Herrn  E.  W.  F.  Kohlrausch  auf  einer  Expe- 
dition nach  Portoriko  dazu  benutzt,  die  elektrischen  Eigen- 
schaften der  Tropeuregen  zu  studieren. 
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Von  den  erluüieneD  Resultaten  wird  zun&chst  nur  die 
eigentttmliehe  Tatsache  hervorgehoben,  daß  im  Anfange  eines 
Niederschlages  die  Ladung  auch  dem  Vorzeichen  nach  außer- 

ordentlich  wechselt.  Die  Fortführunjj^  dieser  Untersuchungen 
empfiehlt  die  K<>imiussi(»ii  ii^aiiz  besonders  dringlich,  damit 
einmal  klargelegt  wird,  welchen  Eintluü  dieser  augenscheinlich 
sehr  wichtige  Faktor  in  dem  Elektrmtätshaushalte  des  Systems 
Ateiosphäre-lSirde  eigentlich  besitzt 

5.  Radioaktivit&t  der  Atmosphäre  and  des  Erd- 
bodens.   Hierbei  handelt  es  sich  einerseits  um  die  aktiren 

Bestandteile  der  Luft,  andererseits  um  diejeniiren  der  Hoden- 
konstituenteii.  Was  erstfie  betrifft,  so  ist  wulil  kauin  zu  leugnen, 
daü  die  auf  negativ  geladenen  und  frei  exponierten  Drähten 
induzierte  Aktivität  kein  genaues  Maati  für  die  pro  Kubik- 
meter Torhandene  Emanationsmenge  abgeben  kann,  da  die  Akti- 
vierung des  Drahtes  ebenso  von  der  Menge  der  Induktions- 
trSger  in  der  Volomeinheit  wie  von  ihrer  Beweglichkeit  ab- 
hängt. Bs  werden  die  Methoden  besprochen,  bei  denen  die 
Emanation  in  Flüssigkeiten  absorbiert  und  dann  aus  diesen 
wieder  ausgeschüttelt  wird.  Der  Versuch,  die  Emanation  auf 
gekühlter  Kohle  zu  adsorliieren,  führte  nicht  zum  Ziel,  da  die 
Emanation  nur  zum  Teil  wieder  losgelassen  wird.  Herr  Ebert 
erwähnt,  dafi  in  München  die  Versuche  wieder  aufgenommen 
werden  sollen,  die  Emanation  durch  VerflOssigung  zunächst 
einsafimgen  und  anzureichern,  und  dann  ihren  Betrag  im 
Laboratorium  quantitativ  zu  bestimmen.  NatQrlich  wird  diese 
Methode  nur  in  einzelnen  geeignet  ausgerflsteten  Instituten 
Anwendung  finden  können. 

Herr  Iii  ecke  erwähnt  eine  Untersuchung  von  Herrn 
Gerdien,  deren  Ziel  in  erster  Linie  die  Bestimmung  der  He- 
weglicbkeit  war,  welche  die  Träger  der  radioaktiven  Induk- 
tionen in  der  Atmosphäre  besitzen.  Beobachtet  wurde  in 
einem  Bereiche  von  Beweglichkeiten,  das  von  25  cm/sec.  bis 
zn  Vmooo  cm/sec.  pro  Volt/cm  sich  erstreckte;  es  wurde  unter- 
sucht, wie  sich  die  Oesamtzahl  der  Träger  auf  die  einzelnen 
Beweglichkeitsintervalle  verteilt.    Aus  der  spezifischen  Zahl 

1907.  äiUunfsb.  d.  inatb.-pii>s.  KL  ^ 


Digitized  by  Google 


518       Siteung  der  mfttli.-phja.  Klatse  vom  7.  Dezember  IWT. 


der  Träger  wurde  die*Ton  den  Radium-  und  den  Thorindnk- 

tioneii  in  der  Atmosphäre  entwickelte  lonisierungsstärke  be- 
rechnet. Sie  erjL^ab  sich  als  ein  kleiner  Bruchteil  von  der- 
jenigen, die  zur  Autrechterhaltung  der  Ionisation  in  der  Atmo- 
sphäre nf^tweiuiiLj  ist. 

BezügUcli  der  Prüfung  von  Bodenproben  hat  sich  der 
Apparat  Ton  Elster  und  Geitel  in  der  neuen  Form  trefflichst 
bewährt.  Die  Kommission  beschließt,  an  die  genannten  beiden 
Herren  das  Ersuchen  zu  richten,  die  Arbeiten  des  Kartells 
nach  dieser  Richtung  hin  zu  unterstützen. 

t).  Bul  Ion  heo  buch  tun  gen.  Eines  der  wichtigsten  Pro- 
bleme hihh't  liier  die  Elimination  der  durch  den  Ballonkörpor 
hervorgerufenen  Störungen  des  freien  Feldes.  Die  theoretischen 
Arbeiten  der  Herren  Linke  und  Benndorf  werden  besprochen. 
Herr  Ebert  erwähnt,  datä  die  Frage  mittels  eines  in  ein  künst- 
liches Feld  gebrachten  Ballonmodells,  wie  er  es  frflher  schon 
vorgeschlagen  habe,  Ton  Herrn  K.  Lutz  untersucht  worden 
ist,  worüber  demnächst  in  der  Zeitschrift  für  Physik  der  Atmo- 
sphäre eingehender  berichtet  werden  wird.  Trotzdem  kann  es 
natürlich  nur  hcgrüLH  werden,  wenn  auch  von  anderer  Seite, 
wie  Herr  Wiechert  hier  im  Namen  von  Dr.  Linke  ankündigt, 
die  Frage  nach  anderen  Methoden  noch  behandelt  wird. 

Für  die  Beobachtungen  im  Ballon  wie  übrigens  auch  auf 
der  See  bedarf  das  Instrumentarium  noch  einer  besonderen 
Aus-  und  Durchbildung.  Die  Kommission  spricht  aus,  wie 
wichtig  es  ist,  dai  Methoden  gefunden  werden,  welche  sichere 
luftelektrische  Messungen  auch  im  Ballon  und  auf  dem  Meere 
auszuführen  gestatten,  da  die  bisherigen  Methoden  der  Ver- 
vollkomumung  geiaile  nach  dieser  lüchtung  hin  noch  bedürfen. 

7.  Beweglichkeit  und  Wiedervereinigung.  Die  Be- 
stimmung dieser  lonenkonstanten  ist  zwar  ebenfalls  als  sehr 
wichtig  zu  bezeichnen,  da  aber  das  entwickelte  Programm  an 
sich  schon  sehr  reichhaltig  ist,  so  möchte  die  Kommission 
nach  dieser  Richtung  hin  dem  Kartell  zunächst  noch  keine 
bestimmten  VorschlSge  unterbreiten,  sondern  flberlifit  die  För- 
derung dieser  Fragen  privater  Initiative. 
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Als  das  große  Ziel,  auf  welches  alle  Arbeiten  des  Kartells 
in  letzter  Instanz  gerichtet  sein  müssen,  httrachtet  dii'  Koni- 
mission nach  wie  vor  die  Ausdehnung  luttelektrisclier  Messung 
über  die  ganze  Obertiäche  der  Erde.  Als  Vorarbeit  l'Ur  ein 
80  umfassendes  Uniemehmen  hält  die  Kommission  die  probe- 
weise Abhaltung  Ton  einigen  Terminbeobachtungen  in  dem 
Bereiche  des  Kartells  fQr  durchaus  nötig.  Denn  nur  so  kann 
man  sich  darüber  unterrichten,  wie  solche  Beobachtungen  am 
besten  zu  organisieren,  welches  die  Süßeren  Bedingungen  sind, 
unter  denen  sie  Erfolg  versprechen.  Mit  [{ücksicht  liirrauf 
muß  in  hohem  Mal.'ie  ])ediin»'rt  werden,  duü  sicli  im  Königreich 
äachsen  noch  keine  lüfte iek irische  Station  beiindet-,  dieselbe 
wtlrde  in  hervorragendem  Maße  geeignet  sein,  als  Zwischen- 
station die  nord-  und  süddeutschen  Stationen  zu  verbinden. 
Die  Kommission  spricht  sich  dahin  aus,  daß  es  für  das  Zu- 
sammenarbeiten der  Deutschen  Luftelektriker  von  der  größten 
Bedeutung  wÄre,  wenn  in  Sachsen  eine  Station  errichtet  würde. 
Herr  II  all  wachs  erklärt  sich  bereit,  die  Wünsche  der  Kom- 
mission der  K.  Sächsischen  Stiiatsregierung  zu  unterl^rt  iton. 

Die  nächste  Tagung  der  Kommission  soll  im  Anschlüsse 
an  das  nächstjährige  Zusammentreten  des  Kartell  verband  es, 
also  der  Reihenfolge  der  Vororte  entsprechend,  voraussichtlich 
in  Berlin  stattfinden. 

Nach  kurzer  nochmaliger  Zusammenfassung  der  Haupt- 
punkte der  stattgehabten  Besprechungen  schließt  Herr  Riecke 
die  Sitzung.  — 

Am  Nachmittage  wurde  ein  Kundgang  durch  das  Physi- 
kalische Institut  der  Tcclinischen  Hochschule  vorgenommen, 
wobei  die  luftelektrischeii  Apparate  und  Einrichtungen  daselbst 
besichtigt  wurden  und  sich  noch  Gelegenheit  gab,  eine  Keihe 
von  Einzelfngen  zu  erörtern. 

Gezeichnet: 

Riecke,  als  Vorsitzender.     Ebert,  als  Protokollführer. 
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Öffentliche  Sitzung 

zu  Ehren  Seiner  Königlichen  Hoheit  des 

Prinz-Kegeuteu 

am  14.  Desember  1907. 


Der  PrilsiUent  der  Akademie,  Herr  K.  Th.  v.  Heigel, 
eröffnete  die  Festsitzung  mit  einer  Rede: 

Die  Anfänge  des  Welthundes  der  Akademien, 

welche  besonders  im  Druck  erschienen  ist. 

Hierauf  verkündigte  der  Elassensekretär,  Herr  G.  Voit, 
die  Wahlen  der  mathematisch-physikalischen  Klasse.  Es  wurden 
gew&hlt  und  von  Seiner  Königlichen  Hoheit  dem  Prins- 
Regenten  bestfttigt: 

zu  korrespondierenden  Mitgliedern: 

1.  Dr.  Theodor  Curtius.  Groüh.  Bad.  Geheimrat,  Professor 
der  Chemie  an  der  Uuiversitüt  Heidelberg; 

2.  K a r I  G r o  ve  Gilbert,  Mitglied  der  U.  S.  geological  Surrej 
in  Washington; 

8.  Joseph  John  Thomson,  Professor  der  Szperimental- 

physik  am  Trinity-College  in  Cambridge  (England); 

4.  Dr.  Wilhelm  Wien,  K.  Geheimer  Hofrat,  Professor  der 
Physik  an  der  Universität  Wttrzburg. 
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Bauer  OnstaT  (Nekrolog)  249. 

BeBold  Wilhelm  (Nekrolog)  249.  269. 
Barmester  Ludwig  16.  17. 
Boltuumn  Ludwig  (Nekrolog)  249.  268. 

Cnrtiat  Theodor  (Wahl)  620. 

Bbert  Hennann  33.  500. 
Edelmann  Max  Thomas  33.  35. 

OUbert  Karl  Georg  (Wahl)  620. 

Ooebel  Karl  116.  119. 

Günther  Siegmund  116.  189.  277. 

V.  Heigel  Theodor  2:^8.  520. 
Hertwifj  Rirlianl  173.  175.  2d5. 
Uofmanu  Karl  Andreas  282. 

Joffi^  A.  277.  279. 

loenijfs  Wilhelm  237.  267. 
Koch  Peter  Paul  176. 

Landsberg  Georg  2.  3. 
V.  Linde  Karl  15. 

LiDdemann,  Ferdinand  178.  177.  284. 
Lots  C.  W.  88.  61. 

Meflsersehmitt  J.  B.  881. 
Moiisan  Henri  (Nekrolog)  271. 


Ifamen-IUffister, 


Parrot  Karl  176. 
Perron  Oskar  286.  401.  488. 
Perwanger  16. 
Pringdidm  Alfred  2.  286. 

BOntsen  Eonnd  IIS.  116.  176.  277. 

Thalreiter  Franz  173.  211. 
Thomson  Joseph  John  (Wahl)  520. 

Yoit  Erwin  16. 
Vofi  Anrel  84.  77. 

WaBsiliefif  Dr.  285. 

Wien  Wühelm  (Wahl)  520. 
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Sach-Register. 


Aufaugsgescliwindigkeit  und  Menge  der  photoelekthachen  Elektronen 
277.  279. 

Aposporie,  künstliche  bei  Farnen  IVJ. 
Aspirotions-Hygrometer  83.  36. 

Blaitbildnng  amphibudi«r  Pflansen  116. 

Cyanide,  Stniktar  der  262. 

Dünenbildung,  Nuturmodell  der  116.  139. 

Biweifireeorption,  Aber  den  seitliehen  Ablauf  der  16. 
Elektronen,  Ober  die  Bewegung  der  1.  116.  166.  178. 

Elektronentheorie,  zur  177.  281.  284.  353. 
Elliptische  Modulfiinktionon,  zur  Theorie  der  2.  3. 
Experimentell-morphologische  Untenachongen  116. 

Feruuitsches  Thcoii'Tu,  über  das  so^'ciiannte  letv-te  284.  287. 
Flächen  eines  dtvit'uch  uneudlieben  Systems,  welche  mit  einer  gegebenen 
algebraischen  liaumkurve  eine  Berührung  3.  Ordnung  eingehen  173. 

Japaniiche  Aktinien  286. 

KinetoLTuphisrhf  Verwandtschaft  ohener  Systeme  16.  17. 
Ketten bruchentwickluug  des  (Quotienten  zweier  Besseischer  Funktionen 
285. 

Konforme  Transt'urmat iun  und  Krüinimincr  34.  77. 

Konvergenz  der  Jacobi -Ketteualgorithiueu  mit  komplexen  Elementen 
2Ö5.  401. 
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Leitung  der  Elektrizität  in  Kalkspat  und  Einfluß  der  X-8tmhIen  darauf  IIS. 
Luftelektriscbe  KommiHHion.  Protokoll  Aber  die  Sitsong  wa  MOnehen  am 
26.  Oktober  1907  606. 

Magnetische  Ortabestimmungen  in  Bayern  S81. 

Ornifhologie:  Beitrage  gor  (todthologie  8oiaatra>  ond  der  Intel  Bangka  175. 
Portngiesiacher  PortuUnatlas  des  Entdeckongneitalter»  277. 

Saitenelektronen  33.  61. 

Sexualitätsproblem,  Untersuchungen  über  das  173. 

Spezifische  Warme :  Über  die  Abhängigkeit  des  Verhältnisses  der  spezi- 
fischen  W&rme  ^  s  ];  in  trockener  kohlens&urefreier  atmosphA- 
rischer  Luft  von  Dmck  ond  Tempeimtar  176. 

W&rmedu  roll  gang  von  einem  wärmeren  stt  einem  kBlteren  Waaserstrome 

durch  eine  Metallwand  15. 
Wurselr^eneration  137. 
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Verzeichnis  der  im  Jahre  1907  eingelaufenen  Oruckechriften. 


Di»  verehrliebui  G«fl«llMlMftM  and  laatitate,  mil  wateheo  unw«  Akademie  in 
TulidiTMrkalir  steht,  werden  gebeten,  mehatehei^ea  ▼•nefelnle  cngleieli  Empfangi- 
kMtitlgnng  cn  betrachten. 

Dal  Format  ist»  wenn  nicht  anders  angegeben,  M 


VoB  folgendAii  QoaoHaohftftcn  lud  Insfcitatei: 

OeschichUverem  m  Aachen: 
Zeitmilirift.  Bd.  2&  1906. 

Historische  Gesellschaft  des  Kantom  Aargau  in  Aarau: 

Argovia.  Bd.  31.  1906;  Bd.  32.  1907. 
Taschenbnch  für  das  Jahr  1906. 

SoeUU  i^ilmtdaikm  m  JJbbeftiO«! 
BnUetin  irimettriel  1906,  No.  8  et  4;  1907,  No.  1  et  2. 

UniversUy  of  Aberdeen: 

Studiea.  No.  14-21;  No.  24.  1905— OG.  4° 
Handbook  to  Citj  and  Univenity  of  Aberdeen.  1906. 

Jtojfal  Society  of  South-AMnäia  in  Addmde: 

Tranaactions  and  Proceedings.  Vol.  XXX.  1906. 

Index  to  the  TraneactionB.  Vol.  1—24.  1877—1900.  1907. 

jSfldflamtehe  AJkademU  der  WiBsenaehaftcn  in  Agram: 

lo'etopis.  21  Svesak.  1907. 

Rad.  Bd.  105— 16Ö.  1906-07. 
Zbornik.  Bd.  XI,  2;  XII,  1.  1900-07. 
Codex  diplomaticas.  Vol.  IV.  1906. 
^e6nik  Sveiak  26.  1907.  4«. 

K.  Efoat.'riavm,-daiiMttimMhe9  Landeaardnv  in  Agram: 
Vjestnik.  Bd.  IX,  Heft  1-4.  1907.  4<». 

Kroatische  Archäologische  Gesellschaft  in  Agram: 
Vjestnik.  N.  Serie,  Bd.  IX.  1906/07.  4». 
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FaeuilU  de  droit  et  d€$  lettrea  in  Äix: 
Annales.  Tome  II,  No.  2.  Paris  1907. 

OhBervatory  in  AUeghenyi 
Miscellaneous  scientific  pupt  1-9.  N.  S.  No.  18— 20.  1907. 

New  Yorl:  Stiite  I'.'tl licet ion  Dejxntment  in  Aibtnuf 

New  York  State  Library.  87»»'  aunual  Report  11)04,  2  voU.  1906. 
New  York  State  Museum.  Bulletin  85.  1905. 

1*^  aniiual  Hoport  of  thv.  Ivlu*  ation  Department  und  Supplemental  volume. 

2'"' «inniial  Ht'port.    J'.tOa-  UU. 
New  York  State  Library.   Hulk-tin  No.  i»8,  9i>.  1905. 

N(tl  UV  forschende  Gesell. •<ch(ift  iles  Osterlawles  in  AUenburg: 
Mitteilungen  aus  dem  Osterlande.  N.  F.,  Dd.  XL  IÜ07. 

Societe  des  AutiquaireM  Je  Picardie  in  Amiens: 

Album  urcheologique.  Fii.sc.  1-1:  G    M,  ISSG -ÜB:  Fase.  16,  1906.  fol. 

Bulletin.  Annee  190G,  trimestre  1 — 4;  lUüT  trimestre  1. 

La  Picardie  hiatorique  et  monumentale.  Tome  III,  No.  8.  1906.  fol. 

A'.  Akailcnne  der  Wis^^etischaften  in  Ain.sterdani : 

Verhandelingen.    Afd.  Natuurkunde,  I.  Soctie.  Deel  IX,  No.  4;  IL  Seetie, 

Deel  XIII,  No.  1-8.  lV.06-07  4". 
Verlmndeliii-en.  Afd.  Lett^i kniide.  N.Rocks.  Deel  Vil  et  Vlll,  3.  H^OT.  4«. 
Zittingsverslugen.  Afd.  Natuurkunde,  Deel  XV,  1.  2.   1907.  gr.  8". 
Verklagen  en  Mededeelingen.  Afd.  Letterkunde,  4«  Heeks.  Deel  VlIL  1907, 
Juarboek  voor  1906.  1907. 
Rufius  Crispinus  poema.  1907. 

Bedaetion  der  Nederlandai^  Tijdedurift  voor  Oeneeekunde  in  Amsterdam : 
Opuscula  selecta  Neerlandicorum  de  arte  medica.  Fase.  1.  1907. 

Historischer  Verein  in  Ansb€uA: 

54.  Jahresbericht.  1907. 

Die  üandschrii'teu  des  Uistor.  Vereins  für  Mittelfraukeu  I.  1907. 

Stadt  Auf irerpen: 
Paedologisch  Jaarboek.  Jahijg.  VI,  aÜ.  2.  1907. 

NaturwissensehaftUcher  Verein  in  Asdiaffenburg: 
Mitteilungen  VI.  1907. 

Medaktion  der  Zeitschrift  „Athena"  in  Athen: 
Athena.  Tome  18»  Heft  2-4,  tome  19  Heft  1,  2   1906  -  07. 

Eeole  Franfoise  in  Athen: 

Bulletin  dt'  Corre.^pondance  hdl^nique.  30.  annee,  No.  9— 12;  81.  ann^. 
No.  1—7.  Taris  1907. 

Unireisität  in  Athen: 

Sfhriften  :uis  (b-in  .lalire  lOOr) 
Aoyodonuu.    190:;— (»4  et  V.Hi\    ()5.  1U07. 

Hiiitori^cher  Vf  rein  für  Schwaben  und  Neuburg  in  Augsburg: 
ZeitKchrift.  Jahrg.  33.  1907. 
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Nalurtomenechaftiithtr  Verein  m  Augsburg: 

37.  Bericht.  IWö. 

,,Pf)Uichia"  itt  Bad  Dürkheim: 

Mitteilungen.  Ü3.  Jahrg.,  Nr.  22,  190G.  1907. 
Qnindlagen  einer  StabilitäUtheorie  v.  H.  Zwick.  1907.  4*. 
Der  Anengehalt  der  «Maxquelle*  v.  £.  Ebler.  Heidelberg  1907. 

Peabodg  Imtüute  in  BeiUimore: 
40.  annoal  Report  1907. 

Johm  Büpkin»  UmvenOy  tu  BaUimore: 

Circular«.   Tth;.  Xo.  4,  5.  7-10;  1007.  No.  1—8. 

American  Journal  of  Matbematics.  Vol.2d»  No.  2 — 4,  iUOG;  voi.29,  No.  1—4, 
1907.  40. 

The  Ameriean  Joomal  of  Philology.  Vol.  37,  No.  1-4,  1906;  vol.  28, 

No.  1    3,  1907. 

Amerifan  Chemical  Journal.  Vol.  35,  No.  5,  6;  vol.  36,  No.  1  -  Ü:  vol.  37, 
No.  1-6;  vol.  38,  No.  1—5;  üeneral  index  zu  vol.  11-20.  1906—07. 

Johnfl  Hopkins  Universitj  Studios.  Serie«  XXIV,  No.  8—12;  Seriet  XXV, 
Xo  1  -7.  lono  07. 

Bulletin  of  the  Johna  üopkius  Hospital.  Vol.  XVIII,  No.  190  -197, 199.  200. 
1907.  4» 

The  Johns  Hopkins  Hospital  Reports.  Vol.  XUI,  XIV.  1906.  4^. 

Jfai^aiMi  Otolo^eai  Sureey  in  BaUimore: 
Pliocene  and  Pleistoeene.  1906. 

Hietorieeher  Verein  tu  Bamberg: 

65.  Jahresberieht.  1907. 

Naturforadunde  Oeeelltthaf^  in  Batd: 

Verhandlungen.  Bd.  XIX,  Heft  1,  2.  1907. 

HistoriedHmUquariat^  CfeeeUechaft  in  Baad: 

Baskr  Zeitsdnift  flir  Gesälichte  und  Altertumskunde.  Bd.  VJ,  Heft  2; 
Bd.  VII,  Heft  1.  1907. 

SoeUti  de$  edenees  in  BatUa: 

Balletin.  Annee  25,  trimestre  I  et  2,  1904;  trimestre  8  et  4,  1906; 
trimestre  1,  1906. 

Bataciaaach  Genootschap  van  Künsten  en  Wetenschappen  in  Batavia: 

Tijdx  hiift.   Deel  49,  aü.  1    H;  IM  TyO,  afl.  1,  2.  1906  -07. 

Verhüudelingen.  Deel  56,  stuk  5    1907.  4». 

Notulen.  Deel  44.  afl.  2-4;  Deel  45.  afl.  1-9.  1906—07. 

De  ("ornp.i<;nie*s  KaunT  van  het  Museum.   1907.  4*'. 
I'au'h-lt»'Lri>tt'r  '^^••houden  int  Cust»-«'!  Hatavia.   Anno  \(uH.    1007  4". 
Rapporten  van  de  Conimitiäie  in  Nederland»ch-lndie  voor  oudhcidkundig 
onderzoek  1905  -  06.  1907.  4«. 

Departement  van  Landbouw  in  Nederlandsch-Indie  zu  Batavia: 
laarboek  1906. 

it.  Obserealory  in  Batada: 

Obeervations.  Vol.  28.  Appendix  I— III.  1907.  föl. 
Regenwaamemisgen  in  Nederlaodsch-Indie.  27.  Jahrg.  1905.  1906.  4<*. 

1* 
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K.  Nntuurliundiijf  Vereeniging  in  Nederlaivdsch-Indie  tu  BtUaeia: 
Na4»iarkundig  T^dachrift  Deel  66.  Weliev^reden  1907. 

Museum  in  Bergen  fNonoeffßnJ: 
6.  0.  Sars,  An  Account  of  the  Cnutacea  of  Norway.  Vol.  V,  parte  16—20. 

IQQQ  07.  40 

Aubog.  1906,  Heft  3;  1907,  Heft  1.  2. 
AanbttretniDg  for  1906.  1907. 

Utmenity  of  Miforma  tn  BwMejf: 

Schriften  ans  dem  Jahre  1906—07  in  4®  n.  8^. 

lÄek  Observettory  in  Berkeley: 

Pnblicationt  of  the  lack  Observatoiy.  Vol.  IX,  parte  1-8.  1907.  4. 

K,  Preuß,  Akademie  der  Wieeentehafie»  im  Berlin: 

Corpus  inscriptionum  latinamm.  Yol.  18,  partis  secundae  fiMC.2.  1906.  fol. 

Acta  Borusaica.   Die  Behördenorganisation,   Bd.  IV,  L  HftlAe  1728— 25, 

2.  Hillfte  Jl»,  l'KH:  Bd.  IX,  1750  -  63. 1907. 

Abhandlungen  aua  dem  Jahre  1906.  4^. 
SitniQgsberichte.  1906»  Nr.  89-  68;  1907,  Nr.  1-88.  gr.  8^ 

K.  Preuß,  ßeoloffiedie  LandeeeuuteU  in  BeHin: 
Abhandlungen.  N.  F.,  Heft  46,  50.  1906.  4^ 

Abbildungen  und  Beschreibungen  fossiler  Pflansenreste.  lief.  4  n.  6. 

1906-07.  40. 
Jahrbuch  für  das  Jahr  1903.  1907.  4» 

Phgsiknl.-Technische  Jieichsanstalt  in  Berlin: 
Die  Tätigkeit  der  l'hyaikul.-Techn.  Reiehsmstalt  im  Jahre  1906.  1907.  4<>. 

K.  Bibliothek  in  Berlin: 
Jahresbericht  für  10o5'or,  u.  1906/07. 

Zentralhnrean  der  internationalen  Erdmeetung  in  Berlin: 
VeröfifentUcbungen.  N.  F.,  Nr.  14.  1907.  40. 

Deutsche  Chemische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Berichte.  39.  Jahrjj.,  Nr.  IG.  18,  190G:  40.  Jahrg.,  Nr.  1—18.  1907. 

Deutsche  Geologische  Gesellschaß  in  Berlin: 

ZiM<r]u-\n.  IM.  r,8,  H.'ft  12^4;  Bd.  69,  Heft  1—8.  1906-  07. 

Monatsberichte  11)07  Nr.  1 

Meduimsche  Gesellschaft  in  Berlm: 
VerhandiuuK'.  n.  IM.  37.  1907. 

Deutsche  l*ht/.sik<ilisch€  Gesellschaft  in  Jicrhn: 

Die  Fortschritte  der  Thysik  im  Jahre  1906.  3  Bde.  Brauuschweig  1907. 
Verhandlungen.  Jahrg.  t*,  1906,  Nr.  24;  Jahrg.  9,  1907,  Nr.  1—24.  Braun- 
schweig  1906-07. 

PhyMogiathe  QeeiXlethaft  in  Berlin: 

Zentralblatt  für  Phjsiolof^ie.  Bd.  20  (1906),  Nr.  20-26  u.  Register;  Bd.  21 

(19071.  Nr.  1  JO. 
Verliandlunirrn.   .labr^.  TJOti    07,  Nr.  1—7. 

Bibhügraphia  phyaiologiea.  '6.  Öerie,  Bd.  2,  Nr.  3,  4;  Bd.  3,  Nr.  1.  1906—07. 
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K.  Teehniaehe  Hochschule  in  Berlin: 
Onuitz,  Kulturelle  Bedeutung  der  Waaserwirtschaft.  Rede.  1907.  4f^, 

KaiaerliA  DeuUdies  AntMologiaeheB  Imtitut  m  BeiUn: 

.Tahrb.ich.  m.  21.  Heft  4;  Bd.  22,  Heft  1  -2.   1907.  4». 

Üerirht  ü}»or  die  Fortsohrittn  .Icr  römisch-germanischeii  Forsdiung  im 

Jahre  1905.  Frankfurt  a.  M.,  1Ü06. 
Veröffentlichungen.  N.  F.  Nr.  80  «  83.  1907.  4P. 

K,  Pnvß.  MetwnXogia^  InttUut  in  BefUn: 

Deutecfaee  meteorologrisches  Jahrbucb  Ar  1905,  Heft  1,  2  und  1906,  Heft  1 : 

Preußen  und  luMiachlturt«'  Staaten.   1907,  A^. 
Etgehms^a  der  nieteoL'oiogüchen  Beobachtungen  in  Potsdam  im  Jahre  1903. 
1907.  40. 

ErgebnisM  der  magnet.  Beobachtungen  in  Potsdam  im  Jahre  1902.  1907.  4^. 
Ergebnisse  der  Niederschlagabeorachtungen  im  Jahre  1903  und  1904. 

190« -07. 

Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Stationen  II.  und  III.  Ordnung  im 

Jahre  1901.  1906.  4^ 
Ergebnisse  der  Gewitterbeobachtungen  1901  und  1902.  Berlin  1907.  4®. 
Bericht  über  das  Jahr  1906.  1907. 

Redaktion  des  „Jiüirhuch  Über  die  FortsduHU  der  Mathematik*'  in  Berlin: 
Jahrbuch.  Bd.  36,  Heft  8;  Bd.  86,  Heft  1  u.  2.  1907. 

Verein  iur  Beßrdertmg  des  Gartenbaues  in  den  preuß,  Staaten 

in  Berlin: 

Verzeichnis  der  Mitglieder  1907. 
Gartenaora.  Jahrg.  1907,  Heft  1—24. 

Verein  für  Geschichte  der  Mark  Brandcnhur(}  in  Berlin: 

Forschungen  zur  I?!  ;in.lenburgis<  hen  und  Preußischen  Geschichte.  Bd.  XX, 
1.  und  2.  Hälft.'.  Leipzig  1907. 

Verein  Deutscher  Imtcnieure  in  Berlin: 

Hubert  Jansen,  Rechtschreibung  der  naturwissenschaftlichen  und  tech- 
nischen Fremdwörter.  1907. 

Zeittchrift  für  Inttrumentenkmnde  in  Berlin: 
Zeitschrift.  27.  Jahrg.,  Nr.  1—12.  1907.  4« 

Attgemeine  Elektrisitätsgeaellachaß  in  Berlin: 
Jahresbericht  Juli  1906  bis  Juni  1907.  1907.  4<». 

SiSl/weizerische  Naturforschende  Gesellschaß  in  Bern: 

Verhandlungen  der  89.  Jahresversammlung  in  Set.  Gallen.  Aarau  1907. 
Gompte  rendn  des  t»vaux  1904—06.  Gen6ve  1904—06. 

JUgemeine  CfeeeihidttfttreAende  Qeedlsthaß  der  SdmeiM  in  Bern: 

Quellen  zur  Schweizer  Geschichte.  Bd.  XXV.  Basel  1906. 
Jahrbuch  der  Schweiserischen  Geschichte.  Bd.  XXXll.  ZOnch  1907. 

AUgem.  Sthweie,  Oeeettedtaft  für  die  gesamten  Naturwieaeneihaften 

in  Bern: 

NfMip  Denkschriften.  Bd.  40.   Basel  1906.  4». 

Nuesch  Jak.,  Das  Schweizerbüd,  2.  Aufl.  Zürich  1902.  4^. 
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Hittofitdier  Verein  m  Bern: 
Archiv.  Bd.  18,  Heft  2.  1906. 

Sdweiieritche  OeoääHedte  KomwUsakm  in  Bern: 
ABtronomUch-geodfttiache  Arbeiten  in  der  Schweiz.  Bd.  X.  Zflridi  1907.  4*. 

ISüciete  d' Emulation  du  Doubi  in  Besan^on: 

M^moires.  VII«  S^rie,  Tom.  9  u.  10,  1906,  und  Table  generale  1841— 
1905.  1906-07. 

B.  Aieeademia  ädh  Sdenäe  ddPIetUuto  dt  Bologna: 

Memorie.  Serie  VI,  tomo  8.  1906.  4^. 
Rendiconto.  N.  Serie,  vol.  10  (1905-06).  1906. 

B.  DepwUuions  di  etoria  patria  per  U  Provineie  di  Bomagna 

in  Bciognn: 

Atti  e  Memorie.  Serie  III,  vol.  24,  tue  4—6;  vol.  25,  fiuc.  1 — S.  1906—07. 

Onerffatorh  aetronomieo  e  meteorotogieo  in  Bctogna: 

Ossorvazioiii  mt't'?orolo*,'irhe  dell'  annata  1905.  1906.  4*. 
Micbele  Bajna,  Eaame  di  nna  Uvella  difettosa.  19ü6.  4^. 

üfuvertiUtt  in  Bonn: 
Schriften  ans  dem  Jahre  1906/07  in  4^  n.  8^. 

Verein  von  AUertumef^eunden  im  SKeinlande  in  Bonn: 
Bonner  Jahrbücher.  Heft  114,  115;  116,  1,  2.  1906-07.  4*. 

Naiurhistorischer  Verein  der  preußischen  IDieinlandt  in  Bonn: 

Verhandluiigeu.  62.  Jahrg.  1906,  2.  Hälfte.  1906. 
Sitzongaberiehte  1906,  2.  Hftlfte.  1907. 

SociiU  des  sciences  phyaiquea  et  naturelles  in  Bordeaux: 

Pmete-verbanx.  Ann^  1905—06.  Parii  1906. 

OlMorvations  m^tOorologiques  1905—06.  1906. 
Cinquantenaire  de  la  Societe.  Paris  1906. 

SoeiiU  de  giografMe  eonmerdaU  in  Bordeaux: 
BaUetin.  1907,  No.  1—12. 

SoeiM  Linnienne  in  Bordeaux: 
Actes.  VoL  60  n.  61.  1905—06. 

American  Academy  of  Arts  and  Seieneee  in  Boeton: 

IVoceedingg.  Vol.  42,  No.  14—29;  vol.  43.  No.  1-7.  1906-07. 
Memoire.  Vol.  XIII,  No.  4  u.  5.  Cambridge  1906-07.  4^. 

American  FftiMogicail  Aeeoeiation  in  Boeton: 
Transactions.  Vol.  86.  1905. 

Massachusetts  General  Hospitid  in  Boston: 
Publications.  Vol.  1,  No.  3.  1906. 

Stadtarchir  untl  SffuKhihliotft'']:  in  Jirnit »Lschirei'j : 
Urkundenbuch  der  btadt  ilrauiiöchweig.  Bd.  \\\  Abt.  1.  1907.  4®. 
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MeteorolofiiscJtes  Observatorium  in  Bremen: 
MeteoroIogiBches  Jahrbuch.  XX VII.  Jahrg.  IIKK».  1907.  i^. 

N(itiiru  i.'<st)i}ichnfthcher  Verein  in  Bremen: 
Abhandlunnren.  üd.  XI \.  Hoft  1.  1U07. 

^>cli!t  st.iche  Gesell sdinft  für  r.tterläniliM-hi'  Kultur  in  Breslau: 
84.  Jahretfbericbt  im  .lalin'  li>uti  und  Ergiui/iiiij,'.sbfft  l'JOT. 

Iiistihitr  nf  Arts  athl  Sn'rnri'-i  in  Brooklyn: 
Scienc»>  Bulletin.  Vol.  I.  No.  I  u.  lu.   1U07.  4« 

Deutscher  Verein  für  die  fTcschirhtr  Mdhrens  und  Schlesiens  in  Britnn: 

Zeitschrift.  11.  Jahrg.,  Hrft  1     t.  1907. 

Naturforschrufhr  Verein  in  Brünn: 

Verhandlungen  der  meteorolo^MMchen  Kommission  im  Jahi«  1904.  1906. 
Verbandlungen.  Bd.  41,  190').  1906. 

Mnhriitches  Landesmuseum  in  Brünn: 

Ca«opis.  13d.  Vil,  1,  2.  1907. 
Zeitschrift.  Bd.  YIl,  1,  2.  1907. 

Aeadimie  Boyale  de  mideeine  in  Brüas^: 

M^moires  couronn^.  Collection  in  8^,  tom.  19,  fasc.  2—7.  1909—07. 
Bulletin.  lY«  S^rie,  tom.  20,  No.  9-11,  1906;  tom.  21,  No.  1-9,  1907. 

Aeadimie  Boyate  des  tdenees  in  Brüssel: 

Annuair»'  1907.   Annee  73. 

Bulletin,  u)  Class..  .b-s  l^  ttrcs  X...  y    l  >;  1907.  Nn.  1  10. 

b)  Clasise  des  «dem««  I9üü,  No.  9-12;  1907,  No.  1-10. 
Memoire«.  Classe  des  sciences.  Collection  in  8*,  !!•  S«»rie,  tom.  I,  fiisc.  4—8; 

tom.  II,  fuse.  1,  2.   190Ü  -07. 
Memoiros.  Classe  de^  b'ttit'>.   C'ollfction  in        tom.  I.  fasc.  1.  1906. 
Hemoires.  Classe  des  sciences.  Collection  in  4**.  11®  Serie,  tom.  1,  fasc.  3,  4. 

1906—07. 

Mömoires.  Clasae  des  lottroi^.  Colb'i  tion  in  8^  II«  S^e,  tom.  8,  fiuc.  1. 

Tiiofjraphie  nationalo.  Tom.  XIX.  fusr.  1.  l'JOO. 

Lodewijk  van  V'elthenes,  Vuortzetting  van  den  Spiegel  Uistoriaol  (1248 
—1816).  Deel  I.  1906.  4«. 

Obaertatoire  Boy  «de  in  Br&ssd: 

Les  Observationa  astronomiques  et  les  astronomes  1907. 

Annales.  N.  Särie.  Physiqne  du  -b.ho.  Tomo  III.  fiis.\  2.  1906.  4*. 

Annales  A-tronomiqnPs.  Tom.         fasr.  2.  3.   V>OC>.  A^. 

,       Meteorologiqucs.  Tom.  V— XI,  XIII,  XIV.   1901-05.  40. 
Obserrations  m^t^orologiques.  1900—02.  4^ 
Annuatre  a^tionomiqae  poar  1907. 
190!  (IG. 

Bulletin  climatologi«iue.  189"J.  part  1.  2. 

Socicte  Belye  d'astronoinie  in  Brüssel: 
Bulletin.  1907,  No.  5. 

Sociitt'  fle-i  Bollandi.stes  in  Brii.^scl: 
Aualecta  Bollaudiana.  Toui.  26,  fasc.  1—4.  1907. 


üiyiiized  by  Google 


8*  Vtrttuimk  der  nitgetaufnien  UmdMr^eN. 

SoeUU  emmeXogigm  d$  BOgiqtte  t»  Brümd: 
Ännalea.  Tom.  50.  1906. 

SoeiHi  Bdge  de  gMogie  im  Brüttd: 

Rulletin.   Tom.  20,  faws.  8—5;  tom.  21,  fasc.  1,  2. 

Talilf^.s  ^'(-ncr.iltvs  ilen  tomos  I  h  XX.  1!H)7. 
Proces  verbaux  du  Jaiivier— Juillet  1907. 

Foiar-Itistitut  in  Brütad: 

Con£7)-*''s  intornational  poiir  lV*tiule  des  regions  polains,  tenu  k  Bruxelles 

l'JOÜ,  nipport  d'ensemble.  1906. 

K.  Ungarische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Budapest: 
Die  im  Jfthre  1906  erachienenen  Schriften  der  Akademie  in  4P  und  8^. 

£  UngaritAe  Oeoloffiicke  Änttalt  in  Budapest: 

Mitteilungen.  Bd.  XV,  Heft  3  u.  4;  Bd.  XVI,  Heft  1.  1906    07.  40. 
Földtiini  Közlöny.  Bd.  36,  Heft  6— 12;  1kl.  37.  Heft  1 -8.  1906-07.  4» 

und  3  Blatter  der  geologischen  Kurte  von  Ungarn. 
Jahresbericht  fDr  1905.  1907. 

A  Ma<?yur  Klr.  földtani  int^zet  6ik6njye.  Bd.  X7,  2—4;  Bd.  XVI»  1. 

1906-07.  40. 
fivkönyve.  Bd.  XV,  2.  1906. 

A.  V.  utlecrinaiky^Die  nntmoehten  Tone  derLftnder  dernngar.  Krone.  1906. 

Mayistrat  der  Stadt  Budapest: 
Budapest  Kegisegei.  Bd.  IX.  1906.  4°. 

Museo  nacional  in  Buenos  Aires: 
Aunales.  Serie  III,  tom.  6,  8.  1906. 

Secciön  hidromedrica  in  Buenos  Aires: 
Gonnar  Lange,  The  River  Piloomajo  mit  Karten  in  fol.  1906. 

DeulMfter  wissensthaftlither  Verein  im  Buenos  Aires: 
K.  Th.  StOpel,  Eine  Reiae  in  das  Innere  der  Insel  Formosa.  1903. 

Society  of  neUurei  kktorf  in  Buffedo: 
BuUetin.  Toi.  YIII,  No.  4—6.  1906-07. 

Departement  de  rayriculture  in  Buitemorg  (Java): 

Bulletin.  No.  4-  9.  1906-07.  4«. 

Observations  m^töorologiqoes.  Ann^  1906.  1907.  fol. 

Aeademia  Bomana  in  Bukarest: 

Analele.  4  Bftnde  in     und  8  weitere  Hefte  in  4^  nnd  8^.  1906. 
Gresterile  Colectinnilor  in  annl  1905  n.  1906.  1907,  Jan.- April.  1907.  4^. 

Sumänisikes  Meteorclogis^es  Institut  in  Bukarest: 
Analele.  Tom.  18.  1907.  4^ 

Serrice  de  la  Statislique  generale  des  (inances  in  Bukarest: 

Bericht  im  den  Herrn  Finanzniinister  über  die  Steuereinschätzung  vom 
Jabre  1905.  1906.  4«. 
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aoeiiU  iMmimmt  de  Normamdie  t»  Caen: 

Balletitt.  iß  84r!e,  toI.  9.  1906. 
Hömoiras.  Vol.  22.  1907.  4«. 

Itutüut  ^tgffpiien  im  Cairo: 

Memoire«.  Tome  V,  fasr.  1.  190G.  4^ 

Bulletin.  1Y<  Serie,  No.  6»  7,  1906-07;  V«  Stirie,  tom.  1»  laac.  1.  1907. 

Meteorolttgieal  DepartmeiU  of  the  Oovemmtnt  of  India  in  CedeuHa: 

Memoirs.  Vol.  XVIII,  part  1  and  3.  1907.  4. 
Monthiv  Woath.-r  Koview.  Ma}-    D.'o.Miiber  1906.   1906.  fol. 
India  Weatber  Review  und  Annual  üumnmry  1905.  fol. 
Report  on  the  Administmtioii  in  1906—07.  1907.  fol. 

Jtojfol  Äaiatie  Society  of  BengaU  in  (kdenHa: 

The  Adventorea  of  Haji  Baba  of  Ispahan  tronslated  into  Penian.  1905. 
Bibliotheca  Indien.  New  S(  lies,  No.  U89,  1142,  1145—47,  llSa  115S, 

1155  GO,  11G2.  1169.  1170. 
Memoirs.  Vol.  I,  No.  10—19  and  Vol.  1,  Suppl.  pp.  I— V,  IX— XI,  1906; 

Vol.  II,  No.  1—4.  1907.  40. 
Joamal  and  Plroceedings.  Vol.  II. 

Office  of  Superintendent  of  Oovemmcnt  Printing  in  CaUentta: 
Anthropometric  Data  from  Bombay  and  Bunna.  1906. 

Oedogieci  Swney  cf  India  in  Ccdemtta: 

Records.  Vol.  30,  part  2;  vol.  84,  part  4;  toI.  36  part  1,  8»  4;  vol.  86 

part.  1.   1906  -07.  4®. 
Paläontologica  Indica.   Serie  XV,  vol.  V;  Memoir  No.  2.    1907.  fol. 
K.  8.  Vol.  IT,  No.  8.  1906.  fol.  ' 

Board  of  scientific  ndcice  for  India  in  Calcutta: 
Annual  Report  for  the  year  1905-06.  1907.  4^. 

Museum  of  compnratire  Z<H)lo(fi/  at  Ilarrard  College  in  Cambridge,  Mass.: 

Bulletin.   Vol.  43,  No.  5;  vol.  48,  No.  4;  vol.  50,  No.  6-9;  vol.  51, 

Nr.  1-6.    1906-  07. 
Memoirs.  Vol.  34.  No.  1 ;  vol.  36  Nr.  1.  1907.  49, 
Annual  Report  1905—06.  1906. 

Aiinnmieal  Observatory  of  Han  nrd  Coüegc  in  Cambridge,  Maee,: 

61.  annmil  Report  for  1905  -06.  1906. 

Annais.  Vol.  47,  part  1 :  vol.  50,  part.  1 ;  vol.  52,  part  1 ;  vol.  57,  part  1 ; 

▼ol.  60,  No.  2-5;  Tol.  62,  part  I.  1907.  4». 
Ginmlar.  No.  119—180.  1906  07.  49, 

Harvard  Unieereity  in  Cambridge,  Mose.: 

Harrard  Oriental  Series.  Vol.  X.  1906.  4*. 

Observatory  in  Cambridge: 

Annaal  Report  for  1906-07.  1907.  49. 

PkHoeophieai  Soeietg  in  Oawibridge: 

Proceedinga.  Vol.  14,  part  1 — 8.  1907. 

Transactions.  Vol.  XX,  No.  11— 14.  1907.  4^ 
List  of  Fellows.  August  1907. 
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GeoloyiccU  Commission  of  the  Coiony  of  the  Cape  of  Oood  Hope 

in  CapeUtum: 

Annnal  Report  for  1906.  1907.  4^ 

Oedlogieal  Survey  of  the  Cape  Coiony  in  Capetown: 
Geological  Map.  Sheet  2,  4,  45.  1906. 

Souih  Afriean  Museum  in  Capetoten: 
AiiiialB.  PtotVI!.  1906. 

Äeeademia  Gioenia  di  scienze  naturcUi  in  Catania: 

Atti.  Serie  IV,  vol.  19.  1906.  4f>. 

Bollettino  mensile.  Nuova  Serie,  fem.  93—94.  1907. 

Societä  di  storia  patria  per  la  SkUia  Oriente^  im  Catania: 
Arehivio  ttorico.  Anno  IV,  fiuc.  1  —8.  1907. 

SociiU  des  sciences  naturelles  in  Cherbourg: 
Memoire«.  Tom.  S6.  Paris  1905  -06. 

Academy  of  Sciences  in  Chicago: 
Bulletin.  No.  iV,  2;  No.  VI.  1907. 

John  Crerar  Library  in  Chicago: 
12t''  auiiual  Report  for  lUuG.  VM7. 

Field  Cohimbian  ^fltseHm  in  Chicago: 
rublications.  No.  115,  117    120.  11H)7. 

Videnslnl>ss€lsk(ü)et  in  Chriatiania: 
Forhandliuger.  Aar  llHJü.  1DÜ7. 

Skrifter.  1906, 1.math.-naturwiss.  Klasse;  II.  bistor.-filos.  Klasse.  1906.  4^. 

l{is(nrisv]i-(in( i(iuarisch<'  Gestllschaft  für  Graubünden  in  Chur: 
3ö.  Jahresbericht,  Jahrg.  rj(Hi.  1907. 

Lloyd  Library  in  Cincinnati: 
Bulletin.  No.  9.  1907. 

Thiii  ersity  of  i'incinfinti: 

Kecord.  Serie.-«  1,  vol.  3,  No.  2—9,  vol.  4,  No.  2.  19üG  07. 

University  Studios.  Series  II,  vol.  2,  No.  S,  4,  1906;  vol.  8,  No.  1,  2.  1907. 

Äeadimie  des  sciences  in  Clermont: 
Mdmoires.  Fase.  18,  19.  1904—05. 

Archneolotfical  histitnie  of  Anit  rica  in  Clrvi  huid: 

Americiin  Jourual  of  Archaeologj.  Vol.  X,  No.  4  und  Siippl.;  vol.  XI, 
No.  1-8.  Norwood  1906. 

Naturhist&rkAe  Oeadieehaft  in  Colmar: 
MitteUungen.  N.  F.  Bd.  VIII.  Jahig.  1905  u.  1906.  1906. 

Unicersity  of  Missouri  in  Columbia: 

Bulletin  of  Laws  Observatorj.  No.  8—11.  1907.  4*. 

Bull.'tin.    Vol.  VIII,  Xo.  5.  1907. 
Studies.  Vol.  1,  No.  2.  1907.  gr.  8<>- 
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Societä  storica  in  Como: 
Periodico.  Vol.  17,  Pasc.  66  -  68.  1907. 

^yonz-Josephs-l^nirersität  in  Czernowitz: 

Die  feierliche  lnaui;uration  den  iiektürs  für  das  Jahr  1906  07.  190G. 
VeneichnM  der  Vorlesnn^n.  8.8.  1907.  8*. 

jS'<iturfor.schrude  Ge.seUsdutfl  in  Danzuf: 
Schriften.  x\.  F.,  lU.  XII,  Ih-ft  I.  VMÜ. 

Wcstpreußtsdur  GeschichUverein  in  Danzig: 

Zeitschrift.  Hell  49.  1907.  gr.  8®. 
Kitteiluiigen.  6.  Jahr^.,  Nr.  1—4.  1907. 

K.  Gnuvernenunt  von  ])eiit.'<ch-()stafnka  in  Dar-es-Snlnm: 

Berichte  über  Land-  und  Forstwirtächaft  in  Deutüch-O^jtafnku.  lid.  3, 
Heft  2,  8.  Heidelberg  1907. 

Historischer  Verein  für  das  Großherzogtum  Hessen  in  Darmstadt: 

Archiv  för  hessische  Geschichte.  N.  F..  Bd.  IV,  3;  Bd.  V  u.  Erg&nzungs» 

band  III,  2.  1907. 
Quartalblätter.  1906,  Nr.  8,  4;  1907,  Nr.  1.  1906—07. 

Acad€m^  of  n^nees  in  DavenpoH: 

Proceedings.  Vol.  X,  1904—06;  toI.  XI,  p.  1—117;  vol.  XII,  p.  1—94. 
1906-07. 

Technische  I Inniirsrhool  in  DfJff: 

F.  C.  Huygen,  Over  de  Exhauat  VVerking  by  Lücomotieven.  Mit  4  Beilagen. 
1907.  gr.  8* 

Colorado  Scientific  Socielif  in  JJ^nrer,  Colorado: 
Proceedings.  Vol.  Vlll.  i>.  18;?--3U.  lüOG  07. 

Verein  für  Anhaltische  Geschichte  in  Dessau: 
Mitteilungen,  bd.  X.  Ib  ft  4.  1907. 

Academie  des  scieneea  in  Dijon: 
M^moires.  IV«*  Serie,  tome  10.  1906. 

Union  ghgropinque  du  Nord  de  la  France  in  BoueA: 

Bulletin.  Vol.  22,  trimestre  3,  4;  vol.  23.  triin.  3;  vol.  27.  trini.  1 :  vol.  32. 
trim.  3,  4;  vol.  33,  trini.  4;  vol.  34,  irim.  I— 4;  vol.  3ö,  trim.  1— 4. 
1906—07. 

K.  S<ich^icher  Altert uwsrerrin  in  Dresden: 
Neues  Archiv  für  säoli.-iische  ( It  si  hichte.  Htl.  28.  1907. 

Vt  rein  fur  Krdkunde  in  Dresden: 

Mitteilungen.  Heft  5  u.  G.  1907. 
MitgliederveraeichniH.  April  1907. 

Jinj/fxl  Irish  Acti  lernt/  in  Dublin: 

Proceedings.   Vol.  XXV' 1,  Öection  A,  part  2  u.  3;  Sect.  B,  part  6—10; 

Sect.  C,  part  10—16.  1907. 
TmnaactionB.  YoL  XXVII,  Sectioa  A,  part  1,  2,  4—7.  1906-07. 
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Royal  SoeiHy  im  Dütiin: 

The  economic  Proceedings.  Vol.  I,  pari  9—11.  1907. 

The  scientific  Proceedings.  Vol.  XI,  part  13,  14,  16—20.  1007. 
The  «eientific  Transactiona.  Seriös  II,  vol.  IX,  part  4-6.  1906.  4° 

American  Chemical  Sodety  in  Eatkm,  Fa,: 

The  Journal.  Vol.  29.  No.  9-5. 
Chemical  Abstracts.  Vol.  1,  No.  1. 

Jioyal  Society  in  KiUnhunjh: 

Prorcedini^s.  Vol.  27  part  1-  5;  vol.  28,  part  l.  1907, 
Transactions.   Vol.  45,  part  2.  3.  1907.  i«. 

Geolruiical  Society  in  Edinburgh: 

Transiictions.  Vol.  IX,  part  1.  1907. 

Boyol  Vliysicnl  Society  in  Edinburgh: 

Proceedings.  Vol.  16.  No.  8;  vol.  17,  No.  2,  3.  1907. 

Boynl  Ohservatory  in  Edinburgh: 

Annais.  Vol.  2.  Glasgow  lüOG.  4®. 

Gesellschaft  für  bildende  Kunst  uud  vaterländische  Altertümer 

in  Emden: 

Jahrbuch.   Bd.  IG,  lieft  1  u.  2.  1"JU7. 

Natur  forschend  ('  Gesellschaft  in  Emden: 
90.  Jahresbericht  für  1904-05.  1906. 

K.  Äl-ndemie  qemeinnütziftrr  Wissenschaften  in  Erfurt: 
Jahrbücher.  N.  F.  Heft  32  u.  33.  1906—07. 

K.  Unicersitätsfobliothel:  in  Erlangen: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4°  u.  8^. 

lieale  Accademia  dei  Georgofdi  in  Florenz: 
Atti.  Serie  V,  vol.  3,  disp.  4;  aupplemento  alla  disp.  4;  vol.  4,  disp.  1  u.  2. 
1906—07. 

Societn  Asiat ica  Italiana  in  Floretus:  . 
Giornale.  V..].  19.   190G.  1907. 

Senclcenlieryischr  Not  urforschende  Gesellschaft  in  Frankfurt  a.  M.: 

Festschrift  zur  Erinnerung  an  die  Eröffnung  des  neuerbauten  Museums 

der  Senckenb.  Natorf.  OeaeUflchafb.  1907. 
Abhandlungen.  Bd.  29,  Heft  1  u.  2;  Bd.  30,  Heft  1—3.  1907.  4^ 
Bericht.  1907. 

Verein  für  Gesdtiehte  und  Altertumskunde  in  Frankfurt  a.  M.: 
Mitteilungen  Aber  römische  Funde  in  Hedilernheim  IV.   1907.  4. 
Archiv  für  Frankfurts  fJeschichte.  III.  Fol-e.  Bo.  IX.  1907.  gr.  8. 

Physikalischer  Verein  in  Frankfurt  a.  M,i 
Jahresbericht  für  1905/06.  1907. 

Brcisrfnii- Verein  Sctiau-ins-Land  in  Freibury  i.  ßr,: 
«Sohau-ins-Land."  34.  Jahrlaaf  1907.  I.  u.  11.  TeU.  fol. 
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Kirchengesehiehilidier  Verein  in  Freämrg  t.  Br.: 
Preiburger  Diözesan-Archiv.  N.  F.,  Bd.  Vlir.  1907. 

Nulur forschende  GeüeiUchufL  m  Freiburg  %,  Br.: 

Berichte.  Bd.  XV.  1907. 

Universität  in  Fretbwy  i.  Br.: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4«  u.  8^. 

Unicerhität  Freiburtf  i.  Schweiz: 

Collectanea  Friburgensia.  N.  S.  Fase.  VlIT.  1907.  gr.  Q^,' 

Institut  national  m  Genf: 
Bulletin.  Tome  37.  1907. 

Mtisee  d'hisloire  naturelle  in  Genf: 

Oeuvres  de  J.  C.  Qalissard  de  Marianne.  2  vols.  4^. 

Observatoire  in  Genf: 

Observations  raet^orolo^iques  pendant  les  annees  1904  et  1905.  1906. 
Resume  meteorologique  de  Tannee  1905.  1906. 

iSocieti.  d'hiatoire  et     avcUcologie  in  Genf: 
Balletin.  Tom  8,  livr.  1.  1907. 

UiiiLcrsUüt  in  Genf: 
Sehriften  wu  dem  Jahre  1906/07  in  4»  n.  B». 

Societe  de  physviue  ei  alnstoiie  naturelle  in  Genf: 
Memoire«.  Vol.  35,  fasc.  3.  1907.  40. 

3Iuse(t  civico  in  Genua: 
Annali.  Serie  3»,  vol.  2.  1905.  4«. 

Ohl  rhcasi.sche  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Gießen: 

Bericht.  N.  F.  1.  Medizinische  Abteilung,  Bd.  2.  1907. 

2.  Naturwisaenachaftl.  Abteilang,  Bd.  1.  1907. 

Oberhessiaeher  GesdudUaeeriim  i»  Gießen: 
MitteUungen.  N.  F.,  Bd.  15.  1907. 

UnieertUät  in  Gießen: 

Ladoviciana.  Festseitung  zur  8.  Jahrhundertfeier  der  ünifersitftt  Giefien. 

1907.  fol. 

Schriften  aus  dem  Jahre  190G  07  in      u.  8^. 

Natur  forschende  Gesellschaft  in  GMiU: 

Abhandlungen.   Bd.  XXV,  Heft  2.  1907. 

()})i  rlnu8it zische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  »n  QörlÜJs: 

NenM  Lausitzisches  Mayazin.  Bd.  83.  1907. 

Codex  diplomaticus  Lusatiae  superioris.  III.  Bd.,  3.  Heft.  19t>7. 

K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  jk  G<>ttiti>jen : 

Güttingische  Gelehrte  Anzeigen.  1906,  Nr.  12;  1907,  Nr.  1—11.  Berlin, 
gr.  60. 

Abhandlungen.  N.  F.  a)  Philol.-hist.  Klasse.  Bd.  IX,  Nr.  1-5. 

b)  Math..phy8.  Klasse.  Bd.y,  Nr.  1-5.  Berlin,  i^. 
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Nachrichten,    a)  Philol.-but.  Klaase.  1900,  Heft 4;  1907,  Heft  l  u. Beiheft; 
1907,  Heft  3. 

b)  Math.  i>1>v.  Klasse.   1906,  Heft  6;  1907,  Heft  1—8. 

Berlin.  4". 

c)  Gfjichäftliche  Mitteilungen.  1907,  Heft  1.  Berlin.  49, 

K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Qothemburg: 
Handiingar.  IV.  Folge.  Bd.  7  -9.  1906/07. 

Historischer  Verein  für  Steiervtarh  in  Graz: 
Steirische  Zoitsohrift.  IV.  Jahr«?..  Heft  1—4. 1900 ;  V.  Jahr«?.,  Heft  1—4,  1907. 
Beitrüge  zur  Krforschiinf^  steiruscher  < Jp.selu<  lite.  B').  ,lahr<jf.  1906. 

Jiu(jiMch-rnin)nersch*r  GesrliicHaverein  in  Greifstoald: 
Pommerache  Jahrbücher.  Bd.  8.  1907. 

Natuncisaenschaftlicher  Verein  für  Neu-Vorpoumem  m  QreiftMald: 
Mitteilungen.  88.  Jahrg.  1906.  Berlin  1907. 

l'niversite  i)i  GrenMe: 
Gentenaire  de  la  facultö  de  droit.  1906. 

K,  ImtUmd  voor  de  Taal-,  Land-  en  Volkenkunde  ean  Kederlamditk' 

Indie  im  Haag: 

Bgdragen.  VII.  Reeks,  Deel  3:  Deel  6.  Lief.  1,  2.  1907. 

Musce  J'eyler  tu  Haarlem: 
Archive«.  Serie  II,  vol.  10.  j-artie  1,  3,  4.  1906—07.  4°. 

SociiU  Uollandaise  du  Säeneea  m  Haarlem: 

Archivcs  Ncerlandaises  des  sdences  ezactes.  8^.  Ii,  tome  12,  U?r.  1 — 5. 

I^a  Haye  1907. 

K»  Leojpoldinitch-Karolinische  Deutsche  Akademie  der  Naiwrforecher 

in  Halle: 

Leopoldina.  Heft  42,  Nr.  Ii,  12;  Heft  43,  Nr.  1-11.  1907.  4». 
Nova  Acta.  Bd.  86,  86.  1906.  4^ 

PetttfcM  Morgefüändiwhe  Oeseüachaft  in  Halle: 
Zdtsolirift  Bd.  60,  Hefti;  Bd.  61,  Heft  1—8.  1906—07. 

Universität  Halle: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906  07  in  4'>  u.  Bfi. 

Naturwissen  sehn  ftlicher  Verein  für  Sachsen  uiul  Thunmjen  in  Halle: 

Zeitschrift  für  Naturwisaeuschaften.  Bd.  7ö,  Heft  4— ü;  Bd.  79.  Heft  1—4. 
Leipzi«;  1907. 

Thüringisch-Sächsischer  Verein  für  Erforsdiung  des  vatcrländisclien 

Altertum  m  UeHle: 

Neue  MitteUuDgen.  Bd.  28,  Heft  1.  1907. 

IfolfteuMrtiiefte  OeseUeehaft  in  Hamburg: 

Katalog  der  auf  den  Hamburger  Bibliotheken  vorhandenen  Litoator  aus 

der  Mathematik  und  Phv.Hik.  2.  Nachtrag  1906. 
Mitteilungen.  Bd.  IV,  Heft  7.  Leipzig  1907. 


üiyiiized  by  Google 


Verze%chMS  der  eingelaufenen  Druckschrißen, 

Deutsche  Seewarte  in  Hamburg: 
29.  Jahresbericht  fQr  1906.  1907. 

YII.  Nachtrag  sum  Katalog  der  Bibliothek  der  Dentachen  Seewarte.  1907. 

Stet  )tic(n  te  in  Hamburg: 
Mitteilungen.  Nr.  9.  1907.  gr.  8. 

Nut uruinsenschaftlicher  Verein  in  Hamburg: 

Verhandlungen.  III.  Folge.  Bd.  XIY.  1907. 
Abhandlungen.  Bd.  XIX,  Heft  1,  2.   1907.  A^. 

Vrreiii  fiir  Natunrissr)i><  hiiftltche  Unterhaltung  in  Hamburg: 
Verhandlungen.  XIII.  Bd.  1905—07.  1907. 

Ecole  fran^uise  (VExtreme  Orient  in  Hanoi: 
BulletiD.  Tom.  VI,  No.  1«  2.  1906.  4^. 

Hieiorieeher  Verein  fikr  Niedenaeksen  in  Hannooer: 
ZeitBcbrift.  Jahrg.  1907,  Heft  1—4. 

American  Phü<Aogical  AsmdalUm  in  Hanooer: 
Tranaactions  and  Proceedings  1906.  Vol.  87.  Boston  1907. 

Großherzngliclu'  Sternwarte  in  Heidelberg: 
Verülientlichungen.   Hd.  4.   Karlsruhe  11)06.  4^ 

Antrnphißiknliftches  Institut  in  Heidelberg : 
Pablikationen.  Bd.  II,  Nr.  1—12;  Bd.  III,  Nr.  1—3.  1907.  4». 

UnieersUät  Heidelberg: 

Schriften  der  Universität  am  dorn  .Tahre  lOüC./OT  in  4^  u.  8°. 

Die  Trennun^^  von  Staat  ttod  Kirche.   Akademische  Bede  von  Emil 

Troeltsch.  190t>.  4^. 
Der  Kam{)f  des  alten  mit  dem  nen«i  Recht.  Akademische  Rede  vofn 

Georg  Mliaek.  1907.  4«. 
Die  Matrikel  der  (JniverBit&t  Heidelberg.  Teil  VI.  1907. 

Naturhietoriseh'meditinieeher  Verein  in  Heidelberg: 
Verhandinngen.  N.  F.,  Bd.  VIU,  Heft  8  o.  4.  1907. 

Oeschäftif führender  Ausschuß  der  SeiMimeikommieeion 

in  Heidelberg: 

Der  obergermtinisch-rfttiBche  Limes  des  ROmerreiches.    Lief.  28.  29. 
1907.  40. 

Commiaeion  gMogique  de  Finnlande  in  Hdtmgfore: 
Bulletin.  No.  17,  18,  20—28.  1906-07. 

Inetk^  mitiorologique  central  in  HMngfon: 

Obserrations  m^t^orologiques  £tat  des  glaces  et  des  ndges.  1896^96. 
1907.  49, 

Universität  Helsingfors: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4<^  n.  ^, 
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Verein  für  siehenhür;;ische  Landeskunde  in  Ihnnannstadt: 
Archiv.  N.  F.,  B.l.  31.  Heft  1  n.  2.  1907. 

Sifhenbürgi.scher  \'ereiii  für  Naturwissenschaften  tu  Hcrninunstnflt : 

Verhandlungen  u.  Mitteilungen.  Bd.  55,  Jahrg.  1905;  Bd.  56,  Juhrg.  1906. 
1907. 

Vtrcni  für  Sachsen- Meiningisdte  Gesciuchte  in  HUiiburghausen: 
Schriften.  Heft  5G.  1907. 

Voi'jtliDtdischer  Alfrrtumsverein  in  Hohenleuben: 
76.  u.  77.  Jahresbericlit.  VJol. 

Uiuj arischer  Karpathen-  Verein  in  lgl6: 
Jahrbuch.  34.  Jahrg.  1907. 

liistorisclier  Verein  in  IngoUiadt: 
Sammelblatt.  Heft  30.  1906. 

Ferdinandfiim  in  Innsbruck: 
Zeitschrift  8.  Folge,  Heft  50»  61.  1906—07. 

Naturwissenschaftlich-medizinuicher  Verein  in  Inmbmek: 
Berichte.  80.  Jahrg.  1905/06  u.  1906/07. 

Journal  of  Pkyeieal  Chemistrjf  in  lihaea,  N.T.: 
The  Journal.  Vol.  10,  No.  9,  1906;  Vol.  11,  Nr.  1—9.  1907. 

UniversUäi  in  Jaeey: 
Annales  acientifiques.  Tome  4,  fiuc.  2—4.  1907. 

Medisinisch-naturwissenschaftliche  Gesellschaft  in  Jena: 

Jenaische  Zeitschrift  für  Naturwissenschaft.  Bd.  42,  Heft  1—3;  Bd.  43, 

Heft  1.  l'J(>(J-07. 
Dexüuchriaen.  Lief.  29.  Text  u.  Atlas.  1907.  fol. 

Verein  für  Thüringieehe  OeeMchte  und  Ältertumkunde  in  Jena: 
Zeitschrift.  N.  F.,  Bd.XyiI,  2;  XVIII,  1.  1907. 

Gelehrte  Estniedu  Cheellethaß  in  Jufjew  CDorpai): 

Sitzungsberichte  1906.  1907. 
Verhandlungen.  Bd.  XXII,  1.  1907. 

Nalurforedtende  Geselleehaft  hei  der  ünivereität  Jwjew  (DorpatJ: 

Sitrangsberichte.  Bd.  XV,  9-4;  Bd.  XVI.  1.  1906-07. 

UnieereUäi  Jurjew  (Dorpal): 

Schriften  aus  dem  Jahre  1906A>7  in  4®  u.  8^. 

Badiache  Hietoritdie  Kommiesion  in  Karlsruhe: 

Zeitschrift  fDr  die  Geschichte  des  Oberrheins.  N.  F.,  Bd.  22,  Heft  2^4. 

Heidelbei},'  1;H)7. 
Neujahrsblätter  1907.  Ueidelbeig. 

Zentralbureau  für  Meteorologie  und  Hydrographie  in  Kar1ar%Ute: 
Jahresbericht  fOr  das  Jahr  1906.  1907.  4^ 
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OfofiherzogJich  Technische  Hochschule  in  KaHtruhe: 
Sehiiften  am  dam  Jahre  1906/07  in     u.  8^. 

BaUetiB.  n.  SMe^  tonie  IS,  No.  8.  1906. 

üwoenitält  Kasan: 
Utochenia  Sapiaki.  Bd.  73,  No.  11  u.  13.  1906,  Bd.  74,  No.  1-10,  1907. 

Verein  für  heaaitehe  Geschichte  und  Landeskunde  in  Kauü: 
Zeitschrift  N.  F.,  Bd.  30,  1.  u.  2.  Hälfte.  1907. 

Verein  für  Naturkunde  in  Kaud: 
Abhandlungen  und  Bericht  LI.  1907. 

Sonett-  mathhnatique  in  Kluirko^r: 
Communications.  2«  Serie,  tome  IX,  No.  1—6.  1904—6.  gr.  8®. 

Vniversiti  Imperiale  in  Kharkow: 
SapiskL  1906,  Ueft  6,  4;  1907,  Heft  1.  2, 

OudUdMß  /Hr  9dtle9wig-hoUtMmtdie  OetdiiehU  in  Kid: 

Zeitschrift.  Bd.  37.  Leipzig  1907. 

Briefwechsel   des  Herzoga  Friedrich  ChriHtian   zu  Sohleawig- Holstein. 
Herausgeben  von  ilaus  Schulz.  Leipzig  1908. 

Kommiimtm  mar  wimmeht^ilichen  Vntersudmng  der  deuUehen  Meere 

in  Kiel: 

Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen.  N.  F.,  Bd.  8  (Abteilung  Helgo- 
land, Heft  1).  1906.  40. 

K.  Unneraität  in  Kiel: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906  07  in  4°  u.  8°. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  /ttr  Sehletwig'HoUtein  i»  Kiel: 
Schriften.  Bd.  XIU,  Haft  2.  1906. 

Universität  in  Kiew: 
IiweetÜ»*  Bd.  46,  Nr.  9—13,  1906;  Bd.  47,  Nr.  1—6,  8-9.  1907. 

ChtdiiUhteverein  für  Kärnten  in  Klagenfurt: 

Jahresbericht  über  1906  und  1906.  1906—07. 

Garinthia  I.  96.  Jahrg.,  1906,  Nr.  1—6;  97.  Jahrg.,  1907,  Nr.  1—6. 

NaturMstorisches  Landeswuueum  in  Riagenfurt: 
Oarintbia  U.  Jahrg.  1906,  Nr.  6,  6;  Jahrg.  1907,  Nr.  8,  4. 

Siebenbikrgisches  Museum  in  KlauHnbwrg: 
Erd^yi  Mdsenm.  Bd.  98,  Heft  6;  Bd.  34.  No.  1—6.  1906-07.  4<». 

PhysikttKeth-itkonoims^  Oesdlsehttft  in  Königsberg: 
Schriften.  47.  Jaliig.  1906.  1907. 

Universität  in  Königsberg: 
Schriften  ana  dem  Jahre  1906/07  in  4<»  n.  8i>. 
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K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen: 
Oversigt.  1907,  No.  14. 

Memoirea.   L  Section  des  Lettres,  6^  Serie,  tome  6,  No.  4j  7o  Serie,  tom,  L 

No.  l_t  tome  4^  No.  3^  A ; 
II.  Section  de.s  Sciences,  tome  3j  No.  2^  tome  4^  No.  1^  2^  tome  JL 
No.  L  1907.  40. 

Regesta  diploraatica  historiue  Danicae.  Serie  II,  tom.  2^  No.  fiL  1907.  4®. 

Conseil  permanent  international  pnur  Vexploration  de  la  mer 

in  Kopenhagen: 

Bulletin  trimestriel.  Annee  190.5-06,  No.  4i  1906-07.  No.  1  -± 
Publications  de  circonstance.  No.  SÖz^Al-  1906-07.  4®. 

Gesellschaft  für  nordische  Altert umnkunde  in  Kopenhagen: 
Aarböger.  1906,  II.  Raekke,  Bd.  2L 

Akademie  der  Wissemchaften  in  Krakau: 

Anzeiger.  (Bulletin  international).  L  CUvs^e  de  philologie,  1906,  No.  i— 10; 
lv07.  Nr.  1—7.  *ix  Clasae  des  aeiences  mathematiquea,  1906.  No.  4  — 10; 
1007,  No.  1  -  8. 

Atlas  geologiczny  Galicyi.  Zeszyt  18-20  (Tal)lice),  Mapy  i  tekst.  1906. 

Katalog  literatury  naukowej.  Tome  6^  Heft  1—4.  1907. 

Rozprawy  mathem.  Tome  45  A  i  B.  1906. 

Corpus  juris  Polonici.  Vol.  III.   1906.  4»- 

Spraw.  kom.  bist,  sztuki.  Tom.  VIII,  4,  1906.  fol. 

College  of  Science  in  Kyoto: 

Memoirs.  Vol.  L  No.  3»  1907. 

Historischer  Verein  in  Landshut: 

Verhandlungen.  Bd.  43.  1907. 

Univerifidad  in  La  Plata: 
Comunieacionos.  Diciembre  1906.  1907.  fol. 

Societd  Vaudoise  des  sciences  naturelles  in  Lausanne: 

Bulletin.  5«  Serie,  vol.  42,  No.  156i  ILjJ  vol.  43,  No.  Ifiö— lilD.  1906—07. 
Ob.servations  meteorologiques  faites  au  Champ  de  l'air.  Annee  1906.  1907. 

Socicte  d*histoire  de  la  Suisse  romande  in  Lausanne: 

Memoirea  et  Docuraents.  II®  Serie,  tome  6^  Melanges.  1907. 

University  of  Kansas  in  Lawrence: 

Bulletin.  Vol.  VII,  No.       1907.  4» 

Mineral  Hesourees  of  Kannus  1U02,  1003.   1903  -04.  4» 

The  University  «Jeological  Survey  of  Kansas.  Vol.  Vlll.   1904.  4®. 

Maatschai>ptj  ran  Nederlandsche  Letterkunde  in  Leiden: 

Tijdschrift.  N.  Serie,  Deel  24,  afl.  4-  Deel  25,  afl.  l_zi.;  Deel  26,  afl.  L  2. 
1905  07. 

Handelingen  en  Mededeclingen,  jaar  1905 -OG  und  1906 — 07.  1906  07. 
Levensberichten.   1905    06  und  1906-07.  1906  07. 

Sterntrarte  in  Leiden  • 

Verslag  1904  -06.  1007. 

Sternwarte.  Bd.  IX,  Heft  L  Haag  1906.  40. 
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K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig: 

Abhandlungen  der  philol.-hist.  Klasse.  Bd.  23^  Nr.  3^  4;  Bd.  25^  Nr.  2—5; 

Bd.  26,  Nr.  L  1907.  4». 
.Abhandlungen  der  math.-phy.s.  Klasse.  Bd.  30^  Nr.  1-3.  1907.  i^. 
Berichte  der  philol.-hist.  Klasse.  Bd.  58,  Nr.  3-5:  Bd.  5SL  Nr.  1—3. 

,    mathem.-phvs.  Klasse.  Bd.  58,  Nr.  6-8;  Bd.  59,  Nr.  1—3. 

1906-07. 

Fürstlich  Jablomtcski'sche  Oesellschaft  in  Leipzig: 
Jahresbericht  1907. 

Verein  für  Erdkunde  in  Leipzig: 
Mitteilungen  1906.  1907. 

Cuerpo  de  ingenieros  de  minas  del  Perü  in  Lima: 
Boletin.  No.  4L  44^  46-49.  51^  62,  51,  1906-07. 

Museum  Francisco-Carolinum  in  Linz: 

fiÖx  Jahresbericht.  1907. 

Sociedade  de  geographia  in  Lissabon: 

Boletim.  2L  Serie  1906,  No.  U,  12j  25,  S^rie  1907,  No.  1—4,  6-10.  1907. 

Literary  and  philosophical  Society  in  Liverpool: 

Proceedings.  No.  52  u.  60,  1906—07. 

Unicerisite  Catitolique  in  Loetcen: 
Publications  acadeiniques  de  l'ann^e  1906. 

Zeitschrift  ^La  Celltäe*  in  Loewen: 

La  Cellule.  Tome  XXIII,  fesc.  Ij  tome  XXIV,  fasc  L  1906  -07.  4«. 

British  Academy  in  London: 

Proceedings  1903—04  u.  1905—06. 

Hoyal  Institution  of  Oreat  Britain  in  London: 

Proceedings.  Vol.  18,  part  2,  1907. 

India  Office  in  London: 

(razetteer  of  the  Vizagapatara  District.  Vol.  L  Madras  1907. 

Vol.  22  of  the  District  (iazeteer  of  the  United  Provinces  of  Agra  and 

Oudh.  Allahabad  1907. 
The  State  Manual  of  Travancore.  3  Vols.  Trivandrum  1906. 
Madras  District  Gazetteers.  21  Vols.  Madras  1906 — 07. 

The  English  Historical  Review  in  London: 

Historical  Review.  Vol.  XXII,  No.  85— 88;  Vol.  XXUI,  No.  b9.  1907-  08. 

Hoyal  Society  in  London: 

Report  on  the  Perl  Oyster  Fisheries  of  the  Gulf  of  Manaar.  Part  V. 

1906.  40. 
Year-Book.  1907. 

Proceeilings.  Series  A,  vol.  78,  No.  526,  vol.  79,  No.  A  527-635;  Series  B, 

vol.  79.  No.  A  528-535.  1907. 
Philosophical  Transaetions.  Series  A,  vol.  200:  Series  B.  vol.  10.^.  1907.  4^*. 
Reports  of  the  Commis.sion  for  the  investigation  of  Mediterranean  Fever. 

Part  V,  VI,  VII.  1907. 
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R.  Astronomical  Society  in  London: 

Monthly  Notices.  Vol.  6L  No.  1—9;  vol.  68,  No.  L  1906-07. 
Memoira.  Appendix  to  vol.  52.  1906.  4°. 

Chemical  Society  in  London: 

Journal.  No.  631-542.  1907. 
Proceedings.  Vol.  22,  No.  318-333.  1907. 

Geological  Society  in  London: 

The  quarterly  Journal.  Vol.  63,  part  1—4.  1907. 
Geological  Literature  for  the  year  1906.  1907. 

Linnean  Society  tn  London: 
Proceedings.  Nov.  1906  to  June  1907. 

The  Journal,  a)  ßotany,  vol.  38,  No.  263, 264:  b)  Zoology,  vol.  30,  No.  195, 

IM.  1907. 
List  of  the  Linnean  Society  1907—08. 

Tranaactions.  Zoology,  vol.  IX,  part  11,  vol.  X,  part6,  7j  Botany,  vol.  VII, 
part  4,  5.  1906—07.  49. 

R.  Microscopical  Society  in  London: 

Journal.  1907,  part  1—6. 

Zoological  Society  in  London: 

Proceedings.  1906,  vol.  L  part  L  ^  ^ol-  P*^rt  1, 2,  1907,  January  —  June. 
Tranaactions.  Vol.  XVII,  No.  6i  vol.  XVIII,  No.  L  1907.  40. 

Zeitschrift  „ Natur e'^  in  London: 
Nature.  No.  1941—1992.  Index  zu  tora.  Zfi  u.  Zfi.  4P. 

Museums- Verein  für  das  Fürstentum  Lüneburg  in  Lüneburg: 
Lüneburger  Muaeumsblatter.  Bd.  1,  Heft  1—4.  1907. 

Sociiti  geologique  de  Belgique  in  Lüttich: 

Annales.  Tome  34,  livr.  1,  2.  1906  -  Qö. 

Institut  Orand  Ducal  in  Luxemburg: 

Archives  trimestrielles  de  la  section  des  sciences  naturelles.  Fase.  3,  4. 
1906.  4«. 

Section  historique  de  VInstitut  Grand-Ducal  in  Luxemburg: 
Publications.  Vol.  53.  1906. 

Historiseher  Verein  der  fünf  Orte  in  Luxem: 
Der  Geschichtsfreund.  Bd.  LXII.  Stan«  1907. 

Sociiti  d'agriculture  science  et  industrie  in  Lyon: 
Annales.  1905  u.  1906.  1906  -07.  gr.  S^. 

Sociite  Linnienne  in  Lyon: 
Annale«.  Tom.  52  u.  fiÄ.  1906  -07.  gr.  8^. 

üniversiti  in  Lyon: 
Annales.  Nouv.  Sörie,  L  Sc.-med.  Nr.  19j  II.  Dr.-lct.  No.  IjS— Ifi.  1906. 

Wisconsin  Academy  of  Sciences  in  Madison: 
Transactions.  Vol.  XV,  part  L  1905. 
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Washburn  Observatory  in  Madison: 
Publications.  Vol.  X,  part  a.  1907.  49. 

Wisconsin  Oeological  and  Katurai  Hiatory  Survey  in  Madison: 
Bulletin.  No.  Ih.  1906. 

Government  Museum  in  Madras: 
Balletin.  Vol.  V,  No.  2,  1907. 

Kodaikanal  and  Madras  Ohservatories  in  Madras: 

Annual  Report  for  1906.  1907.  fol. 
Bulletin.  No.  VIU-XI.  1906-07.  40. 

R.  Academia  de  ciencias  exaetas  in  Madrid: 

Revista.  Tomo  5,  No.  1—4  u.  7—12.  1906. 
Memoriaa.  Tomo        1907.  4". 
Anuario.  1907. 

R.  Academia  de  la  historia  in  Madrid: 
Boletin.  Tomo  60^  cuad.  1^  2  u.  4—6;  tom.  51^  cuad  1—6.  1907. 

R.  Istituto  IjOmhardo  di  scienze  in  Mailand: 

Rendiconti.  Serie  II.  vol.  39,  fasc.  17—20;  vol.  40^  fasc.  1— Ifi.  1906-07. 
Meraorie.  Classe  di  scienze,  vol.  XX,  fasc.  9^  Classe  di  lettere,  vol.  XXI, 
fasc.  ß.  1906.  40 

Museo  storico  cirico  in  Mailand: 
Raccolta  Vinciana.  Faac.  L  2  (1905  -  06). 

R.  Ossercatorio  di  Brera  in  Mailand: 
Pubblicazioni.  No.  XLIll.  1907.  4® 

Societä  Italiana  di  scienze  naturali  in  Mailand: 
Atti.  Vol.  45,  fasc.  3  u.  4j  vol.  46,  fasc.  L  2*  1907. 

Societä  Storica  Lomharda  in  Mailand: 

Archivio  Storico  Lombardo.  Serie  IV,  anno  34j         13—15.  1907. 
Raccolta  Vinciana.  Fasc.  III.  1907. 

Römisch-germanisches  Zentralmuseum  in  Mainz: 
Mainzer  Zeitschrift.  Jahrg.  II.   1007.  4» 

Literary  and  philosophical  Society  in  Manchester: 
Memoirs  and  Proceedings.  Vol.  51,  part  1—3.  1907. 

Altertumsverein  in  Mannheim: 
Mannheimer  Geschichtsblätter.   1906,  Nr.  12i  1907.  Nr.  1-12.  4«. 

Unirrraität  in  Marburg: 
Schriften  aus  dem  .Tahre  1906/07  in  4^  u.  8<>. 

Abböge  de  Maredsous:  * 
Revue  Benedictine.  Annee  24,  No.  1—4;  annee  25,  No.  L  1907—08. 

NaturwiHsenschaftliche  Gesellschaft  Isis  in  Meißen: 
Mitteilungen  1906/07. 


22*  Veneidmit  der  nngdamfenen  DnuSndurifte^i, 

Verein  für  Geschichte  der  Stadt  Meißen  mi  Meißen: 
MitieUangen.  Bd.  VII,  2,  8.  1906-07. 

üoyol  Society  of  Victoria  in  Melbemme: 
Proeeedings.  New  Series,  voL  XIX,.  part  2;  vol.  XX,  pari  1.  1907. 

AecodcnUa  Pehmttma  m  Meesina: 

Atti.  Vol.  XXII,  tue.  1,  2.  1907. 
ReMConti.  Mano-Giugoo  1907. 

OeeeUithaft  fOr  lotkringisd^  OeeehidUe  m  MeU: 
Jahrbaoh.  18.  Jahrg.  1906.  4*. 

IntHtntc  geolögico  tu  Mexico: 
Boletfn.  No.  22  u.  24.  1906.  4^ 

Oheervaicrio  wteteordldgico-magnitico  central  in  Mixico: 

Boletfn  mensnal.  Didembre  1902,  Enero— Abiil  1903,  Jalio— Septiembre 
1904.  1902  -04.  4^ 

Sodedad  eientifiea  „Antonio  Mtate^  in  Mexico: 

Hemorias  y  revista.  Tom o  22,  No.  9-12;  tom.  28,  No.  6—12;  tom.  24, 
No.  1—12;  tom.  25,  No.  1.  1906-07. 

Sociedad  de  geoffrofia  in  Mexico: 
Boletin.  Tomo  I,  tom.  II,  No.  1—6.  1904-07. 

Begia  Aecademia  di  tdenee  leUere  ed  arii  in  Mbdena: 
Memorie.  Serie  III,  vol.  6.  1906.  4^. 

Mueie  ocianogmphiiiue  in  Monaco: 
Bulletin.  No.  87— 108.  1906  -  07. 

Meteorological  Researobes  in  tbe  High  Atmoapheree,  by  tbe  Prince  of 
Monaco.  1907. 

Mmeo  nacwnai  in  Montevideo: 
Annales.  Vol.  VI,  entrega  1. 

Äcadimie  de  eeiencee  et  lettrea  in  Monipeüier: 

Section  (1(>a  sci*>nce8.  Tom.  III,  No.  6,  7.  Section  dee  lettn».  Tom.  III, 

No.  3.  1907. 

Societe  Imperiale  des  Naturalistee  in  Moekam: 

Bulletin.  No.  4;  1906.  No.  1.  3.  4.  1906-07. 
Nouveaux  Memoir.-^.  Tom.  XVII,  No.  1.  1907.  4^. 

Mathematische  Gesellschaft  in  Moskau: 
Matematitaehoskij  Sbomik.  Bd.  XXV,  4;  Hd.  XXVI,  1,  2.  1906  -07. 

Lick  ObsercaUiry  in  Mount  Hamüton,  California: 
Bulletin.  No»  104—124. 

K,  Staafemkneterium  dee  Innern  für  Kirdten'  und  Sdndangelegcfdmttn 

in  München: 

Das  Deutsche  Roich  in  gesundheitlicher  und  demographischer  Besiebung. 
Berlin.  1907.  4. 
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Statistisches  Amt  der  Stadt  München: 
Hjgiene  und  soziale  Fürsorge  in  München  von  K.  Singer.  1907. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Authropohvjie  in  Berlin  und  München: 
Korrespondensblatt.  3h.  Juhrf;..  1907,  Nr.  1~  12.  UniuoBcbweig.  4®. 

Hydrotechnisches  Bureau  in  München: 
Jahrbuch.  VIII.  Jahrrr,  lyoH,  Heft  3;  IX.  Jahrg.,  1907,  Heft  1,  2.  fol. 

Generaldirektion  der  K,  £,  Posten  und  Telegraphen  in  Müixhen: 
Preisverxeicbni^  der  Zeitnneon  etc.  für  da^  .Jahr  1908,  I.  Abt.  1907.  fol. 

K  Bayer.  Technische  Hochschi^e  in  München: 
Bericht  für  das  Jahr  190.')  -  06.   1907.  40. 
Programm  für  das  Jahr  1906-07.  1906. 
Schriften  ans  dem  Jahre  1906—07  ia  4^  u.  8*. 

Penonalstand  im  Sommeraemeater  1907  und  im  Wintersmester  1907—06. 

LtUtoraierium  für  teehnietk»  Physik  an  der  K.  Tedhnisehen  Hodudnde 

in  München: 

Mitteilungen  fiber  Forschungsarbeiten.  Heft  35  u.  36.  Berlin  1906.  49, 
Metropolitan- Kapitel  München-Preising  in  Mündien: 

Schematifsmus  der  'icistliclikeit  für  das  Jahr  1907. 

Amtsblatt  der  iirzdiözese  München  und  Frei^ing^.   1907,  Nr.  1—31. 

K.  Obcrherfjanit  in  München: 

GeognostUche  Jahreshefte.  XVill.  Jahrg.  (1905).  1907.  4^. 

Universität  in  München: 

Amtlichen  Yer/eichnis  der  Lehrer  etc.  im  Sommersemester  1907  und  im 

Winterseraester  1907  08. 
Schriften  aus  dem  Jahr«  1906/07  in  4®  u.  8^ 

Die  LHistun^.snihij,'keit  der  Forstwirtsrhaft.  K.'dc.    1007.  4» 
Verzeichni.s  di  r  Vorlesiinf.ren  im  Sommersemeater  1907  und  im  Winter- 
semester 1907  -  08.  40. 

Historischer  Verein  in  München: 
AUbajerische  Monatsschrift.  .lahr;,'.  6.  Nr.  (5;  .hihr;.;.  7,  Nr.  1,  2.  1907. 

Verein  für  Luftschiffahrt  in  München: 
17.  Jahresbericht  für  1906. 

Ornithidofjisrhe  OeseUschaft  in  München: 
Verhandlungen.  Bd.  VI.  1906. 

M''frnr<>lnt,i<t'he  Zenfrnlstatiint  in  München: 

Beobachtungen  der  meteorologischen  Stationen  des  Königreichs  Bayern. 

Jahrg.  XV— XXII  (1898—1900).  4* 
Die  Schneedecke  in  Bayern  im  Winter  1898/99  u.  1899/1900  l». 
Deutsches  Meteorologisches  Jahrbuch  für  1901-03.  Bayern  1907.  fol. 

Verein  für  Geschichte  und  Altertumekunde  Weatfälent  in  Mümtert 

ZeiUchrift  Bd.  64,  Abt  2  1906. 

Aeadimie  dt  Stanielae  in  Nancy: 

Mi^ires.  6*  Sdrie,  tome  S,  4.  1906—07. 
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Reale  Accademia  di  seienze  moräli  et  politiche  in  Neapel: 
Rendioonto.  Serie  3,  vol.  12,  fasc.  9-12;  vol.  13,  faac  1,  S~7.  1906-07. 

Zoologische  Station  in  Neapel: 
MitteiluDgen.  Bd.  18,  Heft  1—3.  Berlin  1906-07. 

Gesellschaft  PhOomathie  m  Neiue: 
88.  Bericht  1904—06.  1907. 

flitforMar  Verein  in  Neumarkt  i,  0..* 
Jahresberiehi.  8.  Jahig.  1906—07. 

JneHiuie  ef  Engkieere  in  UfewXasÜe  (upon  Tyne)i 

TraiMetioiM.  Vol.  54,  put  9;  toI.  65,  paii  7;  vol.  66,  pari  4»  6;  vol.  57, 

part  1--5.  1007. 
Aonual  Report  for  tlie  year  1906/07.  1907. 

Connectüut  Academj/  of  Arts  and  Scirnrea  in  New-Haeen: 
Tnuuaotions.  Vol.  XII,  ?ol.  XIII,  p.  1—297.  1907. 

The  Ameriean  J<mmai  of  Seienee  in  New-^Haieen: 
Journal.  4.  Series,  No.  188—145.  1907. 

American  (Mental  Soeietif  in  NeW'Saven: 
JouniaL  Vol.  27,  second  half;  toI.  38,  finth  half.  1907. 

Academy  of  Sdeneet  in  New^Tork: 
Annale.  Vol.  XVU,  pait  1,  3.  1906-  07. 

New-Tork  State  Museum  in  Ifew-Tork: 

57ti>  annnal  Report  1908.  Vol.  1. 1,  3;  toI.  II— IV.  1905.  A^. 

b6^^  iumuA\  Report  1004.  Vol.  I -V.   1906.  4^. 

Bulletin.  No.83,  84,  86-  92,  94-  98,  100,  102-104,  106  -109.   1905  -07. 

American  Museum  of  Natural  History  in  New-Twrk: 

Penivian  Muinmie.s  l»y  Charles  W.  Meud.  1907. 
Anthropological  Papers.  Vol.  I,  part  1 — 3.  1907. 
Pioneers  of  American  Science.  1907. 
Journal.  Vol.  VII,  No.  1—8.  1907. 
Annuiil  Report  for  the  year  1906. 

Bulletin.  Vol.  XVII,  part  5  u.  6;  vol.  VllI,  part  4;  vol.  XXll.  1906-07. 
Memoii».  Vol.  IV.  6;  vol.  XI,  2.  1907.  4« 

American  (reof/raphical  Society  in  Neu  - York: 
Bulletin.  Vol.  38,  No.  12;  vol.  39,  No.  1-12.   1906  07. 

N<  'h-rlavdschr  botanische  Vereeniginq  in  Ntjmegen: 
Recneil  des  travaux  botanirpies  Neerlandais.  Vol.  III,  livr.  3,  4.  1907. 

Naturhistorityche  Gesdltchaft  in  Niemberg: 

Abband luMK'en.  XVI.  Bd.  1906. 
Jahresbericht  für  1005  und  1906.   1006  -07. 

Verein  für  Grs^chichte  der  StOilt  Nürnberg: 

Jahresbericht  für  da.s  Jahr  1905.  1906. 
Hitteilungen.  17.  Heft.  1906. 
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OmiHmisches  NaUmuümtimm  m  Mnä>erg: 
Anseiger.  Jahrg.  1906»  Heft  1—4. 

Oriitnutehiiß  du  IB.  JhuUeKtn  OeografhuUa^  tu  Nf^rnbtrg: 

Festachrift.  1907. 

Katalog  der  AuaiteUiiag.  1907. 

Ferm  ßr  GuekUkU  und  Landeskunde  m  OmuiMek: 
Mittoflongen.  81.  Bd.,  1906.  1907. 

Oeohgieal  Srnroey  of  Canada  t»  Ottama: 

Section  of  Mines.  Annual  Report  for  1904.  1906. 

Summary  Report  of  the  Geolo^ical  Snrvoy  Departement  for  1906. 
Preliminary  Report  on  the  Rossland  Mining  Distriet.  1906. 
Report  on  the  Chibougaman  Mininp  Rei^ion.  1905.  1906. 

Hoyal  Society  of  Canaäa  in  Ottatca: 
Proceedings  and  Transactions.  II.  Seriea,  vol.  XII,  part  I.  1906. 

AcccKlemia  $eientificn  Veneto-Trentino-Istriana  in  Padoca: 
Atti.  N.  Serie,  anno  III,  fasc.  I,  2;  anno  IV,  fasc.  1,  2.  1906—07. 

Tt.  Äccndemia  di  scienze  in  Padua:  • 
Atti  e  Memorie.  Nuova  Serie,  toL  22.  1906. 

BedaeHoH  der  ZeUuhriß  »Bivtsla  di  ttoriea  anüea*'  in  Padua: 
BiTuta.  N.  Serie,  anno  XI,  hoc  1—4.  1907. 

Cireolo  wtatemaHeo  in  Paienao: 

Annuario  1907. 

Rendiconti.  Tonio  XXII,  fa8c.  3;  tomo  XXIII,  faac.  1—  3;  tomo  XXIV, 
fasc.  1—3  u.  Supplemento,  vol.  2,  No.  3  e  4.   19ü6-  07.  gr.  8^. 

Eeale  Accademin  di  scienze,  leltere  e  belU  arti  in  Palermo: 
Bullettino.  Anni  1903  -1906.  1907. 

CoUegio  dejjli  Ingegneri  in  Palermo: 
Atti.  1906,  Liiglio— Dicembre.  4P, 

Äeadimie  de  wtideeine  in  Parie: 
Bulletin.  1907,  No.  1—46. 

'  Aeadime  des  Seieneee  in  Parie: 

Gompies  vendus.  1907,  No.  1—27.  4^ 

^!eo^e  itanihropologie  m  Parie: 
L*£eole  d*anihropologie  de  Parit,  1876—1906.  1907. 

Institut  de  France  in  Paris: 

Annuaire  ponr  1907. 

Kcole  politechnique  in  Paris: 
Journal.  II.  Serie,  cahier  11.   1906.  4^. 

Mo)iiteitr  Srioit ißi{U/'  in  Paris: 
Mouiteur.  Li vr.  781— 792  (Janvier— L>uceuibre  1907).  4*^. 
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Muxie  Guitnet  in  Paris: 

Annales.  Hil.liotheqne  d'etudes,  tome  22  u.  23.  190G-07. 
Revue  de  l  iiistoire  dea  religions.  Tome  53,  No.  2,  3;  tome  54,  No.  1  —  3. 
1906. 

Musium  d'hiaUrire  naturelle  in  Parte: 

Biillofin.   Annee  1906.  No.  4—7;  annee  1007.  No.  1  5. 
Nouvelleä  Archive».  Serie  IV  ,  tome  VIII,  hac.  I,  2;  tome  IX,  fasc.  1. 
1906-07.  40. 

SoeiHi  d*anthropoJogie  in  Paris: 
Bulletina.  1906,  No.  1-6;  1907,  No.  1. 

Societc  des  etudes  hiatoriques  in  Paris: 
Revue.  73^  annee,  Janvier  -Aviil  1907. 

Societe  de  (jeogrnphie  in  Pnrift: 

La  Geocrniphie.  Annee  XIU,  N0.6,  6;  XIV,  1-6;  XV,  1-6;  XVI,  1,  2. 

IDüti  -  üö. 

Societe  matlicmutitjur  de  France  in  Paris: 
liulletin.  Tome  34.  fasc.  4;  tome  35,  fasr.  1     1.    190G -07. 

Societe  z(X}lo(fique  de  France  tn  Paris: 

Bulletin.  Tome  XXX  u.  XXXI.  1905-06. 
Memoires.  Annee  XVIII  u.  XIX.  1905-06. 

Western  Anstralia  Gcological  Survey  in  Perth: 
Bulletin.  Anno  1907,  No.  23  -26. 

Acddimie  Imperiale  den  sciencen  in  St.  Petersburq: 

Schf'dae  ad  Herl.arium  Florao  Hossinie.  No.  IV.  V.   1902  —05. 

A.  Liapounotl",  Sur  les  tigures  d'tHiuilihre.  1906.  4^. 

Tiavaux  du  Musee  botanique.  Fa»e.  1— 3.  1900-07. 

Bulletin.  1907,  No.  1-^18.  40,  und  5^  Säie,  tome  21,  N0.6,  tome22— 24, 

tome  25.  No.  I,  2.   1904  07. 
Annuiiire  du  Muötie  zoologique.  Tome  X,  No.  3,  4;  tome  XI;  tome  XII, 

No.  1,  2.  1907. 

Seetion  giologique  du  cahinet  de  Sa  Majesti  in  St.  Petersburg : 
Tmvaux.  Tom.  VI,  livr.  2.  1907. 

Cnmit^  ffi'nloifitiue  in  St.  ]*rter.sl>urf):  ^ 

Exploiiitionä  geologiques  dans  les  regions  aurileres  de  ia  Siberie.  10  lieft« 

und  Karten.  1906  -07. 
nnlletin.s.  Vol.  24.  No.  1-10;  vol.  25.  No.  1  -9.   1905  OC 
Memoire«.  Nouv.  Serie,  livr.  16,  21,  23  -27,  29,  31.  33.  1906—07.  49, 

Kdiserl.  Botanischer  Garten  in  St,  Peter^urg: 

Scnjita  iMitiinica.  Fase.  24.  25.  1907. 

Acta  horti  retropolit  uii.   Tome  25,  livr.  2;  tome  27,  livr.  1.  1907. 

Knineri.  Riixsiscl  r  Arcluiologische  Gesellschaft  in  St.  Petersburg: 

Sapiski.  Bd.  VIII.  H.  tY  1. 

,       Numismatische  Abteilung.  Bd.  I,  Heft  1.   1906.  4». 
.      Klassiflche  Abteilung,  Bd.  IV.  1907. 
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iTouerf.  JfiiMrobjTiMfte  OeülUthaft  in  8t.  Petenintrg: 
Yerbandlniigen.  IL  Serie,  Bd.  44,  Lief.  1,  2.  1906. 

Ph^$ik.-€hem,  GetelUchaft  an  der  Kaiseri.  ünivermiät  8t,  Petertburg: 

Schurnal.  Bd.  88,  Heft  2—9;  Bd.  39,  Heft  1—9.  1906—07. 

Soeiiti  Imp.  des  Naturedistea  in  8t.  Petertburg: 

Tiaraiu.  VoL  85,  livr.S,  No.  1— 4,  IiTr.4;  VoL  86,  livr.  1,  No.  6— 6, 
livr.  2,  No.  2«-6;  Vol.  87,  livr.  4;  VoL  88,  livr.  2-4.  1906—07. 

Obtervatoire  phyiique  eenirtd  Nhctoi  in  8t.  Petenkurg: 

6  M^moires  de  la  Commi.säion  pour  la  znesure  d*an  urc  de  märidieu  au 

Spitzberjr.    1904    05.  4«. 
Annales.  Annee  1904,  pari.  1  et  II.  IdOü.  4^ 
Stade  de  Tatmoepb^.  Fase.  2.  1906.  4<>. 

HiMor.-philtilog.  Fakultät  der  Kais.  Univerdtät  St.  Petersburg: 

Sapiaki.  Bd.  65,  Heft  4;  Bd.  78  -80,  83.  1902-07. 

K'iiscrl.  (niivf  rsität  in  St.  Petersburg: 

Uuchenia  Sapiski.  Bd.  74,  No.  8,  9.  1907. 
Ottechet  1906.  1907. 

Eatanov,  N.  F.  Venraoh  einer  Stadie  Aber  die  Spiache  der  Uijancbaier. 

Ka.Han  1903. 

Kuncevic,  G.  Z.  Geschichte  des  Heieho»  von  Kasan.  St.  Petersburg  1906. 
La-Bart,  Graf  F.  de.  Chateaubriand  und  die  Dichtkunst  de«  Weltschmerzes 

in  Frankreich.  Kiew  1905. 
Latj^ev.  V.  Über  einige  Aolische  und  dorische  Kaiendarien.  St.  Teters- 
bürg  1883. 

ICalinin,  V.  Der  Höneh  des  Eleaar^Klosters  Fhilotheus  und  seine  Briefe. 
Kiew  1901. 

M^dnikov,  N.  A.  I'alibjtina  von  s»Miier  Krolx  nnij^  dnroh  ilio  Araber  bis 
zu  den  KifuzzüKen  nach  arabidcheu  (Quellen.  1.  LnteriiUfhung  der 
Quellen.  St  Petersburg  1902. 

NÜdtskvi,  A.  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  griechischer  Inschriften. 

Jurjew  1901. 

Novgorodcev,  V.  Kaut  und  Hegel  in  ihren  Lebren  von  Recht  und  iCegierung. 
Moskau  1901. 

Pirosrov,  N.  J.    Briefe  aus  Sebastopol  1854-55.  St.  Pct.Msbur-  1R99. 

Rudakov,  A.  Materialien  zur  (lex-hidite  dfr  oliinfr'.sis''li<'n  Kultur  in  der 
Provinz  Kiriu  (löU  -1902).  i.  i>ie  Übersetzung  des  Czi-liü  tun-izi. 
Wladiwostok  1903. 

S^^ovskij.  V.  T  f>-  T  iknt'  Ti.  Versuch  einer  ethnographischen  Unter- 
suchung, ^t.  r< )  imult  i^'äß. 

Sozonovic-,  .T.   Zur  i  rage  nach  dem  Einfluü  des  Westens  auf  die  slavische 

und  russi.sche  Poesie.  Warschau  1898. 
StrdlcoT,  A.  Die  Ärzte  bei  den  alten  ROmem.  Moskau  1888. 

Academy  of  wUuraX  Sciences  in  J^niaddphia: 

Journal.  TT''  Series,  vol.  XIII.  part  3.  1907.  49. 

Proceedings.  \o\.  58,  part  i,  3 :  vol.  59,  part  I.  190G   07.  gr.  Ö'*. 

Historical  Soeietg  of  Peumylvania  in  Philadelphia: 

The  Ponnsylvania  M  i-nz-Tv  of  History.  Vol.  XXX,  No.  120;  vol.  XXXI, 
No.  121—123.  19UÜ  07. 
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American  Philoso phical  Society  in  Philadelphia: 

Proceedingr».  Vol.  45.  No.  183.  18  t:  vol  4G,  No.  185  u.  186.  1906—07. 
The  Volume  of  tbe  Franklin  Bi<'ori{ennial  CVlebration.  1906. 

Soc'u'tä  Toscaha  di  scicnze  naturali  in  Pisa: 

Atü.  Processi  verbtai,  vol.  XVI,  No.  2—5.  19ü(i— 07.  4» 
AttL  Memorie,  vol.  XXU.  1906.  gr.  8*. 

Soeielä  lUdiana  di  fUica  in  Pisa: 

n  nuoTO  Cimento.  Serie  V,  tomo  12,  Ofetolne—IMeembre  1906,  tomo  18, 
Genajo— Haggo  1907,  tomo  14,  Giagno— Ottobre  1907. 

Jltertumnerein  m  Plauen: 
Müteilungen.  18.  Jahtessohrift  filr  1907—08.  1907. 

Meloriedte  GeeeUeekaft  m  Poeen: 

Zeitschrift.  21.  Julif^.,  1.  u.  2.  Halbband.  1906. 
Hiatoriache  Moniitbblättrr.  Jahrg.  V 11,  1906,  Nr.  1-12. 

Astrnjih  i/>iJ:(tJisches  OhserrnfoHum  in  PoUdam: 

Publikiitionen.         X V.  stnk  1 ;  ßd.  XVll.   1907.  i^. 
Photographisrbo  llinunflnkart.'.   Kutalo^'.  Dd.  IV.    19U7.  -l^ 

Böhmische  Kaiser  Franz  Joseph- Akademie  in  Prag: 

Sbi'rka  pramenu.  Skupina  1,  ci'alo  7;  Skapina  II,  cittlo  8;  Skupina  III, 

ifslo  5,  6.  1905-06. 
Pamiitky  archaeolo^nrke.  Bd.  XXII,  Heft  6,  6.  1907.  4^. 
Hiftorirkv  Archiv.  Cislo  25-29.  1906-07. 
Vestnik.  ßd.  XIV,  XV.  1904—05. 

BoUetin  international.  Claaae  dee  aaieneea  mafb^Biatiqiiea.  IX*  ann^ 

Heft  2;       unnee  Heft  I.  2.  1904—06. 
Alnianach.  Ro.  iiik  XVI.  XVil.  1906-07. 
Archiv  pro  Lexikographie.  Cislo  IV,  VI,  1,  2.  1906. 
Bibliografie  Cesk^  Historie.  Tom.  III,  avaaek  3,  8.  1906—06. 
Bospravy.  THda  I,  cislo  34-86,  THda  H;  Ro6nfk  XIV,  X¥,  TKda  III, 

ffslo  21.  22.  1905—06. 
Ziktuund  Winter,  De^iny  i^mesel.  1906. 
Katalog  6esk^ch  foaailnfcli.  1906. 
J.  Baborovskv,  Elektrochemie.  1904. 
Biblioteka  Kiassiku.   f^islo  11—14.  1905—07. 
Filip  Po^ta,  Palaeozoologie.  Bd.  1,  2.  1904-05. 
A.  Reyebler,  Chemie  f^aikalni.  1902. 
Antonin  Pavli(^ek,  Dodatok.  1905. 
Filosoficka  Bibliotheka.  Rada  II.  cihIo  1.  1906. 
Max  Ktepinsky,  0  poiueru  pfedlohy.  1905. 
Kaiel  Ghodoanak^,  Naatuceni.  1906. 

Landeeardiie  in  J^rag: 

Mittoilun{?en.  I.  Bd.  1904. 
Archiv  Cosky.  Dil  23.   1906.  4«. 

Codex  diploniaticiKS  et  t'pistohiris  re;^'ni  Bobemiae.  Tomi  I.  fasc.  2.  1907. 

OeeeUechaß  tur  Förderung  deutscher  Wisnenachaft,  Kunst  und  Literatur 

in  Prag: 

Rechenschaftsbericht  fOr  das  Jahr  1906.  1907. 

Bibliothek  deotMsher  SchriftateUer  Ana  Böhmen.  18.  vu  19.  Bd.  1906-07. 
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K.  Böhmische  GescUsehafl  der  Wissenschaften  in  Prag: 
Monamenta  Vaticana  res  gestas  Bohemicas  illustrantia.  1907.  49. 

Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  ütudetUem  i»  Prag: 
68.  Bericht  aber  das  Jahr  1906.  1907. 

K.  BÖhmisehee  Mueeum  m  Prag: 

Bcrirlit  fiir  das  Jahr  1906.  1907. 
Caaopis.  Bd.  81,  Heft  1-4.  1907. 

Paanatky  archaeologisck^.  Dfl  22,  Heft  3  ~  6.  1906-  07.  4^. 

K.  K.  Stermrarte  in  Prag: 
Mignetiiche  und  meteorolog.  Beobachtungen.  67.  Jiihrg.  lUÜG.  1907. 

Verein  böhmischer  Mathematiker  in  Prag: 
Casopis.  Tome  3G,  No.  1—4.  11)06. 

Verein  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen  in  Prag: 
Mitteilungen.  45.  Jahrg.,  Nr.  1—4.  1907. 

Deutscher  naturwiseenschafUich-medizinischer  Verein  für  Böhmen  „Lotoe" 

in  Frag: 

Sitzungsberichte.  Jahiv.  1906,  N.  F.,  Bd.  26.  1906. 
Natnrwiasenschaftliehe  ZeitsehiÜt.  Neoe  Folge,  Bd.  1,  Nr.  1—8.  1907.  4*. 

Meteorologieal  DeptuimetU  of  Tramteaai  in  Pretoria: 
Anoual  Beporka  ibr  ihe  year  1906— <M.  1907.  fol« 

Agrievliurei  Beaearek  InetUute  m  Puea: 

Bulletin.  No.  4.  1907.  40. 

Memoirs.  Botanical  Series,  vol.  I,  No.  I,  pari  II,  No.  6.  Chemical  Series, 
vol.  11,  No.  2.  1907.  40. 

Historischer  Verein  in  Begentbwrg: 
Verhandlungen.  Bd.  58.  1907. 

Naturforscher- Verein  in  Miga: 

Korre8pondenzl)latt.  Bd.  49  u.  50.  1906—07. 
Statut  des  Naturforscher-Vereins.  1900. 

Bibliothi^que  nationale  in  Hio  de  Janeiro: 

Annaes.  Vol.  27,  1905.  1906.  4^. 

A  Bibliotheca  Nadonal  em  1904.  1906. 

Catalogo  da  Gollec9rio  Siilvüdor  de  Mendon^a.  1906. 
Documentos  relativos  a  Mtm  de  Sä.  1906. 
General  F.  M.  de  Souza  Aguiar,  Relatocio.  1906. 
Maddi»  e  Hamorä.  1886. 

Obeerwikurio  in  JKo  de  Janeieü: 

Annnario.  Anno  28.  1907. 

Boletim  mennl.  Jan*— Desembro  1906.  4*. 

Redde  Aeeademia  dei  Idneei  in  Som: 

Annuario.  1907. 

Memorie.  Classe  di  sciense  fisiche.  Serie  V,  vol.  6,  fasc.  9—12.  1906.  4®. 
«  H otisie  degU  ecavi  di  antichitik.  Seiie  Y,  voL  8,  ihae.  7—18  imd 
Indid;  voL  4,  Cmc.  1-8.  1906-07.  4«. 
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Atti.  Serie  \ ,  ICunUicunti.  Clause  di  scienze  fisicbe.  Vol.  15,  semeätre  2, 
fiuc.  11, 12;  Tol.  16,  Bemestre  1,  fiuc.  1—12,  8emeBtre2,  (ifMC  1—11. 
Bendiconti.  Clu.ssc  «Ii  scienze  moxali.  Serie  IV,  vol.  15,  fasc.6— 10;  voL  16, 

fasc.  l  -5.   lyoü  07. 
Atti.  Kendicontodc'ir  a<lunan/.a  aolerim- del  i:(iiu^no  19ü7,  vol.  11.  1907.  4^*. 

Ii.  Coniitato  geologico  d'Itaha  in  Rom: 
BoUettino.  Anno  1906,  Xo.  3,  4;  1907,  No.  1.  2. 

Accademia  Pontificia  de'  Huwi  Lineei  in  Som: 
Atti.  Anno  59  e  60.  1906-07.  49. 

Kaiurh  DeuUches  ÄrdMogitehea  InttM  (r9m,  MJ  m  Bm: 
MitteUungen.  Bd.  21,  Heft  1-4;  Bd.  22,  &ac.  1,  2.  1906-07. 

B,  Minitten  deUa  UHirwtkm  pMUiea  in  Born: 

Lo  opore  di  Galileo  Galilei.  Vol.  lU,  parte  2;  vol.  XIX.  Fin  nze.  1907.  4». 
Per  la  Kdi/ione  nazionulc  delle  opere  di  Galiloo  (ialilei.  Trent'  anni  di 
8tudi  Galileari  per  Ant.  Favaro.  Firenze  1907.  4<*. 

Societa  italiatia  delle  sciense  in  Mom: 
Memorie.  Serie  III,  tome  14.  1907.  4^ 

E.  Ufficio  centrcde  meteorolnr^ico  Italiano  m  Som: 
AnnaU.  Serie  U,  vol.  28,  parte  1,  1901.  1906.  4P. 

B,  Soektä  Bomema  M  tUnia  pßtria  tu  Barn: 
Arebivio.  Vol.  29,  fiwc.  8,  4;  vol.  80,  fiuo.  1, 2.  1906-07. 

StadtmagiHrot  m  So$enh«im: 
Aus  Alt-Roeenbeim.  Von  Lod.  Eid.  1906. 

UntMnUäi  BoHbacks 
Schriften  ans  dem  Jahre  1906/07  in  4^  n.  ^. 

Bataafach  GenooUehap  der  Pnefimäenindemke  WUtbegeerte 

in  Botierdam: 

Nieuwe  Verhandelingen.  Beeke  II,  Deel  VI,  atnk  2.  1906.  4^'. 

AeadMe  du  adenee»  in  Bouen: 
TrioB  analjtiqae  dee  imvanx.  Ann^  1904  -06  n.  1905—06.  1906^07. 

B.  Aeeademia  di  aekm  degli  AgiaU  in  BovertUft 
Atti.  Serie  III,  toI.  12,  faao.  8»  4;  vol.  18,  fasc.  1,  2.  1906-07. 

jßeole  frangaia*  d^Bxtfime'Orient  in  So^oti.* 

B.  Lnnet  de  Lajonqui^,  Inventane  deteriptif  dee  monomenie  da  Cvan- 

bodge.  Tome  II.  Paris  1907.  gr.  8«. 
Publications.  Vol.  VII.  Paris  1906.  -r. 
Bulletin.  Tome  t>.  No.  3.  4.  Hanoi  1'J(m;.  A^. 

Gesellschaft  fiir  Sdhl/urger  Landeskunde  in  Salzburg: 
Mitteilungen.  47.  Vereinsjahr  1907. 

Altmärkischer  Verein  für  vaterländisiAe  QesekichU  in  Salßwedel:] 
84.  Jahreiberiobt  1907. 
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Vtrgeithmt  der  emgdaufenen  DrucMwiften, 

Historischer  Verein  in  St.  Gallen: 

Die  FJurofon  d.  Kantone  St.  Gallen  n.  Appen/eil.  T»m1  1  v.  (i.  Felder.  1907.  4,^, 
Drei  St.  Gallische  Heisläuter  v.  Traugott  .S.-hieli.   1906.  4^. 
Mitteilungen.  Bd.  XXX,  1.  Hftlfte.  lUOC. 

ürkondenbuch  der  Abtei  St.  Gallen.  Teil  V,  Lief.  2,  3.  1906-06.  4<*. 

Äcademy  cf  science  in  St,  Louis: 
Tmosactions.  Y0I.XV,  N0.6;  vol.  XVI,  No.  1—7.  1906—07. 

Missouri  Botanieai  Garden  tn  St,  Louis: 
XVlItb  aniraal  Report  1906. 

Institute  y  Observatorio  de  marina  de  San  Fernando: 

Almanaque  n;inti(0  para  ol  aiio  1908.  1900. 

Annales.  Seoiiun  1».  Memoria  dfl  Eclip^äe  de  1905.   1907.  fol. 

,        Secoiön  2,  Observaciones  nK^teorolo^.  Anno  1900.   1907.  fol. 

Ilosnisch- Herzegovi nischc  Landr.^vrqii  i-nnif  in  Sarajcro : 

Ergebnigbe  der  raeteorol.  Hoobachtungen  im  Ja  lue  1902  —  03.  Wien  1906.  4*^. 

JjiiHiitsmuseum  in  Sarajevo: 

Wiaaenschaftliche  Mittfilun-en.   Bd.  IX,  X.   1901-07.  4°. 

IJhiccrsitiit  in  Sassnri  (Sardinien): 

ätudi  Saä3are.si.  Anno  IV,  sez.  II,  fasc.  II  u.  Öupplemento  No.  6,  7 ;  anno  V, 
•es.  II,  Supplemento  No.  1,  2.  1906—07. 

Ver»n  für  meeklerUfurgische  Geschichte  in  Schwerin: 

Jahrbflcher  q.  Jaliresberichte.  72.  JsbTv.  u.  Regieter  zu  Jahrg.  5 1 —60.  1907. 
Kecklenbuiiguchee  ürknndenbueh.  Bd.  XXII.  1907.  4^^, 

Nord-China  Braneh  of  the  S»  AtiaHe  Society  in  Shanghai: 
JoumaL  Yol.  88.  1907. 

Jt.  Aeeademia  dei  fMoeritid  in  Siena: 

Atti.  Serie  lY,  vol.  18,  disp.  6—10,  voL  19,  disp.  1—6;  Serie  V,  vol.  4, 
disp.  3..  1906—07. 

K.  K.  Archäologisches  Mxiseum  in  Spalato: 

Bnlleitino  di  Archeoloi^ria.  1900,  No.  6-12  u.  Supplemento  al  BuUettino, 

No.  1-4  a  1907.  1900-07. 

Hiatorischer  Verein  der  Ffaiz  in  SSpeyer: 

Mitteilungen.   Heft  29  u.  30.  1907. 

K.  Vitterhets  Jlistorie  och  Antiiiuitets  Akademie  in  Stock/uüm: 
M  inadsblad.  32.- 3i.  Jahrg.  1903-05.  1907. 
Fornwannen  1906.  .\rgangen  I.  1907. 

K.  Akademie  der  Wissenf<chaflen  tn  StockJiolm: 
Arsbok.  Ar  1900  u.  1907.   üppsala  1900  -07. 

Astronomiska  Jakttagelser.  Bd.  8,  No.  3-6.  üppsula  1906-07.  4<>. 
Met»^orolncrIs]<a  .Takttjigelser  i  Sveri«?e.  Vol  48.  Upp.sala  1907.  4''. 
Handlingar.  X.  F..  Bd.  41.  No.4, 6— 7;  BU.42,  No.  1— 9.  Uppsala  1900-07.  4». 
Arkiv  för  Zoologi.  Bd.  III,  Heft  3,  4.  üpi)sala  u.  Stockholm  1907. 
Arkiv  för  Kemi.  Bd.  II,  Heft  4-6.  Uppsala  u.  Stockholm  1907. 
Arkiv  far  Botanik.  Bd.  VI,  Heft  8,  4.  Upp«üa  u.  Stoekholm  1907. 
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32*  Vereeidmii  der  eimgdaufmen  Dnicktehriften» 

Arkiv  för  Matematik.  Bd.  III.  2-4.  1907. 
Nobelinstitut  Meddelanden.  Bd.  I,  7.  iyü7. 
Linii^.  Skrifter.  Bd.  1—3.  19to— 06. 

Linne,  s^som  nalurfoi Vikare  och  läkare.  üjipsala  1907. 
Linne.  Systema  naturae  facsini.  edit.  Holmiae  1907,  fol. 
Lea  prii  Nobel  en  1902  u.  1905,  Supplement.  En  1904-07. 

Oeologiska  Förening  in  StockIu)lm: 

Förhandlingar.  Bd.  28.  Heft  7;  Bd.  20,  No.  1-6.  1906  -07. 

Institut  lintjnl  gcoloyique  in  iitockholm : 

Svenges  geologiska  Underaükuing.  Stirie  Aa,  Nr.  123,  134,  137,  1-10. 
Karten  mit  Text;  Q6ne  C,  p.  201—906. 

Nordiska  Museet  in  Stockholm: 

Fataburen.  1906,  Heft  1—4. 

Bidn«  tUl  Tftr  odliqgs  häl^er,  No.  9.  1906. 

Wirttmbtrgkt^  Ximmi$8ion  fikr  LmtdeigestMeklt  A»  fiteHyorl: 

YierteUahxwbefte  flir  Landesgeachiehte.  N.  F.,  XTI.  Jahrg.  1907,  Heft 
1—4.  1907. 

K.  Wmimherg.  StatuÜtdiei  Lanäetamt  in  ShiUgari: 

Wflrtt«  iiihprgiBche  Jahrbücher  Ar  Statittik  u.  Landeelrande.  Jahrg.  1906» 

2  ll.'ft.'.   1900    07.  4°. 
Bibliographie  der  Württemberg.  Geschichte.  Bd.  IIL  1907. 
Württemberg.  Urknndenbnch.  Bd.  IX.  1907.  4«. 

Department  of  Mines  and  Agrtculture  of  New-iiouth- Wales  inSydntiff: 
Annual  Report  for  the  year  1906.  1907.  fol. 

Geological  Survey  of  I^evf'8ou^'Walei  in  Stänty: 
Reooids.  Vol.  VIII,  3.  1907.  4». 

Linnean  Society  of  Netc- South -Wales  in  Sydney: 
Ptooeediaga.  Vol.  81,  part  8,  4;  toL  82,  part  1—8.  1906—7. 

Observatorio  astronomico  naeional  in  Taeidniffa: 

Anuario.   .\no  de  1907.  ano  XXVII.  1906. 
Obaervacioneä  meteorologicas  ano  de  1904.  1907.  4*^. 

National  Physical  Laboratorff  in  Ttddington: 

Report  for  the  ypar  1906.  1907.  A^. 

Earthquake  Investigation  Committee  in  Tokyo: 

PublicationB.  No.  22 B  Art.  1—4;  No.  23,  24.  1906-07. 
Bulletin.  VoL^No.  1-4.  1907.  4°. 

Agricidtural  Experiment  Station  Japan  in  Tokyo: 

The  Bulletin.  Vol.  I,  No.  2.  1907.  40. 

Kaiserl.  Universität  Tokyo  (Japan): 

The  Journal  of  the  Collotre  of  Science.  Vol.  XXI,  article  2— 7,  9-11; 

vol.  XXII;  vol.  XXm.  article  1.   1906—07.  4«. 
Mitteilungen  aut  der  medizin.  Fakultät.  Bd.  VII,  No.  1,  2.  1906-07.  40. 
The  BiiUetm  of  the  College  of  Agiioolture.  VoL  VII,  Ho.  8, 4.  1907.  4». 
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Verscichni*  der  eingelaufenen  Vruckschnften.  33* 

Altertumsverein  in  Torgau: 
Veröffentlichungen.  Heft  XX.  1907. 

Unicersiti  in  ToiUouse: 
Bibliotheque  in«ridionttle.  I.  Serie,  vol.  10, 11;  II.  Serie,  vol.  11.  liH)6— ü7. 
Bulletin  de  la  »tation  de  pisciculture.  No.  8  4.  1906. 
Annules  du  Midi.   Annoe  18,  Xo.  70-74.  1000—07. 
Annales  de  lafaculte  des  aciences.  11®  Serie,  tomeVIÜ,  £«80.2—4;  tomeIX, 
faso.  1.  Id06  -  07.  40. 

Biblioteca  e  Museo  canmnale  in  Trient: 
Arehivio  Trentino.  Anno  XXI,  fasc.  4;  anno  XXII,  fasc.  1— 3.  1906—07. 

Videnskabers  delskaO  in  Tronähjem: 
Skrifter.  1905  u.  1906,  1906  -07. 

Kaiser  Franz  Joseph-Museum  für  Kmi.st  und  Gewerbe  in  Troppau: 

Zeitschrift  für  Geschichte  und  Kulturgeschichte  österreichisch  Schlesiens. 

Jahrg.  1  1905  06,  Heft  1—4;  J&hrg,  2,  1906/07,  Heft  1—8.  4^. 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1906.  1907. 

Universität  Tübingen : 
Max  Römelin,  Bernhard  Windncheiil.   1907.  4^. 

Chr.  Sejrbold,  Verzeichnis  der  arabischen  Handschriften  I.   1907.  4®. 

Ii.  Accademia  dcUe  scienze  in  Turin: 
Osservazioni  meteorologiäche.  Anno  1906.  1907. 
Atti.  Vol.  43,  dinw  1—15.  1907. 
Memorie.  Serie  Ii,  tomo  56,  67.  1906—07. 

E,  Accademia  ^agneoUwra  m  IWm: 
Anoali.  VoL  49.  1906.  1907. 

K.  OesdUdkoß  int  Witant^fUn  in  Upaiüa: 

Not»  aeta.  8er.  lY,  yol.  60,  ftsc  3.  1907.  4<>. 

MtUoftHog»  ObMTMiforMMii  dtr  UmoerMlt  UpstHa: 

Bnlletm  meneaeL  Vol.  88,  1906.  1906—07.  fol. 

K.  Ummmm  in  Uptda: 

Katalog  der  Inkonabelii  der  K.üiiiTersität8bibIiofhek.  Von  J.  Ck>ll^n.  1907. 

JtedahUoH  der  ZeiUchnft  ^Eranoa*  in  üptata: 

Enmos.  Vol.  VI,  üiwe.  1—4.  1905  -  06« 

HistoritA  Oenootschap  in  (7lmM.* 

Bijdragen  en  Mededeelingen.  Bd.  XXVII  q.  XVm.  Amsterdam  1906—07. 
Werken.  Serie  III,  No.  18,  21—24.  Amsterdam  1906  -07. 

ProviMdal  ütredUach  Oenoots^p  mi  UtredU: 

Aanteekeningen.  4.  Juni  1907. 
Veralag.  5.  Juni  1907. 

Institut  Royal  MHtorologique  des  Payt'Bo»  in  Utrecht: 

Annnaire,  57«  ann^e  1905.  Abt.  A.  Mät^rologie;  Abt.  B.  MagDÖtisme. 
1907.  40. 

Mededeelingen  en  Verhandelingen.  V.  1907. 
Onweders  in  1905.  Deel  26.  1907. 
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S4*  VttmMmU  dtr  eingdaufenm  JhueUäkrißin, 

Ondenoekingen.  6.  Beeks.  VII.,  VIII.  1006-^7. 

jAeeadmma  di  Seietkn  i»  Vgrana: 

Aiti.  Serie  IV,  rol.  6.  faso.  2;  vol.  6,  fasc.  1.  1906-06. 
Osaervanoni  meteorol<^ohe,  1904  u.  1906.  1906-  06. 

MMseo  cftoMo  di  Verona: 
Madonna  Verona.  Annata  1,  fasc.  1.  1907. 

MalhemaHadhphftiktimk^  OiuKtdkaf^  in  W&nthau: 
Fhu».  Tomo  18.  1907. 

Bweau  nf  Amm^mn  MmnAogy  in  ITaiMfi^fon; 

Bulletin.  No.  80.  1907. 

%kS^  aad  96^  anaual  Bepoit.  1907. 

Felta  INirMNi  tn  WoMmg/kont 

Special  Reports.  The  BBnd  and  Oie  ]>eaf  1900.  1906. 

Gommwiioiier  of  üUneaivm  m  TTmAm^m; 

Beport  for  the  year  1908/04,  vol.  3  and  1904/06,  toL  1,  2.  1906-07. 

fj,  8,  D$pmr$mmd  of  J^ntmUmre  in  Wmkim§t9n: 

Tearbook  1906.  1907. 

Weatber  Map.  1907,  Jannarj  1—61,  Februaiy  1—28. 

Smithsonian  InstittUion  in  Waihingtom: 

Frederic  W.  Tnie,  Benutfks  on  the  Tjrpe  of  the  fossil  Cetaeeaa  Agarophins. 

1907.  4. 

Smithsonian  Contrihutions  to  knowledge.  Part  of  vol.  XXXV.  1907.  4®. 
Annual  Report  for  the  jear  ending  June  30,  1905  and  1906.  1906  —07. 
Miscellaneous  Collections.   Vol.  47.  No.  lo59;   vol.  48.  No.  105(5.  1605; 
vol.  49,  No.  1652,  1717,  1720,  1721;  vol.  f.O.  No.  1703,  1725.  iJMM>-07. 

Carnegie  Imtitution  of  Wa^ington: 

William  Lawrence  Tower,  An  Investigation  of  EvolntioB  in  Orywuneiid 

Beetles  of  the  Genus  Leptinotaraa.  1906. 
Bulletin.  No.  16— 19.  1907.  gr.Bfi. 

Papers  of  the  Station  for  Experimental  Evolution.  No.  8.  1907.  gr.  8*. 
Mutation.s,  Variation^  and  Helation-Ships  of  OeDotberas  by  D.  T.  Mac- 
dougal,  A.  M.  Vail,  and  (i.  H.  iSbull.  11)07. 

U.  S.  National' Muse  um  in  Washington: 

Contributions  from  the  U.  S.  National  Herbanun.  Vol.  10,  part  3  mit 

Karte,  part  4,  .5.  1906-07. 
Proreedings.  Vol.  31,  :?2.  1907. 

Bulletin.   Vol.  50;  vol.  53.  part  2.  No.  56  -  60.  1907. 
Annual  Keport  of  the  Board  of  Kegents. 

Beport  of  we  National  Mn^eum  for  1904^05  and  1906—06.  1906. 

U.  S.  Naval  Observatory  in  Washington: 
Synopsis  of  the  Report  for  the  1905—06.  1906. 

PhUosophical  Society  in  Wa^Ungtons 
Bulletin.  Vol.  XV,  p.  1—56,  1907. 
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Publications.  No.  15.  1906. 

U.  S.  Coast  and  Geodetic  Surreij  Off]cf  in  WaähmgUm: 
Report  of  the  Superintendont  1905  -  06.  190M.  4®. 

United  Statcn  Geotngical  Snrvey  in  Washington: 

BoUetins.  No.  279.  283—286,  287,  289,  290,  293-308,  810  -  316,  817—318, 

320.  323,  324.  1906-07. 
Monograpba.  Vol.  60.  1906.  4* 

27.  Annuul  Report  1905—06.  190G. 

Profe^Mioiuvl  I'aper.  Xo.  46,  51,  62—66,  67.  1906-07.  4^. 
Mineral  Hesources.  1905.  1906. 

Water-Supply  Paper.  No.  169,  162,  164,  172,  174,  175,  177,  171—197, 
199  -  206,  206w  1906—07. 

BmrMvertm  ßr  OeidMte  in  Wtmigeroäe: 
Zdtaclirift.  40.  Jahig.,  1907,  Heft  1  u.  2. 

Kai§eri,  Akadewtie  der  WmenMkaftm  in  Wien: 

Sitmngsberichte.  Pbilos.-hist.  Klasse,  Bd.  162, 164  «ad  8  Separatabhand- 

luTi<:»  ii,  Bd.  155,  Abhandlung'  3  u.  6,  UW7. 
]fathem.-naturwi8sen.scbaftl.  KlaMse. 

Abt.  I,    Bd.  116,  Heft  6    10;  Bd.  116,  Heft  1—6. 
,    Ha,  ,   116,    ,    6-10;    .   116,    ,  1—6. 
,   IIb,  ,  115.    ,    7    10:    ,    llö.    ,  1-6. 
,  III,     ,   116,     ,    6-10;    ,    116,    ,    1  -5.  1906—07. 
Denkscbrifben.  IM^them.-naturwisäensohaftl.  Elawe,  ßd.  71,  1.  Halbband; 
Bd.  80.  1907.  4«. 

An;'t'i'_'»>r  dor  niutlu'm.-imturwi-sonschaftl.  Kla.s.-^f.   1907,  Nr.  I  -XXVU. 
Archiv  für  österreichiythe  (iMschichte.  Bd.  94,  2.  Hälfte;  Bd.  95,  2.  Hälfte; 
Bd.  96,  1.  u.  2.  HRlfte.  1906-07. 

K.  K.  Geoloffische  Hndisamtalt  in  Wien: 

Verhandlungen.   1906,  Nr.  11  —  18;  1007,  No.  1—9.  4» 
Abhandlungen.  Bd.  XVlll,  Heft  2.   1907.  fol. 

Jahrbuch.  Jahi^.  1906,  Bd.  66,  Heft  8, 4;  Jahrg.  1907,  Bd.  67,  Heft  1—8.  49. 
K.  K.  Zentralanstalt  für  Meteor6lo§ie  und  Oeedifnamik  in  Wien: 

Bericht  (1«t  im  Jahre  1904  in  Hstorroirb  hpobaf-hteten  Erdbeben.  Nr.  I.  1906. 
Jahrbü.  li.T.  .Tabr<r.  1905,  N.  F.,  IM.  42  (  -  der  ganaen Reihe  Bd. 60).  1907.  4« 

Anhang  zum  Jahrftudi  lOO'i.    1906.  4^ 

Ä.  A'.  (rnidtnessun/fs- B urcmt  in  Wien: 
Aetronoiniache  Arbeiten.  IM.  XIV.  1907.  40. 

K.  K.  (i'^srlUrhaft  der  Arzte  in  Wim: 

Wiener  klinische  Wurhens.-lirift.   1907.  Nr.  1-52.  40. 

ZrHtlo(fisch-hof<tnisrhe  (restllHchaft  in  Wieti: 

Verhandlungen.  Bd.  56.  Ueltb  -lO;  Bd.  57,  Heft  1  -9.  1906-07. 
Abhandlungen.  Bd.  IV,  Heft  T-3.  Jena  1907.  4« 

K.  K.  Miiitui-yeographi^dics  Intstitut  in  Wien: 

Die  Astronomisch-geodiitischen  Arbeiten.  Bd.  XXI.    1906.  i^. 
Eigebniwe  der  Triangulierungen.  Bd.  4.  1906.  4^. 
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K.  K,  Naturhistoriaehea  Hofmuseum  in  Witn: 
Annalen.  Bd.  XX  Nr.  4;  Bd.  XXI,  Nr.  1  n.  2.  1906—06.  gr.  8^. 

Institut  für  österreicMsthe  OesehidUsforachung  in  Wien: 
Die  Feier  des  80.  Oeburtitagea  yor  Theodor  won  Sickel.  1906. 

Schriften  ans  dem  Jahre  1907. 

Fereif»  sur  Verbreitung  naUtmiMen^dutfÜiAer  Kmümtae  •»  Wien: 
Schriften.  Bd.  47,  Jahi«.  190^07.  1907. 

Verem  für  NoeetmiaAe  AUertumshunäe  etc.  in  Wteebaden: 
Annalen.  86.  Bd.,  1906.  1907.  49. 

NoBeauieeher  Verein      Naturkunde  in  Wieiibaden: 
Jahrbücher.  Jahi^er*  60.  1907. 

QeedudUeverein  in  Wetfenbmd: 
Jahrbach.  5.  Jahr^^.  1906. 

Braiinaehwei«:;ischus  Mag-azin.  Bd.  XII,  Jahrg.  1906.  4^. 

Physikalisch-medizinische  Gesellschaß  in  Würattu^! 

VerhandlungtMi.  N.  F.,  Bd.  3<».  Nr.  1,  2.  1907. 
Sitzungsberichte.  1906,  Heft  1-7;  1^7.  Hpft  1,  2. 

Gartinbduverrin  in  W'nrzburg: 
Festgabe  des  Fränkischen  Garteubauvereinä  zur  50.  Erinnerungsfeicr  seiner 
Grandtmg.  1907.  49. 

Hietorie^er  Verein  von  Unterf^auken  in  Würtburg: 

Archiv.  Bd.  48.  1906. 
Jahresbericht  fOr  1905.  1906. 

Schweizerische  Meteorologie^  ZeniraianeUM  in  Zürich: 
Annalen.  42.  Jahrg.,  1906.  4*. 

Antiquarische  Oesellsehaft  in  ZüriA: 
Mitteilungen.  Bd.  26,  Heft  5.  1907.  40. 

Nafur forschende  OeeeUethofl  in  Züßriek: 

109.  Stück  auf  das  Jahr  1907.  40. 

Yierteljahrsschrift.  51.  Jahrg.,  Heft  2—4;  52.  Jahrg.,  Heft  1,  2.  1907. 
Nene  Denkschriften.  Bd.  41.  1907.  49, 

Schtoeizerisdie  Geologische  Emnmieeion  in  Zürich: 
Beitr&ge  a.  Geologie  d.  Schweis.  Geotedin.  Serie,  lief.  IT.  Bern  1907.  4^* 
Beitr&ge  s.  Geol.  Karte  d.  Schweis.  Lief.  XXVI,  1  u.  XXIX,  1.  Bern  1907.  4*. 

StkweiMerieekee  Landeetnuteum  in  Zürith: 
Anzeiger  für  Schweizerische  Altertumskunde.  N.  F.,  Bd.  YIII,  Nr.  8,  4; 

Bd.  IX.  Nr.  1-3.   1906    07.  49, 
15.  Jahresbericht  19u6.  1907. 

Sternu-nrte  in  Zürich: 
Astronumische  Mitteilungen.  Nr.  98.  1907. 

Universität  in  Zürich: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1906/07  in  4^  u.  8°. 
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Von  folgendan  Piiva^enonen: 

Henryk  Arctotcaki  in  BrÜ89el: 
Variations  de  la  yitesse  du  vent.  1906. 

Verlagsbuchhandlung  Joh.  Ämbr.  Barth  in  Leipzig: 

Beiblatter  zu  den  Annalen  der  Physik.  1906,  Nr.  24;  1907,  Nr.  1—20. 
Journal  für  praktische  Chemie.  Bd.  74,  Nr.  90-24;  Bd.  76,  Nr.  1—12; 
Bd.  76v  Nr.  1—12.  1906-07. 

JVrwa  Ba$9e  ^  8dte  m  AUena  (Wutfaiw): 
Das  Niekel-Euen.  1907.  4^ 

Friedrith  Baturmaimi-Joräam  m  DetcfeaMa: 
Oeeehichte  des  Weinbaues  mit  besoinlerer  Benicksichiigiing  der  bajeruchen 
Bheinpfftk.  3  Bde.  Frankfurt  a.  M.  1907.  4'^. 

i-Vanm  Basforth  in  Camimdge: 

Balliatic  Experiments  from  18G4  to  1880. 

Buchhandlung  BÖMaus  Nachfolger  in  Weimar: 

ZeitMhrift  der  Savigny-Sfciftang.  Bd.  28  in  2  Abteilnngen.  1907. 

Memoard  Brandsteuer  in  Luxem: 

£in  Prodromus  zn  einem  vergleichenden  Wörierbach  der  nuüaiO'polj- 
neaischen  Sprachen.  1906. 

Antonio  Cabreira  in  CamiMra: 

Sur  les  Corps  polygonaux.  11H)7. 

Sabre  o  Calculo  daa  Heaervas  Muthematicas.  Lissabon  11)07. 
Demonftni^  mathematica  do  segoro  Portogal  Preridente.  Lisiabon  1907. 

Arthm  0utquet  t»  Paria: 

Jooisal  de  voyage  da  O^n^ral  Deeaix.  SoiMe  et  Italie.  1907. 

Carl  Chun  in  Leipng: 

D.  wiMeniehaffL  Eigebniase  d.  dentscben  Tiefsee-Expedition.  Jena  1906.  4**. 

Pierre  Coquelle  in  Meulan: 
Le  Christ  de  Guiry  du  XI !•  siede.  Versailles  1907. 

Leonhard  Dittmeyer  in  Würzburg : 
Aristotelis  de  animal.  historia.  textum  recoimovit  L.  Dittmeyer.  Leip2. 1907. 

yra»tisek  Dvorak y  in  Prag: 
Pocatky  kalicha  a  Artikule  Prazske  jiz  L.  1417.  1907. 

E.  Ehler  in  IleideVirrii : 
Der  Arsen-Gehalt  der  Muxquelle  in  Bad  [»üiklieini.  1907. 

Sophronias  Eustrutiades  in  Wien: 
Michael  Glykas.  Tom.  1.  Athen  1906. 

VerlagsbuchJiandhing  Gustav  Fischer  in  Jena: 
Denksohrifteu.  VI,  Teil  2.   1906.  l». 

Naturwisaenschaftl.  Wochenschrift.  1907,  Nr.  1—35, 37  -  40,  42,  44—52.  49. 
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Hermann  Fischer  in  Tübingen: 
Schw&buches  Wörterbuch.  Lief.  XVII-XX.  1907.  4«. 

Paul  Fournier  in  GrenM^S 
£tade  lor  fitusses  Decr^tales.  LouTain  1907. 

Paul  George  in  Jena: 
Daa  heutige  Mexiko  und  seine  KaltarfMrtachritte.  1906. 

Otto  Qübtrt  in  BaUt  a.  8.: 
Die  meteorologiachen  Theorien  des  griechischen  Altertums.  Leipsig  1907. 

V»  /.  B.  Amdri  €hdin  in  Mm  (AitM): 

Doeuments  p.  nne  biographie  complMe  de  J.  B.  Andr^Qodin.  Tom.  2. 
1902—06. 

Friedrich  Goppehroeder  in  Basel: 

Neue  Capillar-  und  Capillaranalytische  Untersuchuugön.  1907. 

Georg  Grupp  in  Maihingen: 

Kulturgeschichte  des  Mittelaltere.  I.  Bd.  Piulerhoru  1U07. 

j^'.  R.  Helmert  in  Potsdam : 

Die  Ausgleicbungarechnang  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 
Leipzig  1907. 

Bestimmung  der  Höhenlage  der  Insel  Wangeroog.  Berlin  1907.  4^. 

Otorg  Hdmreith  in  Ämiboeh: 
<3aleni  de  usu  partium  Libri  XVII.  Vol.  1.  Leipng  1907. 

O.  Henrikaen  in  OkritHama: 
Sundiy  Oeological  Problems.  1906. 

Guttoü  HeifMi  m  Mneften: 
Corpus  inscriptionum  Etnmcarun.  Vol.  II.  lieiprig  1907.  fbl. 

Serdersche  Buehhandlung  in  Freiburg  i.  Br.: 
Jahresbericht  ftir  1906  und  1907. 

Alfred  Hülebrandt  in  Breslau: 
Indische  Forachongen.  Heft  3.  1907. 

JF  Vi  cd  rieh  Ilirth  in  NeW'  York : 

Chinese  MettUlic  Mirrors.  1906.  gr.  9>^. 

SyUabary  of  Chinese  Sounds.  Waidiingtoii  1907.  4^ 

Falrorfov  Jüffii  in  Wims 
Pkalterium  Bononienae.  1907.  4*. 

Chmin  Jmiel  in  BtawMd»: 

Anatomie  de  k  Tdte  An  Larius  Niger.  Limoges  1906. 
Remplaoement  des  Musdes  ribiateuii  du  vol  eie.  Färis  1906.  4**. 

F,  Jou$»emmi  in  Puri»: 

De  Tatfaraetion  ei  autres  jojeuset^  de  la  sdenee  1907. 

Hermann  Knafp  in  Mündven: 

Die  Zenteb  des  Hochstifts  WOrsbotg.  Bd.  I,  Abt  1,  2.  Beriin  1907. 
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(kear  KtuMamk,  R.  Lmd$  md  JJ.  EUb4  in  Müiuken: 
Die  thwm.  Kgcnninhiiftw  d—  gtMigtm'WtMetäBnphB,  Bei]m]906.  4*. 

R,  «.  KÖ9eslujtthy  m  Mudapeti: 

Verliuidlungeii  der  ▼om  16. --90.  Oktober  1906  in  Rom  abgehaltenen 

ersten  Tagung  der  permanenten  KommiHion  der  intenationalen 
aei«mologi«chen  Aasoziation.  1907. 

Heinrich  Kopccky  in  Pardubitz: 
BeobachtungenaberdAVitterunginWien  in  (I.Jahren  1896—1906. 1907.  fol. 

Reinhold  Koser  in  CharUAitnburg : 

Jahresbericht  über  die  Herausgabe  der  Monamenta  Giermaniae  bistorica. 
30.  Mai  1907.  Berlin  l'Jü7 

Kurl  Krumbacher  m  München: 
Byzantinische  Zeitschrift  Bd.  XVf.  Heft  1—4.  Leipzig  1907. 

Krnst  V.  Kuhn  in  München: 
Übersicht  der  Schriften  Theodor  Nuldekes.  (iie&en  1907.  i^. 

J.  V.  Kiill  in  München: 
Die  Poesie  vornehuilich  auf  Denkmünzen  Bayerns.  Wien  1907. 
Bildniise  von  flirstlicben  and  anderan  deutschen  Frauen  des  XYI.  und 
XVIL  Jahihnnderts  auf  Medaillen.  Wien  1907. 

Otto  Lenel  in  Straßbmrg  i,  E.: 
Dm  Kdictom  perpetnum.  Leipsig  1907. 

jSffiry  CkmfUt  Xm  m  FkOMfkia: 
ffistoiy  of  the  Inquisition  of  Spain.  Tom.  4.  New-Toric  1907. 

Oabrid  Monod  in  FersotUef : 
SeTue  hiitori^oo.  1907,  JaBT.-D^.  und  Sixi^me  taUe  g^ndrale  1901—06. 

Meinridt  Nisten  in  Bonn: 
Orientation«  Studien  sur  Geschichte  der  Religion.  2  Hefte.  Berlin  1907. 

Adolf  Nörten  in  Uppuda: 
Vftrt  Sprik.  Bd.  I.  Lund  1906. 

O,  B.  Olivero  in  Carignam: 
Astronomia.  GonferanBa.  Torino  1907.  4^ 

Rim»  Fanorge  im  Berlin: 
Urspnmg  des  Lebens  aus  mechanischen  Piinadpien.  1906. 

Hon»  PruU  in  Müneken: 
Die  geistlidien  Rittecorden.  Berlin  1907. 

MoriU  von  Bohr  in  Jena: 
Die  binokularen  Instrumente.  Berlin  1907. 

//.  Rosenbusch  in  Heidelberg: 
Mikroskopische  Thyriographie.  Bd.  II,  1.  H&Ifte.  Stuttgart  1907. 

Ludwig  Sehemtmn  in  Strafibwrg  i.  E.z 

Die  Gobinean  Sammlung  der  Kaiserl.  Universitäti»  und  Landesbibliothek 
SU  Strasburg.  1907. 
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Lucian  Sch/^rman  in  München: 
Orientaliidie  Bibliographie.  19.  Jahrg.,  Heft  1—3.  Berlin  1906—07. 

O.  V.  SduapareUi  in  Mailand: 
VenusbeobachtaDgeii  der  Dabylonier.  Berlin  1906.  4^ 
Comp  si  possa  g^iustificarc  ruso  dellft  media  aritmeticA  nel  4?alCTilo'  dei 
risultati  d'osservuzione  1907. 

Bichard  Schröder  in  Heidelberg : 

Lehrbuch  der  deutschen  Rechtsgeschichte.  5.  Aufl.  Leipzig  1907. 

T.  J.  J.  See  in  Montgomery  City  ( Missouri): 

On  the  Temperature ,  secular  Cooliug  and  Contraction  of  the  Earth. 
Philadelphia  1907. 

O.  Sehwemfurth  in  BerUn: 
Veröffentliche  Briefe,  AuMtse  and  Werke.  1860—1907.  1907. 

Seite  und  Schauer  in  München: 
Jahrbuch  d.T  Thfrapie.  3.  Jahrg.,  1906,  3.  Vierteljahreshefk.  1906.  49, 
Leipziger  Medizinisilie  Monatsschrift.   1907,  Nr.  1 — 12.  gr.  8®. 

Siemems-Sehuckert-  Werke  in  Berlin: 
Nachrichten.  Jahrg.  1906-07.  foL 

Strambio  in  Mailand: 

La  Pellagra.  1890. 

B.  G.  Teubner  in  Leipzig: 
Tliesaurus  linguae  Latiniio.  Vol.  III.  fasc.  1,  2;  vol.  IV,  fasc.  2.  3.  1907.  4^. 
Archiv  für  lateinische  Lexikographie.  Bd.  XV,  Heft  l,  2.  1906—07. 
Eniyklopftdie  der  matfaematieehen  WiMeneehaften.  M.  III,  l,  Heft  1,  S; 

Bd.  IV,  2.  II;  Bd.  V.  1,  Heft  4;  Bd.  V,  2,  Heft  2;  Bd.  VI,  1,  Heft  2; 

Bd.  VI.  2,  II,  Heft  1,  1907;  und  franzOf^ische  Ausgabe,  tome  1,  toI,  1, 

&8C.  2;  tome  I,  vol.  2,  fasc.  I.  Paris  1907. 
Archiv  der  Mathematik  ond  Phjak.  lU.  Reihe,  Bd.  11,  Haft  8,  4;  Bd.  13, 

Heft  1-4.  1907. 

A.  Thieidlen  in  Paris: 
Le  Criterium  preaentation  et  controveises,  dernier  chapitre.  1907.  fol. 

Edgar  Thurston  in  Madras: 
Bthnograpbic  Notes  in  Southern  India.  1906. 

M,  1Mb  in  Buüensorg: 
8nr  Tacide  cjanhydriqne  dea  plantet.  No.  I,  II.  Leide  1907. 

Iwan  Tjfwono»^  in  Wien: 
Die  Erde  all  Quelle  der  W&nne.  1907. 

Ludwig  Wüser  in  Heidelberg: 
Stammbaum  der  indogermanischen  Völker  und  Sprachen.  Jena  1907. 
Menschenkunde  und  Altertumswissenschaft  zur  Etruskerixage  (Öep.-Abr.). 
Leipzig  1907. 

WUMm  WiiMband  in  Heiddberß: 
Lehrbnch  der  Geschichte  der  Philosophie.  4.  AnfL  Tflbingen  1907. 

Veit  Bridur  WittroA  in  Siaekholm: 
Acta  Hbrti  BergianL  Tom.  17.  1907.  4*. 

Spkidon  JT.  ZMttianos  tu  Kgrfyra  (Omik). 
Usf^  i^ftebnie  t&¥  9%Qaxe»i»As99»,  1906. 
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